
1 

 
 

Application of Gain and Phase Margins for Designing 

Robust Controllers within Quantitative Feedback 

Theory 

 

Mohammadreza Hadipour1, Ali Jamali1, Nader Nariman-zadeh1*, Behnam Miripour Fard1 

1-Faculty of Mechanical Engineering, University of Guilan, Rasht, Iran 

  * Corresponding Author: Email: nnzadeh@guilan.ac.ir 

 
 

ABSTRACT  

Modeling uncertainty in the form of additional gain and phase and calculating robustness margins based on 

them is one of the standard methods in designing robust control systems and comparing their robustness. On the 

other hand, one of the prevalent methods of robust control in the frequency domain is “Quantitative Feedback 

Theory”, which, due to modeling uncertainty in the form of parametric uncertainty with a specified range, faces 

challenges such as the inability to compare controllers and non-automated design. Additionally, the system's 

conditions for parametric uncertainty values outside the design range are unknown. This research addresses 

these issues using uncertainty modeling in the form of gain and phase within the quantitative feedback theory 

method. To this end, a combined margin consisting of gain and phase is introduced and calculated using a 

modified Nichols chart and inequalities related to design criteria in the quantitative feedback theory method. 

The position control of a DC motor is selected as a case study, and an optimal and robust proportional-derivative 

controller is designed for it. The results are examined both numerically and experimentally which show that the 

proposed method effectively overcomes the shortcomings of the quantitative feedback theory method. The 

controller designed in this manner gains more favorable results than the controller designed using the 

conventional quantitative feedback theory method, and even maintains its performance better for parametric 

uncertainty values higher than the design range. 
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1. Introduction 

Uncertainty is an inseparable part of modeling and 

control engineering. A verity of approaches has been 

developed under the title of “Robust control” to 

confront this issue. One of these methods is Quantitative 

Feedback Theory or QFT introduced by Isaac Horowitz 

in 1959[1]. This method applies different constraints to 

evaluate the stability and performance of a control 

systems. If a system is feasible according to these 

constraints, then it is said to have robust stability or 

performance. To evaluate the feasibility of system its 

parameters are supposed to be uncertain and a set of 

random parameters is used. The calculations take 

happen in the frequency domain. If a system satisfies a 

constraint along the whole frequency domain and for all 

these parameters, it is said to be robust from the point of 

view of that constraint. QFT is an applicable robust 

method that has been used in industry and academy [2]. 

On the other hand, classical approach to evaluate the 

robustness of a control system is to calculate the gain 

and phase margins. The gain margin is the amount of 

gain added to the system to makes it unstable. The 

phase margin is the amount of phase added to the output 

signal, when the gain is constant, before system coming 

unstable. Some studies are focused to present hybrid 

margins which simultaneously use gain and phase to 

evaluate the robustness. Disk margin is one of these 

methods which calculates a hybrid margin based on a 

disk space [3, 4].  In fact, the margin is the radius of 

disk that contains the nominal point. This area is 

illustrated in Figure 1. 

 

Figure 1. Disk area to calculate disk margin[3] 

The main aim of this article is o find a way to use 

these margins in QFT approach to help it calculate the 

feasibility of the constraints easier and make it possible 

to compare different control setups. To achieve this goal 

the representation of uncertainty in QFT structure have 

to change. 

The new method, called robustness margin based 

quantitative feedback theory or RMQFT, uses the added 

gain and phase to apply the effect of uncertainties in the 

system. Therefore, the conventional parametric 

uncertainty is not used in this approach. A hybrid 

margin can be determined using the gain and phase.  

2. Methodology  

In the presented method, unlike the conventional 

QFT, a combined gain/phase variation is used for 

uncertainty modeling. Consider a 2-DOF control 

structure as plotted in Figure 2. Control Structure of the 

introduced method: 

 

Figure 2. Control Structure of the introduced method 

 The output, error and control signals can be calculated 

as follows: 

(1) 
1

( )
1 1 1

i o

P GF P GH
y r P d d n

P GH P GH P GH

 
   

     


  

(2) 
( )

1 1 1
i o

F H H
e r P d d n

P GH P GH P GH
   

     


 

(3) 
( )

1 1 1
i o

GF GH GH
u r P d d n

P GH P GH P GH
   

     


 

Using these signals different measures can be 

defined. These measures are the upper or lower bound 

transfer functions of the systems. The most important 

ones, including the stability, control effort, and tracking 

measures can are calculated as follows: 
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3. Results and Discussion  

In order to investigate the performance of the 

proposed method it is applied to control the position of a 

DC motor both numerically and experimentally. The 

experimental setup is shown in Figure 3: 

 

Figure 3. The experimental setup 

In this step two control setups based on QFT and 

RMQFT methods is designed. The design constraints 

include the stability (SM) and tracking (LTM & UTM) 

measures. The controllers’ coefficients and the value of 

measures are represented in Table 1: 

Table 1. Controllers’ coefficients and robustness 

margins 

Controller Kp Kd SM LTM UTM 

QFT 0.025 0.019 5.98 1.86 0.96 

RMQFT 0.047 0.017 4.42 2.14 3.06 

 

It is expected that the RMQFT-designed setup has 

better tracking performance whereas QFT-designed one 

has better stability. These setups are examined both 

numerically and experimentally and the results are 

illustrated in  Figure 4 and  Figure 5: 

 

Figure 4. Probability of failure in tracking for QFT and 

RMQFT setups 

 

Figure 5. Experimental results for QFT and RMQFT 

approaches 

The results shows that RMQFT design has better 

tracking performance as expected and the probability of 

failure is this design is less than the conventional QFT 

approach. It can be said that the robustness margins are 

effective measures to investigate the robust stability and 

performance of the system. 

4. Conclusion  

In this paper the concept of gain and phase margin is 

applied to calculate robustness margins for the stability 

and performance measures of the QFT approach. These 

margins make it possible to compare different control 

setups. They are applied to design controllers to control 

the position of a DC motor. The numerical and 

experimental results show that the new method can 

leads to better control setups that have better 

performance. 
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تئوری  به وسیله های مقاومکنندههای بهره و فاز برای طراحی کنترلاستفاده از حاشیه
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  چکیده
های متداول طراحی مقاوم ها یکی از روشهای مقاومت بر اساس آنقطعیت در قالب بهره و فاز اضافی و محاسبه حاشیهمدلسازی عدم

به کمی است که  بازخوردی فرکانس، تئوری کنترل مقاوم در حوزه رسومم هاست. از طرفی یک روشهای کنترلی و مقایسه مقاومت آنسیستم

ها و طراحی کنندهی کنترلهایی از جمله عدم امکان مقایسهی مشخص، با چالشقطعیت در قالب نامعینی پارامتری با محدودهزی عدمعلت مدلسا

ه غیر خودکار همراه است. همچنین شرایط سیستم به ازای مقادیر نامعینی پارامتری خارج از بازه طراحی مشخص نیست. در این پژوهش با استفاد

ای ترکیبی، کمی این مشکلات مرتفع شده است. به این منظور حاشیه بازخوردقطعیت در قالب بهره و فاز در روش تئوری از مدلسازی عدم

محاسبه  ،کمی بازخوردشده و نامعادلات مرتبط با معیارهای تئوری متشکل از بهره و فاز، معرفی شده که با استفاده از نمودار نیکولز اصلاح

گیر بهینه و مشتق-ی تناسبیکنندهی مطالعاتی انتخاب شده و برای آن کنترلیت یک موتور جریان مستقیم به عنوان نمونهد. کنترل موقعشومی

دهد روش پیشنهادی توانسته است به تجربی صورت پذیرفته است. نتایج نشان می مقاومی طراحی شده است. بررسی نتایج به دو شیوه عددی و

طراحی شده به روش  کنندهی طراحی شده در این حالت نسبت به کنترلکنندهکمی را رفع نماید. کنترل بازخوردروش تئوری خوبی نواقص 

ی طراحی، توانسته است عملکرد تری داشته و حتی به ازای مقادیر نامعینی پارامتری بالاتر از محدودهکمی نتایج مطلوب بازخوردمرسوم تئوری 

 ری حفظ نماید. خود را به نحو بهت

 

 کلمات کلیدی
 قطعیت، حاشیه بهره، حاشیه فاز، تئوری بازخورد کمیکنترل مقاوم، عدم
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 مقدمه -1

گوناگون  یباعث به وجود آمدن خطاها دهیپد نیاست. ا یواقع یهاستمیس یاضیر یسازاز مدل ریناپذییجدا یقسمت 1تیعدم قطع

 یبالا تیحساس ،یداری. عدم پا[1]نباشد نانیمدل قابل اطم کیشود که  یطیست منجر به شراو ممکن ا شودیم یسازدر روند مدل

ممکن است از که  هستند یکنترل یهاستمیدر س یمدلساز تیاز جمله اثرات حضور عدم قطع اسبمن یورپاسخ و عدم کارکرد و بهره

در طول زمان تحت  ستمیس کینامیدر د رییتغ ،یرخطیرفتار غ ،یاغتشاشات خارج زها،ینو ،یپارامتر یهاینینامع رینظ یمنابع مختلف

به دو گروه عمده  توانیرا م هاتیعدم قطع نیشود. ا ینشده ناشلمد یهاکینامیاشکال د ریسا وخطاها، حذف صفر و قطب،  ریتأث

 یتیهر نوع عدم قطع ای یپارامتر یهاتیععدم قط ی. به طور کل[2] 3ساختاربدون تیعدم قطع و 2ساختارمند تیکرد: عدم قطع میتقس

 گر،ید ی. از سوشوندیساختارمند در نظر گرفته م یهاتیعدم قطع نوانباشد به ع صیقابل تشخ افتهیروش ساختار  کیکه در قالب 

 ییهابا چالش زیحدود آن ن یریندارد و اندازه گ یکه ساختار مشخص شودیاطلاق م تیاز عدم قطع یبدون ساختار به نوع تیعدم قطع

و  یداریها پاروش نی. ااندافتهیتوسعه  هاتیعدم قطع انواعو کاهش اثرات  تیریبه منظور مد 4کنترل مقاوم یهاهمراه است. روش

در  ستمیاشاره دارد که س تیخاص نیبه ا یکنترل ستمیس کیمقاوم  یداری. پاکنندیم نیکنترل را تضم یهاستمیعملکرد مقاوم س

 تیعدم قطع حضوردر  ستمیبه آن معناست که س زیداشتن عملکرد مقاوم ن ب،یترت نیبماند. به هم داریپا زین تیعحضور عدم قط

 یهاستمیمقاوم س ییمقاوم و چه در مورد کارا یداریپا نهیچه در زم یادیز قاتی.  تحق[3]و عملکرد مناسب خود را حفظ کند ییکارا

 نیاز مهمتر یجزئ ریاخ یهاآن همچنان ادامه دارد، و همچنان در سال یشیتا به اکنون صورت گرفته است که روند افزا یکنترل

  .[8-4]حوزه کنترل است یالعاتموضوعات مط

. [9]است 5یکمّ تئوری بازخوردکند،یم نیرا تضم مقاومو هم عملکرد  یداریکه هم پا مقاومکنترل  یهاروش نیتریمیاز قد یکی

یرا حفظ م ستمیو به طور همزمان عملکرد س کندیبرخورد م یپارامتر قطعیتعدم مفهوم با  یبه صورت کمّ یکنترل یاستراتژ نیا

روش  نیاصول ا برد.بهره می مقاوم خود یساختار کنترلایجاد به منظور  یحوزه فرکانس یایاز مزا یکمّ تئوری بازخورد کردی. روکند

اش ، در کتاب برجسته1963روش را چهار سال بعد، در سال  نی. او ا[10]شد یمعرف 1959در سال  تزیهوروام.  زاکیابتدا توسط آ

 است ریبه شرح ز هاآن نیمنابع ذکر شده است. مهمتر نیکنترل در ا یهاستمیدر س مزایای به کار بردن فیدبکداد.  شنهادیپ [11]

[10]: 

   یخارج اغتشاشاتکاهش اثرات  ایامکان حذف 

 سیستمدر  راتییکمتر نسبت به تغ تیحساس  

 :است ریکه شامل موارد ز شودیمنجر م ییایبه مزا یکمّ وردتئوری بازخ کیتکن کاربرد

 ساده و قابل اجرا یکنترل یساختارها 

 شودیگفته م 6بازخورد نهی؛ که به آن هزکنندهکنترل اندازهباند و  یحفظ پهنا 

 چند هدفه یطراح کی قیدر حد مجاز از طر ستمیو حفظ عملکرد سها قطعیتمقابله با عدم  ییتوانا 

                                                           
1 Uncertainty 
2 Structured 
3 Unstructured 
4 Robust Control 
5 Quantitative Feedback Theory (QFT) 
6 Cost of feedback 
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با های کنترلی دارد هایی که برای طراحی سیستمفرضبه دلیل برخی پیشاست، اما  دیمف اریبس یکمّ تئوری بازخورد وشر اگرچه

سیستم ( الف:شرح استاین اند به شده یبررس [12] لیها که توسط دوفرض نیا نی. مهمترشودیم یی مواجههاتیها و محدودچالش

 یقاتیتابع انتقال ثابت است. تحق یب( درجه نسب ؛باشدفاز  ی باید مینیممعنی ؛باشد صفرهای سمت راست محور موهومی یدارا نباید

 .[15-13] اندها تمرکز داشتهچالش نیانجام شده که بر غلبه بر ا ریاخ یاهدر سال

عدم از  یخاص محدوه یبرا مقاوم یهاکنندهکنترل یطراح یاست که برا نیا یکمّ تئوری بازخورد روش هایمحدودیتاز  یکی

 یاریمع چیروش ه نی. در واقع، اشودینم نییحدود تع نیخارج از ا ستمیعملکرد س ای یاردیو پا شودیاستفاده م یپارامتر قطعیت

 کی ایکه آ کندیم نییو تنها تع اردند و ارزیابی آن در حالت کلی ) و نه یک بازه محدود( مختلف یهاستمیمقاومت س سهیمقا یبرا

ی مقایسه هایژگیو نیاست که چن یاوقات ضرور یگاه گر،ید ی. از سوریخ ایاست  مقاوم قطعیتعدم  نیحد مع کی یبرا ستمیس

 چنین شرایطی استفاد از  نیدارد. در ا پیش رو انتخاب یرا برا یمتنوع یهانهیطراح گز کیکه  یزمان ژهیبه و ؛دنشو نییتعپذیری 

پیش از رسیدن به ناپایداری را  یتقطععدم  چه میزان از ستمیکه س کنندیروشن م هاهیحاش نیخواهد بود. ا دیمقاومت مف یهاهیحاش

پژوهش های زیادی در این  ومقاومت هستند  یهاهیحاش نیو فاز از مشهورتر بهره یهاهی. حاشکندیتحمل میا عملکرد نامطلوب 

با عنوان  دیجد اریمع کیو فاز به عنوان  بهره ان درهمزم راتییدر مورد تغ ریاخ قاتیتحق نیهمچن. [19-16]زمینه منتشر شده است 

و فاز  بهره هایحاشیه بیترک. [21] شد یمعرف 1980توسط ام. بارت در سال  اریمع نیاند. اشده یآورجمع [20]ی سکید یهاهیحاش

و عملکرد  شوندیم فادهاست مقاوم یداریپا نییتع یتنها برا ارهایمع نی. اشودیم یترکارانهمحافظه یهایراحبه ط منجر اریمع نیدر ا

 ای µ[22]سنتز  کنترل مقاوم مانند یهاروشبرخی دیگر از با استفاده از  مقاومعملکرد  یریگ. اندازهردیگیمد نظر قرار نمدر آن  مقاوم

های در زمره روش یکمّ تئوری بازخورد. نکته دیگر آن که روش اندمورد مطالعه قرار گرفته ،بحث شده است [24, 23]مانند آنچه در 

امکان ، 8های غیر متمرکزتر نسبت به روشطراحی و ساختار سادهرغم مزایایی مانند ها علین روشیقرار دارد. ا 7کنترلی متمرکز

اخیر مورد توجه بسیاری  هایهای غیرمتمرکز در سالدهد. روشار طراح قرار میگیری چندگانه سیستم در اختیکمتری برای تصمیم

 مورد بررسی قرار گرفته است. [26, 25]قرار گرفته اند. این مساله در مراجعی مانند 

قبلاً مورد مطالعه قرار گرفته  [27] در چند مرجع همچون یکمّ تئوری بازخورد یمرتبط با طراح بهره و فاز یهاهیشحا دهیپد

ها در اند کاربرد این حاشیهستهام گرفته نتوانو مطالعات انج آشکار است های مقاومت عملکردیحاشیه یدر بررس یقیاست، اما نقص عم

 مقاله پر کردن شکاف نیهدف ا ها را نمایش دهند.و امکان مقایسه آن یکمّ تئوری بازخوردهای کنترلی بر اساس طراحی سیستم

 یکمّ تئوری بازخوردبر اساس  مقاومت دیجد یهاهیحاش نییو تع علمی در زمینه تعیین معیار برای بررسی عملکرد و پایداری مقاوم

 یرا بررس ی طراحی شده با استفاده از این روشکنترل یهاستمیو عملکرد س یداریو فاز بر پا بهره راتییهمزمان تغ راتیاست تا تأث

ت ها از حل نامعادلاشود. مقادیر این حاشیهاستفاده می یکمّ تئوری بازخوردبرای این کار از معیارهای مقاومت مطرح شده در  کند.

های بعد مورد آید. جزییات محاسبات در قسمتیا با استفاده از نمودار نیکولز اصلاح شده به دست می یکمّ تئوری بازخوردجبری 

 رفتار ای شود داریکه ناپا یطیاز شرابه چه اندازه  حلقه بسته  ستمیس کی دهندینشان م هاهیحاش نیا بررسی قرار خواهد گرفت.

مختلف را  یکنترل یهاستمیمقاوم س پایداری و عملکرد سهیاست که امکان مقا نیآنها ا گریکاربرد د صله دارد.ی پیدا کند فاناکارآمد

آید. این مساله های بهره و فاز به دست میدار حاشیهگونه که گفته شد مقدار عددی این معیارها از ترکیب وزنهمان. کنندیفراهم م

 .شود که ریسک طراحی کاهش یابدسبب می

و پس از آن نحوه محاسبه  یکمّ تئوری بازخورد های بعدی مقاله به این شرح است: در ابتدا ساختار کنترلیساختار قسمت

 شود. سپس نحوه محاسبههای مختلف مقاومت بحث میشود. در ادامه در مورد نحوه محاسبه حاشیهمعیارهای طراحی توضیح داده می

گیرد. در ادامه برای بررسی کارایی این روش، آن را بر روی یک سیستم نمونه پیاده سازی رار میمقاومت جدید مورد بررسی ق حاشیه

 بندی خواهند شد.کرده و نتایج نظری و تجربی آن مورد بررسی قرار خواهند گرفت. در نهایت نیز مطالب مطرح شده در مقاله جمع

                                                           
7 Centralized 
8 Decenteralized 
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 سازی و نظریاتمدل -2

 ساختار کنترلی 1-2

 نینشان داده شده است. ا 1 شکل در  شود،یاستفاده م یکمّ تئوری بازخورد، که در یدو درجه آزاد یترلساختار کن کی یشما

(  F(s)) لتریفشیپ کی(  و G(s)ساز )جبران کیزمان شده است که به صورت هم یگذارنام یساختار از آن رو با عنوان دو درجه آزاد

در  یاغتشاشات خارج ،یداخل یهاتیحلقه بسته و کاهش اثرات عدم قطع ستمیس یدارسازیساز به پاشده است. جبران هیدر آن تعب

 ازیکه ن ردیگیمورد استفاده قرار م یهنگام لتریفشیپ گر،ی. از طرف دکندی( کمک مn(s)) زی(  و نوod(s)) ی( و خروجid(s)) یورود

 باشد. r(s)مرجع  گنالیس یابیبه رد

 
 QFT  در روش یدو درجه آزاد یساختار کنترل یشما 1 شکل 

Figure 1. 2-DOF control structure in QFT design 

به  .قابل محاسبه هستندهای خارجی سیگنالروی از  و به صورت زیر ، خطا و تلاش کنترلی به سادگیسیستم های خروجیسیگنال

 .از معادلات حذف شده است "s" متغیر سازی نوشتار،منظور ساده

(1) 
1

( )
1 1 1

i o

PGF PGH
y r Pd d n

PGH PGH PGH
   

  
  

(2) ( )
1 1 1

i o

F H H
e r Pd d n

PGH PGH PGH
   

  
 

(3) ( )
1 1 1

i o

GF GH GH
u r Pd d n

PGH PGH PGH
   

  
 

( اعمال  P(s)عدم قطعیت سیستم به صورت نامعینی پارامتری در تابع تبدیل سیستم تحت کنترل )  یکمّ تئوری بازخورد در

مدلسازی عدم قطیعت برای محاسبه حاشیه مقاومت مناسب نیست چون معمولا به دلیل تعداد بالای ضرایب دارای ود. این شیوه شمی

 صورتبه  قطعیتعدم  به منظور جلوگیری از این پیچیدگی مطالعه حاضر نامعینی، پیچیدگی محاسباتی بالایی به همراه دارد. در

)ی ضرب نامعین قالب یک ترم و فاز اضافی در یک بهره ترکیبی از )s شوند. بنابراین، نمودار قبلی به یک نمودار جدید تبدیل مدل می

)شان داده شده است. در این ساختار فرض شده است کهن 2 شکل  ود که درشمی )
s

s ke  آنر د کهk  و   و فاز بهرهبه ترتیب 

 .هستندنامی  ه شده به سیستماضاف نامعین

 
 قطعیت ضربی ساختار کنترلی دو درجه آزادی به همراه عدم  2 شکل 

Figure 2. 2-DOF control structure with a multiplicative uncertainty 

 :شوندیم یسیبازنو ریبه صورت ز یصورت معادلات قبل نیدر ا
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(4) 
1

( )
1 1 1

i o

P GF P GH
y r P d d n

P GH P GH P GH

 
   

     
   

(5) ( )
1 1 1

i o

F H H
e r P d d n

P GH P GH P GH
   

     
  

(6) ( )
1 1 1

i o

GF GH GH
u r P d d n

P GH P GH P GH
   

     
  

  

پایداری و عملکرد خود را حفظ نماید. از آنجا که  Δ(s)≠1تواند مقاوم محسوب شود که به ازای یک سیستم کنترلی زمانی می

 ،تری از این پارامترها را تحمل کنداست، در صورتی که سیستمی محدوده گسترده و زاویه فاز  k ترکیبی از بهره Δخود ترم 

 شود.تر محسوب میمقاوم

 دمعیارهای پایداری و عملکر  -2-2

اند. ه فرکانس تعریف شدهدر آن تمام متغیرها در حوز که یک روش مبتنی بر حوزه فرکانس است یکمّ تئوری بازخورد رویکرد

و بهینگی در این حوزه با  این است که امکان تعریف و ارزیابی معیارهای مقاومت s های زمان ویل انتخاب این حوزه نسبت به حوزهدل

. این معیارها در واقع ردپیدا ک [29, 9]ر د توانرا می. توضیح جامعی از معیارهای پایداری و عملکرد [28] هزینه کمتر وجود دارد

. در  H(s) =1 میتوان در نظر گرفت کهدر هر فرکانس مطلوب هستند. بدون از دست دادن کلیت،  تبدیلای از توابع وعهجمم اندازه

 :نمود تعریف توان به صورت زیرمقاومت سیستم را میمعیارهای  این صورت برخی از مهمترین

 :معیار پایداری 

(7) 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,

( ) ( ) 1 ( ) ( )
s

y j P j G j
T W

F j r j P j G j

  
   

   
    


  

 

با  نیکولز نقاط در نمودار مکان هندسیاست که  M9 با معیار پایداری دایره معادلدهد و میی سیستم را نشان این معیار پایدار

، Wsمم این معیار، یو فاز، با استفاده از سوپر بهرههای است. امکان ارزیابی دو معیار پایداری دیگر، حاشیه (M)برابر با  ثابتای اندازه

 :وجود دارد

(8) 20 log(1 ),
1

s

GM in db
W

    

(9) 180 2( ) arccos( ), deg
180 0.5

s

PM in
W

    

 

 :معیار حساسیت و اغتشاش در خروجی 

(10) 
2 2 2

( ) 1
( ) ( ) ( ),

( ) 1 ( ) ( )o

y j
T S

d j P j G j


    

  
    


  

 

 :معیار اغتشاش در ورودی 

(11) 
3 3 3

( ) ( )
( ) ( ),

( ) 1 ( ) ( )i

y j P j
T

d j P j G j

 
   

  
   


  

                                                           
9 M-Circle 
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 :معیار تلاش کنترلی 

(12) 
4 4 4

( ) ( )
( ) ( ),

( ) ( ) 1 ( ) ( )

y j G j
T

F j r j P j G j

 
   

   
   


  

 معیار ردیابی ورودی مبنا: 

(13) 
5 5 54

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),

( ) 1 ( ) ( ) uplo

y j P j G j F j
T

r j P j G j

   
     

  
    


  

 :معیار تابع مکمل حساسیت 

(14) 
6 6 6

( ) ( ) ( )
( ) ( ),

( ) ( ) 1 ( ) ( )

y j P j G j
T

F j r j P j G j

  
   

   
   


  

 

)در صورتی که در نامعادلات فوق اثر نامعینی ضربی  )
j

j ke 
   را در نظر بگیرم و سیستمP سازو جبران  G  را نیز به صورت

( )
( ) ( ) ( ) ( )

i
P j p pe  

       و ( )
( ) ( ) ( ) ( )

i
G j g pe 

        لحاظ کنیم به نامعادلات زیر خواهیم رسید. لازم به

)فیلتر نیز به صورت ذکر است که اندازه پیش )f F j شود.تعریف می 
 

(15) 
2 2 2

12

1

1
(1 ) 2 cos( ) 1 0,p g k pgk    


         

(16) 
2 2 2

22

2

1
2 cos( ) 1 0,p g k pgk    


        

(17) 2 2 2

32

2

2 2

2 cos( ) 1 0,
p k

p g k pgk    


        

(18) 
2 2 2

42

1

1
( ) 2 cos( ) 1 0,p k g pgk    


        

(19) 
2 2 2

52

5

(1 ) 2 cos( ) 1 0,

up

f
p g k pgk    


        

(20) 
2 2 2

52

5

(1 ) 2 cos( ) 1 0,

lo

f
p g k pgk    


        

(21) 
2 2 2

62

6

1
(1 ) 2 cos( ) 1 0,p g k pgk    


        

 

 های مقاومتحاشیه -3-2

، بیشترین بهرهحاشیه  ت.و فاز اس بهرههای ، استفاده از حاشیهیهای کنترلهای مقاومت برای سیستمروش سنتی تعریف حاشیه

. باشد o180زمانی که فاز سیستم برابر با  افزوده شده به یک سیستم کنترلی حلقه بسته پیش از رسیدن به ناپایداری است،مجاز  بهره

ایداری سیستم کنترلی حلقه بسته پیش از رسیدن به ناپ یک به شده اضافه فاز بیشترین عنوان به را فاز حاشیه توانمی دیگر، طرف از

 یک مقاومت تعیین برای هاحاشیه این استفاده مزایا، رغم داشتن برخیعلی. فر دسیبل باشدتعریف کرد، زمانی که بهره برابر با ص

های جداگانه با ریسک زیادی همراه است. مواردی وجود دارند که یک ن حاشیهای از استفاده. دارد نواقصی نیز بسته حلقه سیستم

همزمان رخ به صورت کند؛ اما زمانی که این تغییرات میتحمل  خوبیییرات جداگانه در هر دو متغیر را به تغی از سیستم میزان زیاد
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معرفی  10یسکیمشکل مفهوم حاشیه دبرای غلبه بر این  .توصیف شده است [20]. این مشکل با جزئیات در شودناپایدار می دهندمی

شود که سطح شود. این معیار به نحوی تعریف میشده است. حاشیه دیسکی معیاری است که تغییرات همزمان بهره و فاز را شامل می

یدار در صفحه اعداد مختلط و همچنین مفهوم حاشیه ناحیه پا 3 شکل گیرد. دیسکی با شعاع مشخص را در صفحه مختلط در برمی

 دهد.دیسکی را نشان می

 
 [20]دیسکی  هناحیه پایدار در صفحه اعداد مختلط و حاشی 3 شکل 

Figure 3. Stable region in complex plane and the disk margin  

دارد.  یگریخود نواقص د یتر است ولکارانهتر و محافظهبهره و فاز جامع یهاهیجداگانه حاش یریروش نسبت به بکارگ نیچه ااگر

در محاسبات نقش ندارند. از  میو بهره و فاز به صورت مستق ردیپذیاعداد مختلط صورت م یروش در فضا نیمحاسبات ا نکهیابتدا ا

 .شودیتوسط آن مشخص نم ستمیکاربرد دارد و مقاومت عملکرد س ستمیس یداریپا یسبرر یبرا اریمع نیا یطرف

و عملکرد   یداریپا یبررس یدار بهره و فاز براوزن بیبر اساس ترک یدیجد هیمقاله حاش نیمطرح شده، در ا یهاپوشش ضعف یبرا

از  کیمحاسبه هر ری. مسردیگیقرار م یمورد بررس یکمّ تئوری بازخوردعنوان شده در  یارهایبا مع قیبا تلف یکنترل ستمیمقاوم س

خواهد  ادیاز آن  11بر مبنای حدود مقاومت یکمّ تئوری بازخوردمقاله با عنوان  نیپس در ا نیکه از ا د،یجد یقیدر روش تلف ارهایمع

 :است ریشد، به صورت ز

 کنیم.ابتدا نامعادله مربوط به هر معیار را انتخاب می -1

( را در آن فرکانس f)و در صورت نیاز  ψ و p ،g ،θمعیار را انتخاب کرده و مقادیر  فرکانسی مرتبط با یک فرکانس از بازه -2

 کنیم.حساب می

به ازای مقادیر مختلف  -3 360 : 0    مقدار مرزیk  .را پیدا میکنیم 

                                                           
10 Disk Margin 
11 Robustness Margin-based Quantitative Feedback Theory (RMQFT)  
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2مقدار حاشیه ترکیبی  kو  ϕ به ازای هر جفت -4 2( ) ( )
k

RM
a b


   را محاسبه میکنیم. ضرایبa  وb  ضرایب وزنی

دهد که طراح با توجه به تجربه و شوند. استفاده از این ضرایب این امکان را میهستند که به فراخور نیاز طراحی انتخاب می

 داوری اولیه خود از مساله، اثر بهره و فاز را در مقدار عددی حاشیه محاسبه شده تنظیم کند.

 محاسبه شده در هر فرکانس به عنوان حاشیه مقاومت آن فرکانس خواهد بود.  RMکمترین مقدار  -5

به عنوان حاشیه مقاومت سیستم از دید آن معیار  RMشود و کمترین مقدار ها تکرار میبرای تمامی فرکانس 5تا  2مراحل  -6

 شود.محاسبه می

نمودار  نیشده به دست آورد. در ااصلاح کولزینمودار ن کی قیاز طر توانیدر هر فرکانس را م RMلازم به ذکر است که مقدار 

 یمکان هندس ستیکاف RMمحاسبه  ی(. براϕ/bو  k/aهستند )  ستمیدار سفاز وزن هیبهره و زاو بیبه ترت یو عمود یافق یمحورها

متناسب با  ینقاط مرز ین هندسمد نظر، را در فرکانس مطلوب به همراه مکا اریمع لیبا تابع تبد تبطمر ستم،یدار سبهره و فاز وزن

 اریآن مع RM زانیفاصله برابر با م نی. ادیها به دست آفاصله آن نیو کمتر نمودرسم  ،Δ=1با فرض  ،مد نظر ارینامعادله مربوط به مع

 هیبهره و زاو یشکل نقطه قرمز مکان هندس نی. در ادهدینشان م را ندیفرآ نیااز  یمثال ییشما 4 شکل در آن فرکانس مطلوب است. 

را مشخص  اریمرز متناسب با نامعادله مربوط به آن مع زیرنگ ن یآب یدر فرکانس مد نظر است. منحن یمورد بررس اریمع لیفاز تابع تبد

مساله را  نیخارج از آن. ا یو گاه ردیقرار بگ یدرون منحن ستمیس یموارد لازم است که نقطه کار یتوجه داشت در برخ دی. باکندیم

 .نمود یبررس Δ=1با محاسبه مقدار عبارت موجود در نامعادله با فرض  توانیم

 
 محاسبه حاشیه مقاومت با استفاده از نمودار اصلاح شده نیکولز 4 شکل 

Figure 4. Robustness margin in the modified Nichols chart 

در عمل به  ستمیعملکرد س یسازنهیبه یکمّ تئوری بازخورددو روش انجام شود. در  کلیات نیب یاسهیاست که مقا ازیحال ن

 فیتعر تیرا در بازه عدم قطع یطراح یارهایمع یتمام دیشده با یطراح ستمیکه در آن س شودیم فیتعر یدیمساله ق کیصورت 

که در  شودیم فیچندهدفه تعر یسازنهیک مساله بهیبه صورت ت بر مبنای حدود مقاوم یکمّ تئوری بازخورد یشده برآورده سازد؛ ول

مقاومت دو  سهی، امکان مقایکمّ تئوری بازخورد، بر خلاف دومدر روش  نی. بنابراشودیم نهیشیب یطراح اریآن حد مقاومت هر مع

 یصمشخ یبازه یرا به ازا ستمیاوم سو عملکرد مق یداریپا یکمّ تئوری بازخوردمختلف مقدور است.  یارهایمع دیکنترلر مختلف از د
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بر  یکمّ تئوری بازخورد. روش آوردینم انیبه م یحرف تیعدم قطع شتریب ریدر مورد مقاد یول کندیم نیتضم یپارامتر تیاز عدم قطع

 ییادعا یمترپارا تیو در مورد عدم قطع سازدیبهره و فاز معلوم م راتییرا بر اساس تغ ستمیحد مقاومت سمبنای حدود مقاومت، 

 تیتحمل عدم قطع زانیباشد م شتریمقاومت ب هیکه هرچقدر حاش یها مشاهده نمود به نحوآن نیب یارتباط توانیم یندارد ول

 است. شتریب زین یپارامتر

 نمونه مطالعاتی  -3

آن مورد  یهاییناتا توا ردیگیقرار م ینمونه مورد بررس ستمیس کی یشد بر رو یمعرف یکه در بخش قبل یقسمت روش نیدر ا

کنترل  یبرا یکنترل ستمیمقاوم س یدر طراح یکمّ تئوری بازخوردموارد استفاده روش  نیاز پرکاربردتر یکی. ردیقرار گ یابیارز

قصد بر آن است که کاربرد روش مطرح شده  یادامه و به عنوان نمونه مطالعات در. [31, 30]و سرعت انواع الکتروموتورهاست تیموقع

دوران  لیفرانسیله دعاد. مردیقرار گ یمورد بررس جریان مستقیمموتور  کی تیکنترل موقع یکنترلر مقاوم برا یطراح یدر مقاله را برا

 است: ریبه صورت ز جریان مستقیمموتور 

(22) ( ) ( ) ( ) ( )LJ t b t T t T t      

به ترتیب ممان اینرسی موتور، ضریب استهلاک ویسکوز موتور، گشتاور موتور، گشتاور خارجی  و  J ،b ،T ،LTدر معادله فوق 

خود تابعی از جریان موتور بوده  Tشود( و موقعیت )زاویه( شفت موتور هستند. گشتاور می وارده ) که به عنوان اغتشاش در نظر گرفته

 آید:و به صورت زیر به دست می

(23) ( ) ( )TT t K i t   

به ترتیب ثابت گشتاور و جریان موتور هستند. جریان خود از معادله دیفرانسیل دیگری که به ولتاژ مربوط است  iو  tKکه در آن 

 شود. این معادله به شکل زیر است:محاسبه می

(24) 
( )

( ) ( ) ( )b

di t
L Ri t V t K t

dt
     

ور، ولتاژ و ضریب نیرو محرکه معکوس به ترتیب ضریب خودالقایی موتور، مقاومت الکتریکی موت bKو  L ،R ،Vدر این معادلات 

 هستند. در نهایت تابع تبدیل موقعیت به ورودی ولتاژ به صورت زیر خواهد بود: 12موتور

(25) 
3 2

( )

( ) ( ) ( )

b

t b

Ks

V s JLs RJ Lb s Rb K K s




   
  

ر در ادامه برای بررسی بهتر و عملیاتی مساله یک مجموعه آزمایشی برای بررسی عملی مساله تهیه شد که شامل یک عدد موتو

یک بازو و تعدادی مهره نیز برای ایجاد  ، منبع تغذیه، پایه نگهداری و سایر لوازم جانبی است.13آردوئینو اونوسی انکودر دارد، کارت دی

به علت آن که امکان استفاده از  هر دو روششایان ذکر است که ها به کار رفته اند. گشتاور ) به عنوان اغتشاش خارجی( در آزمایش

های واقعی را دارند؛ که نمونه عملی استفاده شده در در سیستم 14ساده و مرسوم کنترلی را دارند، قابلیت استفاده بلادرنگ ساختارهای

فاده از پاسخ سیستم آمده است. مشخصات موتور با است 5 شکل تصویر مجموعه آزمایشی در  است.این موارد از  نمونه ژوهش یکاین پ

 ذکر شده است.  1 جدول5 شکل  تخمین زده شده است و نتایج آن در قالب 15شناسایی سیستم حلقه باز و

                                                           
12 Back Electro-Motor Force (Back EMF) 
13 Arduino Uno 
14 Real-Time 
15 System Identification 
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 سیستم آزمایشی مورد مطالعه 5 شکل 

Figure 5. The experiment setup 

 مشخصات تخمینی الکتروموتور 1 جدول

Table 1. Estimated motor parameters 

 واحد مقدار شخصهم

J 10-5 × 04/5 /rad2kg.m 

L 10-6 × 11/1     H 

b 10-6 × 12/5     N.m/(rad/s) 

R 5/4   

tK 023/0 volt/(rad/s) 

bK 022/0     volt/(rad/s) 

 

ادیر جدول فوق در آن قرار گرفته( بیشینه خطالی ) که مق 25تا  23با مقایسه خروجی واقعی الکتروموتور با خروجی معادلات 

جریان بسیار نزدیک به هم هستند. این مساله در موتورهای  bKو  tKشود که ضرایب درصد محاسبه شد. مشاهده می 3تخمین حدود 

ند. این معیارها به ترتیب در گام بعد معیارهایی برای طراحی و ارزیابی الکتروموتور به صورت زیر تعریف شدامری مرسوم است.  مستقیم

. ضرایب عددی این روابط با سعی و خطا به برای پایداری و حدود بالا و پایین ردیابی هستند که روابط آنها در ادامه ذکر شده است

 دست آمده است.

(26) 1

( ) ( )
( ) 1.46

1 ( ) ( )

P j G j
T

P j G j

 


 
 


  

(27) 22 2

0.98 ( ) ( ) ( ) 1.02 1.02
( )

2 1 1 ( ) ( ) 0.4096 1.024 1

F j P j G j s
T

s s P j G j s s

  


 


  

    
 

ساز حلقه میانی در یک فرآیند سعی و خطا در دو حالت محاسبه شده است. کنترلر دارد، جبرانبا فرض اینکه پیش فیلتر وجود ن

های مطالعاتی شامل انتخاب شد. فرکانس 16مشتقگیر-تناسبیحلقه میانی از نوع 

[0.001,0.01,0.02,0.03,0.1,0.2,0.5,1,5,10,50] تنظیم کننده با استفاده از دو روش هستند. در ادامه ضرایب کنترل

  شود.آن در قسمت بعد شرح داده میشد که نتایج 

                                                           
16 Proportional-Derivative (PD) 
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 نتایج -4

نیکولز -های کلاسیک طراحی نشان داده شود، نتایج کنترل کننده طراحی شده به روش زیگلردر ابتدا، برای آن که ضعف روش

برطرف  توانند در تمامی مسائل و برایه در مواردی کاربردی هستند نمیرغم اینکهای کلاسیک علیشود. این دسته روشارائه می

توان خروجی دلخواه را شود که نمیساختن نیازهای مختلف طراحی استفاده شوند. خروجی این کنترلر به صورت زیر است. مشاهده می

 شوند.و نیازهای طراحی در این صورت برآورده نمیهای ابتدایی به دست آورد با استفاده از این روش

 
 نیکولز-زیگلرطراحی شده به روش  PIDکننده خروجی کنترل 6 شکل 

Figure 6. The output of the PID controller designed with the Zigler-Nichols method 

 بر اساس تئوری بازخورد کمی کننده کنترل -1-4

، ضرایب کنترل کننده تعیین شدند. برای این 17دهی حلقهشکل و استفاده از روش یکمّ تئوری بازخورددر ابتدا با استفاده از 

به طراحی  کننده و همچنین باندهایاست. ضرایب این کنترل %20حی فرض شده است که عدم قطعیت پارامتری سیستم حدود طرا

 اند. ارائه شده 7 شکل و  2 جدول هندسی سیستم طراحی شده به ترتیب در قالب همراه مکان

 

 یکمّ تئوری بازخوردطراحی شده بر اساس  ضرایب کنترل 2 جدول

Table 2. QFT controller parameters 

pK dK 

025/0 019/0 

 

                                                           
17 Loop Shaping 
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 یکمّ تئوری بازخوردباندهای طراحی برای کنترل به دست آمده از  7 شکل 

Figure 7. Design Bounds for the QFT setup 

 تیپاسخ آن در حضور عدم قطع نیو همچن ستمیس یحالت نام شده، پاسخ یکننده طراحد کنترلعملکر یبه منظور بررس

و  یبررس ینمونه تصادف 1000 یبرا تیدر حضور عدم قطع ستمیدرآمده است. پاسخ س شیبه نما 8 شکل در  یدرصد 20 یپارامتر

شود.  سهیبا آن مقا ستمیشده است تا پاسخ س میترس یابیرد اریمع یبالا یباندها ،یرنامیو غ یهر دو حالت نام یشده است. برا میترس

 پاسخ مشخص شده است. نییبالا و پا یابانده یرنامیحالت غ یبرا نیهمچن

 
 در حالت نامی و در حضور عدم قطعیت یکمّ تئوری بازخوردبا پاسخ سیستم طراحی شده  8 شکل 

Figure 7. QFT setup response in the nominal condition and in the presence of uncertainty 

شده خود قرار گرفته است.  یدر باند طراح ستمیپاسخ س یکه در حالت نام افتیدر توانیم زین ستمیس یبا توجه به پاسخ زمان

 ستمیس یهستند. در پاسخ حالت نام 01/0و  هیانث 3/5حدود  بیحالت به ترت نیدر ا ستمیحالت ماندگار س یزمان نشست و خطا
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است و به مرور از آن فاصله  ترکینزد یابیرد اریمع یدر ابتدا به حد بالا ی. پاسخ حالت نامشودیمشاهده نم یفروجهش ایفراجهش و 

 نی. همچنابدییبا زمان کاهش م یابیرد اریمع نییتا حد پا یفاصله پاسخ حالت نام گرید ی. از سوشودیم کیگرفته و دوباره به آن نزد

موفق به  یدرصد 20 تیبه صورت کامل در حضور عدم قطع ستمیس شودیمشاهده م تیدر حضور عدم قطع ستمیبا توجه به پاسخ س

 راتیی. بازه تغشودیها مشاهده نماز نمونه کی چیدر ه یفراجهش زیحالت ن نیخود شده است. در ا یطراح یارهایمع یبرآورده ساز

 یپاسخ به حد بالا یحد بالا هیثان 3/0تا  0 یکه در بازه زمان میاست. البته شاهد آن هست هیثان 8تا  4 نیب زین ستمین نشست سزما

 یطراح اریمع نییبه حد پا ستمیپاسخ حالت ماندگار س گریآن قرار دارد. از طرف د یاست و عملا بر رو کینزد اریبس یابیر اریمع

 یهادر بازه ت،یقطعبالاتر عدم  ریدر صورت مواجه با مقاد ستمیاز آن است که احتمال دارد پاسخ س یحاک موارد نیاست. ا ترکینزد

 تجاوز کند.  یابیرد اریمع نییاز حد بالا و حد پا بیبه ترت یانیو پا نیآغاز یزمان

 بیبه ترت یطراح نیدر ا bو  a یوزن بیاند. ضراارائه شده 3 جدول محاسبه شده که در یانتخاب اریسه مع یمقاومت برا حدود

 شودیبهره و فاز انتخاب شده است. مشاهده م راتییبه تغ ستمیس تیحساس یبررس نیو خطا و همچن یهستند که با سع 10و  1برابر 

مطابقت دارد و  8 شکل  درآمده در شیبه نما جیست که با نتاآن ا نییبرابر باند پا 2حدود  یابیار ردیمع یکه حد مقاومت باند بالا

 است. شتریدرصد، ب 20 یبالا یپارامتر تیدر حضور عدم قطع ،یابیرد نییاز حد پا ستمیس یکه احتمال تعد دهدینشان م

 یکمّ دتئوری بازخوربا کننده طراحی شده کنترل حدود مقاومت 3 جدول

Table 3. QFT controller robustness margins 

 حد مقاومت پایداری 

حد مقاومت باند بالای 

 ردیابی 

حد مقاومت باند پایین 

 ردیابی 

98/5 86/1 96/0 

متری نسبت به مقادیر بالاتر عدم قطعیت پارا یکمّ تئوری بازخورددر ادامه برای آن که مقاومت کنترل طراحی شده با استفاده از 

درصدی محاسبه شده که در قالب شکل زیر به نمایش درآمده   60تا  30بررسی شود، پاسخ سیستم در حضور عدم قطعیت با حدود 

 است:

 
 درصد 20در حضور عدم قطعیت بالاتر از  یکمّ تئوری بازخورد بر اساسپاسخ سیستم طراحی شده  9 شکل 

Figure 9.  QFT controller outputs for uncertainties more than 20% 

توان دید که در صورتی که میزان عدم قطعیت از مقدار تعیین شده خود در زمان طراحی بالاتر باشد، امکان شکست به وضوح می

رو هرچه میزان عدم قطعیت گونه که انتظار میپذیر است. همانسازی نیازهای طراحی و عبور از حدود معیارها امکانهسیستم در برآورد

یابد. با افزایش مقدار عدم قطعیت پاسخ سیستم حاضر هم از حد بالا و هم از حد باشد، احتمال شکست سیستم نیز افزایش میبیشتر 

بیشتر است و پس  3/0پایین معیار ردیابی تجاوز نموده است. احتمال عدم برآورده سازی معیار حد بالای ردیابی در بازه زمانی کمتر از 
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کند. این مساله برای حد پایین معیار صادق نیست و حد ماندگار، پاسخ آن از حد بالای معیار تعدی نمی از رسیدن سیستم به حالت

تواند تر از چهل درصد، حتی پس از رسیدن به شرایط حالت ماندگار نیز میپایین پاسخ در حالت ماندگار به ازای عدم قطعیت بیش

 کمتر از حد پایین معیار باشد.

 بر مبنای حدود مقاومت یکمّ تئوری بازخوردبر اساس کنترل کننده  -2-4

کننده دیگری برای سیستم طراحی شد. به این کنترل بر مبنای حدود مقاومت یکمّ تئوری بازخورددر گام بعدی با استفاده از 

است. برای حل این سازی حدود مقاومت معیارهای مساله انتخاب شده سازی تعریف شده که هدف آن بیشینهمنظور یک مساله بهینه

ارائه شده است.  مشاهده  4 جدولکننده انتخاب شده در قالب مساله از الگوریتم ژنتیک چندهدفه استفاده شده است. مشخصات کنترل

کمتر است ولی  یکمّ تئوری بازخوردم مرسوشود که اگرچه در این حالت حد مقاومت پایداری از کنترل طراحی شده به روش می

رود به ازای مقادیر مختلف عدم قطعیت پارامتری احتمال حدود مقاومت باندهای بالا و پایین ردیابی بیشتر هستند. بنابراین انتظار می

 تعدی سیستم از باندهای مجاز خود کمتر باشد. 

 بر مبنای حدود مقاومت یکمّ  تئوری بازخورد ر اساسکننده طراحی شده بحدود مقاومت کنترلضرایب کنترلی و  4 جدول

Table 4. RMQFT controller parameters and robustness margins 

pK dK 
 حد مقاومت پایداری 

حد مقاومت باند بالای 

 ردیابی 

حد مقاومت باند پایین 

 ردیابی 

0.047 0.017 4.42 2.14 3.06 

 درصدی به صورت زیر و در قالب به نمایش درآمده است. 20قطعیت پارامتری  پاسخ حالت نامی سیستم و پاسخ آن در حضور عدم

 
  تیو در حضور عدم قطع یدر حالت نامبر مبنای حدود مقاومت   یکمّ تئوری بازخوردر اساس شده ب یطراح ستمیپاسخ س 10 شکل 

Figure 10. RMQFT controller output in the nominal condition and in the presence of uncertainty 

در مورد پاسخ حالت نامی سیستم در این مورد باید گفت که زمان نشست سیستم نامی در حضور این کنترلر کمتر از مورد قبل و 

فاصله تقریبا برابری با حدود بالا و ثانیه است. خطای حالت ماندگار نیز صفر است. پاسخ حالت ماندگار بر خلاف نمونه قبلی  1/2حدود 

درصدی پاسخ سیستم  20شود. در حضور عدم قطعیت یار ردیابی دارد. در این نمونه نیز در حالت نامی فراجهش مشاهده نمیپایین مع

در اینجا در حضور عدم قطعیت  یکمّ  تئوری بازخورد ر اساسکاملا در محدوده مد نظر قرار گرفته است. بر خلاف کنترلر طراحی شده ب

درصد است. این مشاهده با مقدار حد مقاومت پایداری سیستم  4که بیشینه مقدار آن حدود  سیستم میتواند دچار فراجهش بشود

کمتر است و طبیعی  مرسوماز کنترلر طراحی شده به روش  اصلاحیهمخوانی دارد. حد مقاومت پایداری کنترلر طراحی شده به روش 

های ثانیه است و در نمونه 9/3ت سیستم در این قسمت حدود دار فراجهش در این حالت بیشتر باشد. زمان نشساست که احتمالا و مق

 مختلف عدم قطعیت تفاوت محسوسی نداشته است. 
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درصد در بررسی شده است. در این حالت فراجهش سیستم به طور  20های پارامتری بالاتر از پاسخ سیستم در حضور عدم قطعیت

تفاده از این کنترلر میزان عبور پاسخ سیستم از معیار حد پایین ردیابی به میانگین بالاتر و زمان نشست آن کمتر است. در صورت اس

صورت ملموسی کاش یافته است که این مساله با اختلاف حد مقاومت این معیار در دو سیستم همخوانی دارد. عملا تا زمانی که عدم 

معیار ردیابی عبور نماید. در مورد حد بالای معیار  شود که از حد پایینای مشاهده نمیباشد نمونه %60قطعیت پارامتری کمتر از 

ای دیگر است. از منظر میزان تعدی از بالای معیار ردیابی نتایج این قسمت مشابه حالتی است که از روش ردیابی شرایط به گونه

 وش تطابق دارد.برای طراحی کنترلر استفاده شده است. این مساله با نزدیکی مقادیر حد مقاومت سیستم در دو ر مرسوم

 
 درصد 20های بالاتر از قطعیتدر حضور عدم حدود مقاومتبر مبنای  یکمّ تئوری بازخوردبر اساس پاسخ سیستم طراحی شده  11 شکل 

Figure 11. RMQFT controller output for uncertainties more than 20% 

 مقایسه -3-4

این نتایج در  ها در برآورده سازی معیار ردیابی مقایسه شده است.آن 18مقایسه بهتر عملکرد دو سامانه، احتمال شکست به منظور

سیستم برای تمامی  هر دو رود احتمال شکستشود که همانطور که انتظار میبه نمایش درآمده است. مشاهده می 12 شکل قالب 

ها به ازای این مقادیر نامینی از حدود بالا و پایین درصد برابر صفر است و هیچ یک از آن 20ز های کمتر اقطعیتموارد به ازای عدم

از حد پایین  اصلاحیدرصد( سیستم  50شود به ازای مقادیر بالاتر عدم قطعیت ) تا کنند. همچنین مشاهده میمعیار ردیابی عبور نمی

توان دید که احتمال شکست سیستم ت. در مورد حد بالای ردیابی نیز میر ردیابی عبور نکرده و احتمال شکست آن صفر اسمعیا

بوده است. به صورت کلی از منظر حدود بالا و پایین معیار ردیابی  اولیهقطعیت کمتر از سیستم به ازای مقادیر مختلف عدم اصلاحی

 قاومت آن تطابق دارد.رفتار بهتری داشته که با مقادیر حدود مطراحی شده بر مبنای حدود مقاومتسیستم 

                                                           
18 Probability Of Failure (POF) 
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 ها در برآورده سازی معیار ردیابیکنندهاحتمال شکست کنترل 12 شکل 

Figure 12. POF of the controllers in tracking the setpoint 

حد  اریاست که درصد عبور پاسخ از معآن  شودیمشاهده م 10تا  7های در شکل ستمیدو س جینتا سهیکه در مقا یگرینکته د

 نیا یابی شهیر یاست. برا شتریب اولیهو  اصلاحیشده به روش  یدر کنترل طراح بیدر قسمت گذرا و مانگار به ترت یابیرد یبالا

ینشان م ستمیس را در دو یابیرد یحد بالا اریحد مقاومت مع زانیم 13 شکل شد.  ترقیدو کنترلر عم یبر رفتار فرکانس دیبا ئلمسا

نشان دارد که  یبه صفر حد مقاومت بالاتر کینزد یهادر فرکانس بر مبنای حدود مقاومتشده  یکه کنترلر طراح دید توانی. مدهد

حد مقاومت  5/7تا  1 یهادر فرکانس نی. همچندارد؛ که با نتایج نیز منطبق است یترپاسخ حالت ماندگار آن عملکرد مقاوم دهدمی

انتخاب  اریتوجه داشت که مع دیکننده در حالت گذرا ارتباط دارد. باکنترل نیتر ابالاتر است که با عملکرد مقاوم مرسومننده ککنترل

که  یها بوده است؛ در صورتفرکانس یتمام یمقدار حد مقاومت به ازا نهیکم بر مبنای حدود مقاومت یکننده در قسمت طراحکنترل

از حد مقاومت در کل بازه  یندیبه مساله داشت و به عنوان برآ یتراست که نگاه جامع ازین ید گاهدهیبخش نشان م نیا جینتا

اله مس . اینبازه استفاده کرد نیمقدار موثر  حد مقاومت در ا ایاز نرم دوم  توانیرا مورد استفاده قرار داد. به عنوان مثال م یفرکانس

  خواهد بود. یآت یهاموضوع پژوهش

 
 های طراحی شدهه حدود مقاومت معیار حد بالای ردیابی برای کنترلمقایس 13 شکل 

Figure 13. Comparison of robustness margin for the upper bound of tracking in the controllers 
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 نتایج تجربی -4-4

د.  به این منظور نتایج عملی کننده طراحی شده بر سیستم عملی پرداخته خواهد شحال به بررسی نتایج عملی اعمال دو کنترل

به نمایش درآمده  14 شکل گیری شده و در قالب کننده اندازهسیستم در حالت نامی و در حضور عدم قطعیت در حضور هر دو کنترل

های دوم و ایط نامی صورت پذیرفته است. در حالتدر سه حالت انجام گرفته است. حالت اول با شر است. آزمایش عملی هر قسمت

اضافه شده است تا به عنوان عدم قطعیت در قالب اغتشاش بازوی متصل به شفت موتور  گرمی به انتهای 220و  110 هاییسوم جرم

لت نامی به همدیگر سازی و تست عملی در حاکننده نتایج شبیهخارجی ظاهر شود. نتایج حاکی از آن است که در حضور هر دو کنترل

پاسخ اندکی بیشتر از  مرسومکننده سازی در حضور کنترلاست. مدل %10نزدیک است. بیشترین خطای مدل در این دو حالت حدود 

پاسخ مدل اندکی از  مبنای حدود مقاومتبر کننده دهد. این در حالی است که در حضور کنترلگیری شده را نشان میهای اندازهداده

در صورت اعمال اغتشاش خارجی بیشترین تغییرات مشاهده شده  اولیهکننده گیری شده کمتر است. در حضور کنترل ی اندازههاداده

درصد است. این مقادیر برای  5/2و  7( به ترتیب برابر 1سازی و آزمون عملی نامی )شماره نسبت به نتایج شبیه 2در آزمون شماره 

 7و  3به ترتیب  بر مبنای حدود مقاومتکننده درصد است. مقادیر ذکر شده در حضور کنترل 9و  17به ترتیب برابر  3آزمون شماره 

پاسخ سیستم غیرنامی در  در عمل دهد کههستند. این نتایج نشان می 3درصد برای آزمون شماره  8و  5و  2درصد برای آزمون شماره 

 تر است. صورت گرفته نزدیکسازی به شبیه بر مبنای حدود مقاومتکننده رلحضور کنت

 
 سازی در دو سیستم مقایسه نتایج عملی و شبیه 14 شکل 

Figure 14. Experimental results of the QFT and RMQFT controllers 

 بندیجمع -5

و  یداریمقاومت پا یهاهیبر اساس محاسبه حاش ،حلقه بسته یخط یکنترل یهاستمیمقاومت س یبررس یبرا یمقاله روش نیدر ا

 یهاهیدار از حاشوزن یقیتلف در آن از شد که معرفیبر مبنای حدود مقاومت  یکمّ تئوری بازخوردبا عنوان  ی،ملکرد در حوزه فرکانسع

طرح شده در روش کنترل م یارهایمع یبر رو وهیش نیاست. ابه منظور محاسبه و مقایسه مقاومت سیستم استفاده شده بهره و فاز 

 نیا ،سنجش عملکرد ییکارا یمحاسبه شد. به منظور بررس ارهایمع نیاز ا کیهر  یمقاومت برا یهاهیو حاش شدهاعمال  یکم بارخورد

استفاده شد.  جریان مستقیمموتور  کی تیحلقه بسته کنترل موقع یکنترل ستمیس یطراح یمطرح شده در آن برا یارهایروش و مع

به دست آمد و دو  ستمیس ییو با استفاده از شناسا یشگاهیآزما ستمیس کی یاز رو ستمیس یاضیمدل رمقادیر عددی پارامترهای 

 :شوندیم یبندجمع ریحاصله به صورت ز جیشد. نتا یآن طراح یبرا اصلاحیو  مرسوم یهاحلقه بسته بر اساس روش ستمینمونه س

 ینیتضم یول کندیکار م یوبخود به خ یطراح تیدر بازه عدم قطع یکمّ زخوردتئوری باشده به روش  یطراح کنندهکنترل 

 .شوندیبرآورده نمالزاما  یطراح یارهایوجود ندارد و مع تیعدم قطع شتریب ریمقاد یو عملکرد مقاوم آن به ازا یداریپا یبرا

 تری به نتایج بهتری دست یافته است و رفتار مقاومبرمبنای حدود مقاومت کننده در هر دو حالت نظری و تجربی کنترل

 است. نشان داده
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  تمامی جوانب ممکن است در مواردی برمبنای حدود مقاومت  یکمّ تئوری بازخورداستفاده از کمینه مقدار حد مقاومت در

د محاسبه نرم ها ماننتوان از سایر روشدهد و می، زیرا صرفا بدترین عملکرد سیستم را مد نظر قرار میمساله را پوشش ندهد

بررسی های جایگزین و روشنیاز است در تحقیقات آینده این مساله  فرکانسی استفاده نمود.دوم تابع حد مقاومت در کل بازه 

 .شود

 هستند: ریبه شرح ز زیروش ن نیا یهاقوت و چالش نقاط

 یارهایمع دیمختلف را، از د یهاستمیکه مقاومت س شودیشده امکان آن فراهم م یبه علت آن که با استفاده از روش معرف 

 مقاوم چند هدفه به حساب آورد. یروش طراح کیآن را به عنوان  توانینمود، م سهیمقا گریکدیبا  ،یمختلف طراح

 کرد تا بتوان مقاومت  بیترک یسازنهیبه یهاآن را با روش توانیروش به صورت خودکار قابل اجرا هستند و م نیمحاسبات ا

 .دیخود رسان زانیحداکثر م را به ستمیس

 قرار  یابیمورد ارز ها،، با محاسبه حدود مقاومت در آن فرکانسمختلف یهارا در فرکانس ستمیس یداریپاعملکرد و  توانیم

توان گفت که سیستم در فرکانس مد نظر از دید هر معیاری تا چه اندازه رفتار با محاسبه این حدود در هر فرکانس می داد.

 قطعیت نیازهای آن معیار را برآورده سازد.تحت اثر عدمتواند دهد و تا چه اندازه میمقاومی از خود نشان می

  به ردیگیدر حوزه فرکانس صورت م فازممینیم یخط یهاستمیس یبرا یطراح  زین نجایدر ا یکمّ تئوری بازخوردمانند .

 یابر هاهیحاش نیداشته باشد. محاسبه ا ستمیس یرکا یهابه فرکانس یمناسب دیاست تا طراح د ازین لیدل نیهم

 تواندیمناسب م یوزن بیانتخاب ضرا نیباشد.  همچن یآتموضوع مطالعات  تواندیم فازممینیم ریو غ یخط ریغ یهاستمیس

 باشد. یروش طراح نیا یهااز چالش یکی
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ABSTRACT  
Modeling uncertainty in the form of additional gain and phase and calculating robustness margins based on 

them is one of the standard methods in designing robust control systems and comparing their robustness. On the 

other hand, one of the prevalent methods of robust control in the frequency domain is Quantitative Feedback 

Theory (QFT), which, due to modeling uncertainty in the form of parametric uncertainty with a specified range, 

faces challenges such as the inability to compare controllers and non-automated design. Additionally, the 

system's conditions for parametric uncertainty values outside the design range are unknown. This research 

addresses these issues using uncertainty modeling in the form of gain and phase within the QFT method. To this 

end, a combined margin consisting of gain and phase is introduced and calculated using a modified Nichols chart 

and inequalities related to design criteria in the QFT method. The position control of a DC motor is selected as a 

case study, and an optimal and robust proportional-derivative (PD) controller is designed for it. The results are 

examined both numerically and experimentally which show that the proposed method effectively overcomes the 

shortcomings of the QFT method. The controller designed in this manner gains more favorable results than the 

controller designed using the conventional QFT method, and even maintains its performance better for 

parametric uncertainty values higher than the design range. 
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