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ABSTRACT  

The purpose of this study is to develop and apply the analytical method based on double power series solution for the 

analysis of shells. For the first time, composite multilayer doubly curved shells have been analyzed and investigated based on 

this method. In order to achieve more accurate results for analyses of multilayer structures, it is necessary to use specific 

theories of multilayer structures. In this study, the Layer-Wise theory has been used to extract the governing differential 

equations and by using this theory, it is possible to apply the properties of each layer independently. Based on the Layer-Wise 

theory and using the principle of minimum total potential energy, the governing differential equations of composite multilayer 

doubly curved shells were extracted as a set of 9 second-order differential equations, and then the double power series solution 

is used for the first time to solve these equations is developed. To demonstrate the efficiency and accuracy of the presented 

analysis process, the obtained results have been compared with the results of other studies. The comparison of the results reveal 

that the presented process for the analysis of composite multilayer doubly curved shells has a good agreement with obtained by 

other studies Since the studies carried out for the analytical solution of these structures are very limited, the presented method 

can be used for the analysis of them. 
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1. Introduction 

Composite structures are widely used in various 

industries with diverse geometries and dimensions. 

Consequently, extensive studies have been conducted 

by researchers to predict the behavior of these 

structures. In particular, many studies have focused on 

composite structures in the form of plates or cylindrical 

shells across various applications and using different 

methods. However, analyses of composite shells with 

two curvatures are more limited. Azarafza and 

colleagues [1] analyzed the free and forced vibrations of 

composite sandwich cylindrical shells with orthogonal 

reinforcements using higher-order shear theory. 

Liyavani and Malekzadeh [2] investigated the free 

vibrations of doubly-curved sandwich panels with 

variable thickness using a new higher-order theory. Liu 

et al. [3] analyzed the bending and free vibration of FG 

sandwich and laminated shells using a differential 

quadrature finite element method. The bending analysis 

of doubly curved laminated shells was performed by 

Monge et al. [4], based on a three-dimensional 

numerical solution. Alipour and Shariyat [5-8] 

developed this method for the analysis of multi-layered 

circular and annular plates. The bending and stress 

analyses of composite rectangular plates were 

investigated based on the double power series solution 

by Alipour [9]. In this study, using the principle of 

minimum total potential energy and based on the Layer-

Wise theory, the governing differential equations of 

composite multilayer doubly-curved shells were 

derived. These governing equations, represented as a set 

of nine second-order differential equations, were solved 

using the double power series solution. 

 

2. Methodology 

Consider a general laminated composite or sandwich 

doubly-curved shell, as illustrated in Fig. 1.  

 
Fig. 1. Three layer doubly-curved shell  

 

The Layer-Wise theory is employed to derive the 

governing differential equations. This is achieved based 

on the assumptions of the first-order shear deformation 

theory within each layer and the enforcement of 

continuity conditions at the interfaces between layers. 

The governing differential equations are derived using 

the principle of minimum total potential energy. A 

double power series solution is then developed to solve 

the resulting set of nine second-order coupled partial 

differential equations. To evaluate the efficiency and 

accuracy of the proposed analytical approach, the 

obtained results are compared with previously published 

results. The comparisons demonstrate that the proposed 

solution is suitable for analyzing laminated composite 

doubly-curved shells under various combinations of 

edge conditions and non-uniform transversely 

distributed loads. 

3. Discussion and Results 

In this section, the non-dimensional deflections of 

laminated doubly-curved shell are presented. The same 

thickness is taken for each layer and the mechanical 

properties for each layer are as follows: 
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Results are presented for the simply supported three-

layer cross-ply [0/90/0] laminated shell with the 
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In Table 1, the obtained results are compared with those 

obtained by Liu et al. [3] based on the layer-wise theory 

(LW) and using a differential quadrature finite element 

method (DQFEM). In Table 2, the results are compared 

with results based on the various theories presented by 

Monge et al. [4] for shells under uniform 
0q q  and bi-

sinusoidal 
0 ( / ) ( / )q q sin a sin b   distributed 

transverse loads. It can be seen that the obtained results 

in this study based on the proposed solution procedure 

have a good agreement with those obtained by other 

researchers based on the layerwise and higher order 

theories. 
 

Table 1. Non-dimensional central deflection for laminated 

shells with different R/a ratios. 

a/h  R/a 

   plate 

 

10 

LW Sanders’ 7.0716 7.3176 7.3806 7.4022 

Donnell’s 7.0198 7.3027 7.3771 7.4022 

pre

sent 

Sanders’ 7.0730 7.3050 7.3791 7.4045 

Donnell’s 7.0277 7.2851  7.4041 

 

100 

 

LW Sanders’ 1.0342 2.4136 3.6210 4.3456 

Donnell’s 1.0323 2.4111 3.6196 4.3456 

pre

sent 

Sanders’ 1.0343 2.4216 3.6262 4.3532 

Donnell’s 1.0350 2.4184  4.3532 
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Table 2. Non-dimensional deflection of three layer doubly 

curved shells under uniform and sinusoidal loading 

 bi-sinusoidal loading. uniform loading 

R/a R/a 
5 10 100 5 10 100 

LD4 7.3251 7.5116 7.5364 11.2067 11.5076 11.5507 

ED4 6.9738 7.1375 7.1563 10.6606 10.9248 10.9581 

HRM12 7.3183 7.5064 7.5318 11.2026 11.5062 11.5502 

HRM15 7.3210 7.5093 7.5348 11.2038 11.5078 11.5518 

HRM18 7.3220 7.5103 7.5358 11.2026 11.5068 11.5509 

HRM21 7.3238 7.5108 7.5358 11.2038 11.5076 11.551 

Present 7.0730 7.3050 7.4033 11.0851 11.3556 11.3983 

 

The non-dimensional deflections of the laminated shells 

for different R/a ratios are shown in Fjg. 2. 

 
Fig. 2. Non-dimensional deflection of doubly curved shells 

at a/h=5 and different R/a ratios. 
 

4. Conclusions 

In this study bending analysis of laminated doubly 

curved shells is performed. The governing equations are 

derived by using the principle of minimum total 

potential energy, based on the layer-wise theory. The 

coupled partial differential equations are analytically 

solved by using double power series method. Results of 

the laminated doubly curved shells are compared with 

those obtained by other researchers. The comparisons 

reveal that the proposed analytical solution can be 

applied for analysis of doubly curved shells. 
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بر اساس تئوری  های چندلایه کامپوزیتی دارای دو انحناپوستهخمشی  تحلیل  

 توانی دوگانه و با استفاده از روش تحلیلی سری ایلایه
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 چکیده

هاای برای اولین باار پوساتهباشد و می هاهدف از انجام این مطالعه، توسعه و بکارگیری روش تحلیلی مبتنی بر سری توانی دوگانه برای تحلیل پوسته

در تار یابی به نتاای  دقیا جهت دستبا توجه به اینکه  ه است.تروش مورد تحلیل و بررسی قرار گرفاین چندلایه کامپوزیتی دارای دو انحنا بر اساس 

ای بارای های چندلایه  مورد استفاده قارار گیاردد در ایان مطالعاه از تئاوری لایاهسازه مختص هایلازم است تئوریهای چندلایه، تحلیل رفتار سازه

. براسااس پاییر باشادهاا بواورت مساتال امکاانخواص هر یک از لایه عمالا با استفاده از این تئوری، استخراج معادلات حاکم استفاده شده است تا

معادلاه  9ای از مجموعاه های چندلایه کامپوزیتی دارای دو انحنا بوورتای و با استفاده از اصل کمینه سازی انرژی، معادلات حاکم پوستهتئوری لایه

جهات ابباات برای اولین بار جهت حل این معادلات توسعه داده شاد. دوگانه نی دیفرانسیل مرتبه دوم استخراج شدند و سپس روش تحلیلی سری توا

هاای نتای  مربوط به خیز پوساتهبدست آمده با نتای  حاصل از مطالعات دیگر محااان ماایسه شده است. کارآیی و دقت روند تحلیل ارائه شده، نتای  

دهد کاه روناد ارائاه شاده جهات تحلیال ماایسه نتای  نشان می وسی ارائه شده است.های بایت و نیم سیکل سینسه لایه کامپوزیتی تحت بارگیاری

هاا ههای دوانحنا در حالت چندلایه کامپوزیتی از دقت مناسبی برخوردار بوده و با توجه به اینکه مطالعات انجام شده برای حل تحلیلی این ساازپوسته

 وعی توسط محااین به کار گرفته شود.تواند جهت تحلیل حالات متنباشد میبسیار محدود می

 .دوگانه سری توانی ،روش تحلیلی ،ایتئوری لایه ،چند لایه یهای دو انحناپوسته: کلمات کلیدی

 

 مقدمه-1

گیرناد و بار هماین ای در صنایع مختلف مورد استفاده قرار میهای کامپوزیتی در هندسه و ابعاد مختلف بطور گستردهسازه

ها صورت گرفته است. بویژه مطالعاات زیاادی بینی رفتار این سازهن مختلف جهت پیشیدی توسط محاااساس مطالعات زیا

های مختلف به انجام ای، در کاربردهای مختلف و با استفاده از روشهای استوانهها در حالت ورق و یا پوستهبر روی این سازه

فازا و اباشاد. آررتار مایامپوزیتی دارای دوانحنای دلخواه محدودهای کهای انجام شده بر روی پوستهرسیده است اما تحلیل

ای ساندویچی مرکب باا ارتعاشات آزاد و اجباری پوسته استوانه به تحلیل مرتبه بالابرشی با استفاده از تئوری  [ 1همکاران ]

را یچی دوانحنایه با ضخامت متغیار های ساندوارتعاشات آزاد پنل[ 2لیوانی و ملک زاده ] .پرداختندهای متعامد کنندهتاویت

[ 4[ و فان و لزگای نظرگااه ]3یائو و لزگی نظرگاه ] .مورد تحلیل و بررسی قرار دادندبا استفاده از تئوری مرتبه بالای جدید 

 دهاد.مجهاول کااهش مای 7های چندلایه ارائه دادند که تعداد مجهاولات را باه تئوری برشی جدیدی جهت تحلیل پوسته
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هاای دوانحناا های عاددی و تحلیلای بارای تحلیال اساتاتیکی پوساته[ به ماایسه نتای  حاصل از روش5بریشتو ]ترنابن و 

های طبیعی پوسته[ بر اساس تئوری برشی مرتبه بالا و با استفاده از روش حل ناویر، خیز و فرکانس6پرداختند. ردی و لیو ]

های دوانحنا را با استفاده [ ارتعاش آزاد و خیز پوسته7فریرا و همکاران ]های چندلایه کامپوزیتی را مورد بررسی قرار دادند. 

ای بواورت خطای و صافحه از تئوری برشی سینوسی استخراج کردند. در پژوهش ارائه شده، تغییرات توابع جابجاایی درون

[ و کریارا 8یو و همکااران ]سینوسی در راستای ضخامت در نظر گرفته شده است. با استفاده از حل عددی معادلات حاکم، ل

[ رفتار ترموالاستیک گیرای 10حیدرپور و همکاران ] های دوانحنا پرداختند.ای ، به تحلیل پوسته[ و بر اساس تئوری لایه9]

[ به تحلیل رفتاار 11ستوده و همکاران ]  تحت بارگیاری ترمومکانیکی را مورد بررسی و تحلیل قرار دادند. های کرویپوسته

ای و [ با استفاده از تئاوری لایاه12های ساندویچی هوشمند دارای دو انحنا پرداختند. ملک زاده و همکاران ]ی پوستهارتعاش

[ باا اساتفاده از روش اجازای 13ای چندلایه را تحلیل کردند. بنوناس و همکااران ]ارتعاش آزاد پوسته استوانه روش عددی،

[ با استفاده 14انحنای ساخته شده از مواد هدفمند پرداختند. وانگ و همکاران ]های دومحدود توسعه یافته به تحلیل پوسته

فاارس و  های دوانحنای نانو کامپوزیت را مورد تحلیال و بررسای قارار  دادناد.از روش ناویر، رفتار ارتعاشی و خمشی پوسته

هاای دوانحناای چندلایاه و عاش آزاد پوساتهای توسعه یافته، به تحلیل خمش و ارت[، با استفاده از تئوری لایه15همکاران ]

ای، های مختلاف تاک لایاه معاادل و لایاه[ با استفاده از تئوری16ساخته شده از مواد هدفمند پرداختند. سینفرا و والوانو ]

 تند.های مختلف پرداخهای دو انحنای چندلایه کامپوزیتی را تحلیل کردند و به ماایسه نتای  حاصل از تئوریتنش پوسته

[ روناد تحلیال جدیادی بار 17های تحلیلی مختلفی نیز توسط پژوهشگران مورد استفاده قرار گرفت. دوبیدی و رای ]روش

مبنای روش اجزای محدود ترکیبی و با استفاده از تئوری برشی مرتبه بالا جهت تحلیل پوساته هاای دوانحناا ارائاه دادناد. 

ژای و با شرایط مرزی ساده را بررسی کردند.  های دو انحنالاستیک بر روی پوسته[ ابر بستر ا18جعفری و همکاران ]، اسدی

[ با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول و روش ناویر، ارتعااش آزاد پوساته دارای دو هساته ویسکوالاساتیک را 19همکاران ]

ریتز جهت تحلیال ارتعااش روش ژاکوبیتحلیلی جدیدی بر مبنای  نیمه  [ روش20لی و همکاران ]مورد بررسی قرار دادند. 

سری فوریه بارای ای ژاکوبی و چند جمله های کروی و بر اساس تئوری برشی مرتبه اول ارائه دادند. در این روشآزاد پوسته

[ باا اساتفاده از روش نااویر باه تحلیال 21ماناگ و همکااران ]  اناد.راستاهای محوری و محیطی مورد استفاده قرار گرفتاه

هاا باا روش سری توانی به عنوان یک روش تحلیلی مناسب که امکان تحلیال ساازه های دوانحنا پرداختند.کی پوستهاستاتی

و  پاوردهد در مطالعات مختلف مورد استفاده قرار گرفات و توساعه داده شاد. علایشرایط مرزی متنوع را در اختیار قرار می

هاای [، کماانش ورق22ای ضخامت متغیار ]یل ارتعاش آزاد ورق دایرهشرعیات با استفاده از توسعه روش سری توانی به تحل

[ و 24ای با تغییارات خاواص ورق در دو راساتای شاعاعی و عرضای ]های دایره[، کمانش ورق23]ای ویسکوالاستیک دایره

[، ایان 29] [ تاا26پاور و شارعیات ][ پرداختند. طی تحایاات صورت گرفته توسط علای25های حلاوی ]ارتعاش آزاد ورق

[ برای اولین بار با توساعه ایان روش و 30پور ]ای و حلاوی توسعه داده شد. علیهای چندلایه دایرهروش تحلیلی برای ورق

های مستطیلی کامپوزیتی پرداخت. در ایان مطالعاه نیاز ایان با استفاده از بسط توانی دوگانه، به مطالعه خمش و تنش ورق

هاا در حالات چناد لایاه های دارای دوانحناا توساعه داده شاد و ایان پوساتهرسی رفتار پوستهروش برای اولین بار برای بر

معادله دیفرانسیل حاکم که با استفاده از اصل کمیتاه ساازی  9کامپوزیتی مورد تحلیل و بررسی قرار گرفتند. بر این اساس، 

ع، حل گردید و نتای  آن با نتای  ارائاه شاده توساط استخراج شد با استفاده از بسط سری توانی دوگانه هر یک از توابانرژی 
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تواند بارای تحلیالباشد که میدهنده کارآیی و دقت روند تحلیل ارائه شده میسایر محااین ماایسه شد. نتای  حاصله نشان

 ها به کار گرفته شود.های مختلف این پوسته

 

 سه لایهدو انحنای معادلات حاکم بر پوسته  -2

ای مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. مطاب  شاکل سه لایه با استفاده از تئوری لایه انحنایی دو پوسته در این مطالعه

(، دستگاه مختوات برای هر لایه بوورت مستال لحاظ شده است که مبدا دستگاه مختوات در مرکز هر لایه قرار گرفتاه 1)

 مشخص شده است.ih ده و ضخامت هر لایه بادهنده طول و عرض پوسته بوبه ترتیب نشان bو  a است. 

 

 
 لایهپوسته دو انحنای سه –1شکل 

Fig. 1. Three layered doubly-curved shell 
 

R  وR ستای به ترتیب شعاع انحنا در را و  بوده و رابطه مربوطه در دستگاه مختوات مستطیلی بوورت

 .شدبازیر قابل بیان می
(1) sin sin (cos 1) (cos 1)x R y R z R R             

ه اول برای هر لایه ، تئوری برشی مرتباست. بر این اساس [ استخراج شده8ای ]معادلات حاکم با استفاده از تئوری لایه

        ها، شرایط پیوستگی اعمال گردیده است. و در محل اتوال بین لایهمورد استفاده قرار گرفته بوورت مستال 
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(2) 

) که در آن )iu و( )iv  لایههر یک از  های درون صفحه ایجاییجابه iام ،w و پوسته عرضیجاییجابه( )i

 و 
( )i

 

ای لایه میانی هر صفحهبا لحاظ کردن توابع جابجایی درون باشد.میام i در لایه و چرخش نسبت به محورهای 

 گردد.ها برقرار میها بوورت زیر، شرایط پیوستگی در محل اتوال لایهیک از لایه
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(3)  

ی انرژی، معادلات حاکم استخراج خواهد کرنش و همچنین اصل کمینه سازجایی، تنشجابهبا استفاده از روابط کرنش
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 گردد.های مختلف پوسته به صورت زیر لحاظ میبر اساس تئوری 1C و 0C ضرایب

 

0 20.5 ( )C C K K    

 Sanders theory: 1 2 1C C  ,  Love thory: 1 21, 0C C  ,   Donnell thory: 1 2 0C C     

1K R   1وK R  لتی که ها برای حاکرنش در هر یک از لایه-رابطه تنش باشند.انحنای پوسته می

 باشد.دارای خواص جهتی باشند توسط رابطه زیر قابل استخراج می
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 شوند.سازی انرژی استخراج میمعادلات حاکم بر اساس اصل کمینه
(6) U W     

 باشند. ه میار نیروی خارجی پوستک به ترتیب انرژی کرنشی و Wو  U که
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( و در نهایت اعمال 3و  2(، استفاده از معادلات جابجایی )روابط 5و  4با جایگیاری معادلات مربوط تنش و کرنش )روابط 

 . ها، معادلات استخراج خواهند شدسازیساده
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 شوند.بوابت و ضرایب معادلات حاکم بر اساس روابط زیر محاسبه می
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 شرایط مرزی پوسته دو انحنا -3 

باشند شرایط مرزی پوسته را های پوسته حاکم میر روی مرزها، روابطی که د( و اعمال ساده سازی7بر اساس رابطه )

 دهند.تشکیل می

2a در مرزهای    : 

u     الف-(10) 
0

0    یا                    1 2 3 1 2 3 1 2 3

0 0N N N N N N C M M M                  

 ب-(10) 1
0           یا                 1 1

0M M    

 ج-(10) 2
0        یا                 2 2

0M M    

 د-(10) 3
0        یا                 3 3

0M M    

0w ه-(10)        یا                   
     1 2 3

0Q Q Q      
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2bدر مرزهای    : 

 الف-(11)                  1 2 3 1 2 3 1 2 3
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 ( در معادلات مربوط به شرایط مرزی، این معادلات بر حسب توابع جابجایی بیان می گردند. 12با جایگیاری روابط )

 حل تحلیلی معادلات حاکم:-4

اند. جهت حل شدهدوگانه ا استفاده از روش سری توانی مطالعه، معادلات حاکم بر پوسته دو انحنای چند لایه بدر این 

تابع مجهول و همچنین نیروی خارجی اعمال  9باشد معادله دیفرانسیل می 9حل این مجموعه معادلات حاکم که شامل 

 شوند.شده بر روی لایه اول، بوورت سری توانی دوگانه به صورت رابطه زیر در نظر می
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) (،13در رابطه ) 1)i 1=باشد که در تابع دیراک میi  و برای سایر ماادیر  1برابر باi، حاصل این تابع صفر می

 باشد که نیروی خارجی تنها بر روی لایه اول اعمل شود. دهنده این نکته مین باشد. در واقع استفاده از این تابع به نشا

، معادلات حاکم بوورت ط( 8( الف تا )8( در مجموعه روابط )13با جایگیاری توابع مجهول بر اساس سری توانی رابطه )

 زیر بازنویسی خواهند شد.
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این معادلات نیز بر حسب سری ، در روابط مربوط به شرایط مرزیجایگیاری توابع مجهول بر اساس سری توانی با همچنین 

 بهمراه روابط مرباوط باه شارایط مارزی،( 14با حل مجموعه معادلات )توانی و ضرایب مربوطه، قابل بازنویسی خواهند بود. 

جهات برقاراری آنهاا بایاد در واقاع  ع جابجایی بدست خواهند آمد.تاب 9( محاسبه شده و 9های دوگانه رابطه )ضرایب سری

ای از معادلات جبری شده . بدین ترتیب معادلات دیفرانسیل تبدیل به مجموعهصفر گردد و های مختلف ضرایب توان

آید. در واقع با ، ضرایب مختلف سری بدست میبه انجام رسیده است میپلافزار توسط نرمکه این مجموعه معادلات  و با حل

 مشخص شدن ضرایب سری، توابع مختلف بدست خواهند آمد.
 نتایج و بحث-5

جهتی خواص [ مورد تحلیل قرار گرفته است. 0/90/0لایه کامپوزیتی دارای دو انحنا با چیدمان ]پوسته سهدر این مااله 

 [.8شده است ]اظ لحزیر  صورتپوسته به 
(15)  

12 13 2 23 121 2 20.5 0.2525 , , 0.2 ,E E EG G E G     

حالت بارگیاری یکنواخت و نیم  2بعد سازی شده و همچنین نتای  ارائه شده برای خیز  پوسته، براساس رابطه زیر بی

 اند.سیکل سینوسی در دوجهت مورد بررسی قرار گرفته
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ین تحای  بر اساس روند پیشنهادی با نتای  ارائه شده توسط دیگر محااین که با استفاده از نتای  بدست آمده در ا

های لایه دارای دو انحنا در شعاع، خیز پوسته سه1اند ماایسه گردیده است. در جدول های مختلفی بدست آمدهتئوری

ین جدول ماادیر خیز بدست آمده با نتای  ارائه شده است. در ا 100و  10های طول به ضخامت انحنای مختلف و نسبت

[ و تئوری 8ای ][، تئوری لایه7[، تئوری برشی سینوسی ]6حاصل از تئوری برشی مرتبه اول و تئوری برشی مرتبه بالا ]

شود که نتای  بدست آمده در این تحای  با نتای  ارائه شده توسط سایر [ ماایسه شده است. مشاهده می9]ترکیبی ای لایه

اند و خواص هر لایه را بوورت مستال در مدلسازی تئوری در نظر میای بدست آمدههای لایهحااین که براساس تئوریم

دارای ماداری [، 7[ و ]6های تک لایه معادل ]نتای  ارائه شده بر اساس تئوری باشد و همچنینگیرند بسیار نزدیک می

. بر اساس نتای  شودپوسته بیشتر می این اختلاف با افزایش ضخامت .باشندمیای های لایهبا نتای  حاصل از تئوری اختلاف

( نشان 2ای در جدول )های لایهلایه معادل با تئوریهای تک(، درصد اختلاف نسبی هر یک از تئوری1ارائه شده در جدول )

ای استفاده شده است. در این جدول ههای لایداده شده است. جهت محاسبه درصد اختلاف، از مادار میانگین نتای  تئوری

یابد. اما تغییرات های تک لایه به شدت کاهش میمشخص است که با کاهش ضخامت پوسته، خطای نتای  حاصل از تئوری

بینی یکسان و قابل پیش ای داشته که مادار و روند آنلایه و لایههای تکاندکی بر اختلاف میان تئوری شعاع انحنا تابیر

 شد.بانمی

و  L1ای )های مختلف لایه، خیز بیشینه پوسته بر اساس حل تحلیلی بدست آمده با نتای  حاصل از تئوری3در جدول 

L4 ( تک لایه معادل ،)EZ3 ،E4  وE2( تئوری برشی مرتبه اول ،)FSDT( و تئوری کلاسیک )CLT.ماایسه شده است ) 

( ارائه 3ای )بر اساس نتای  جدول های لایهلایه معادل با تئوریهای تکدرصد اختلاف نسبی هر یک از تئوری 4در جدول 

لایه بطور قابل های تکهای حاصل از تئوریرود با کاهش ضخامت پوسته، دقت پاسخشده است. همانگونه که انتظار می

باشد که با افزایش ل میهای کلاسیک و برشی مرتبه اوهای حاصل از تئوریپاسخ یابد. نکته قابل توجه، دقتتوجه بهبود می

های این دو تئوری بطور مشخص کاهش میشعاع انحنا یعنی با کاهش انحنای پوسته و نزدیک شدن به ورق، دقت پاسخ

  ها ندارد.بر دقت پاسخ مشخویلایه معادل، تغییرات شعاع انحنا تابیر قابل توجه با روند های تکدر سایر تئوری یابد.

/با  پوسته عدب، خیز بی5در جدول  =10a h، های بابت و نیم سیکل سینوسی در دوجهت با نتای  تحت باگیاری

دهد نتای  حاصل از بطور کلی، ماایسه نتای  نشان می شده است. ماایسه ای و مراتب بالالایه های مختلفحاصل از تئوری

، 5های طول به ضخامت پوسته ها در نسبتنمودار خیز پوسته باشد.حل تحلیلی ارائه شده دارای دقت بسیار مناسبی می

 ارائه شده است. 4تا  2های های انحنای محتلف به ترتیب در شکلو شعاع 100و  10
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 های انحنای مختلفلایه در نسبت شعاعدو انحنای سه  هایبعد پوستهخیز بی– 1جدول 

Table 1. Non-dimensional deflection of three layer doubly curved shells at different R/a ratios. 

 نسبت طول (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول   

به ضخامت 

(a/h) 

 تئوری مورد استفاده 5 10 20 50 100 ورق

6939/6  6923/6  6902/6  6756/6  6247/6  4253/6   (FSDT) [6] مرجع 

 

 

 

10 

125/7  1240/7  1212/7  1016/7  0325/7  8768/6  (HSDT) [6] مرجع 

9820/6  9809/6  9784/6  9618/6  9048/6  6880/6  (SSDT) [7] مرجع 

4095/7  4087/7  406/7  3883/7  3252/7  0834/7  (Mixed LW)  [9] مرجع 

4022/7  4013/7  3987/7  3806/6  3176/7  0716/7  [8] مرجع ساندرز 

(LW) 4022/7  4012/7  3982/7  3771/7  3027/7  0198/7  لزدان 

4045/7  4033/7  4002/7  3791/7  3050/7  0730/7 رنتای  حاض ساندرز   

4041/7  4027/7  3893/7  3645/7  2851/7  0277/7  دانلز 

3370/4  3026/4  2027/4  6150/3  4109/2  0337/1   (FSDT) [6] مرجع 

 

 

 

100 

3420/4  3074/4  2071/4  6170/3  4099/2  0321/1  (HSDT) [6] مرجع 

1966/4  6164/4  0709/4  5167/3  3662/2  0250/1  (SSDT) [7] مرجع 

3400/4  3055/4  2055/4  6172/3  4120/2  0340/1  (Mixed LW)  [9] مرجع 

3456/4  3111/4  2108/4  6210/3  4136/2  0342/1  [8] مرجع ساندرز 

(LW) 3456/4  3110/4  2105/4  6197/3  4111/2  0323/1  دانلز 

3532/4  3182/4  2182/4  6262/3  4216/2  0343/1 رنتای  حاض ساندرز   

3532/4  3165/4  2159/4  6177/3  4184/2  0350/1  دانلز 

 

 /اختلاف(ایلایه تئوری*)100 ،های انحنای مختلفای در نسبت شعاعلایه لایه با تئوریهای تکنتایج تئوری نسبی اختلافدرصد  – 2جدول 
Table 2. Percentage of relative difference between the results of single-layer theories and layer-wise theory at different 

R/a ratios, (difference/ layer-wise) *100

نسبت طول به  (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول   

 تئوری مورد استفاده 5 10 20 50 100 ورق (a/h)ضخامت 
61/9  62/9  61/9  58/9  45/9  2/9   (FSDT) [6] مرجع 

10 79/3  79/3  79/3  81/3  87/3  34/4  (HSDT) [6] مرجع 

72/5  72/5  72/5  7/5  62/5  48/5  (SSDT) [7] مرجع 

21/0  21/0  21/0  18/0  2/0  05/0   (FSDT) [6] مرجع 

100 1/0  1/0  1/0  12/0  24/0  2/0  (HSDT) [6] مرجع 

44/3  41/3  34/3  89/2  05/2  89/0  (SSDT) [7] مرجع 
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 های مختلف تئوری بر اساسلایه دو انحنای سه  هایبعد پوستهمقایسه خیز بی -3جدول 

Table 3. Comparison of dimensionless deflection of three layer doubly curved shells based on different theories

  (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول   

 1 2 5 تئوری مورد استفاده

 (a/h)نسبت طول به ضخامت  (a/h)نسبت طول به ضخامت  (a/h)نسبت طول به ضخامت 

100 10 5 100 10 5 100 10 5  

034/1  295/4  487/4  208/0  934/3  748/4  054/0  947/2  148/5  (CLT) [16] مرجع 

036/1  191/6  129/12  208/0  326/5  968/11  054/0  507/3  491/10  (FSDT) [16] مرجع 

036/1  322/7  452/15  208/0  081/6  772/14  054/0  760/3  015/12  (EZ3) [16] مرجع 

036/1  974/6  564/14  208/0  858/5  038/14  054/0  693/3  656/11  (E4[ )16مرجع ] 

036/1  174/6  961/11  208/0  315/5  776/11  054/0  504/3  342/10  (E2[ )16مرجع ] 

036/1  179/7  019/15  208/0  990/5  413/14  054/0  732/3  839/11  (L1[ )16مرجع ] 

036/1  325/7  494/15  208/0  087/6  824/14  054/0  767/3  081/12  (L4[ )16مرجع ] 

035/1  073/7  002/15  208/0  962/5  243/14  054/0  715/3  676/11  نتای  حاضر 

 

   /اختلاف(ایلایه *)تئوری100 ،ایهای لایههای تک لایه با تئورینتایج حاصل از تئوری نسبی درصد اختلاف -4جدول 
Table 2. Percentage of relative difference between the results of single-layer theories and layer-wise theory, 

(difference/ layer-wise) *100

  (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول   

 1 2 5 تئوری مورد استفاده

 (a/h)نسبت طول به ضخامت  (a/h)نسبت طول به ضخامت  (a/h)ت نسبت طول به ضخام

100 10 5 100 10 5 100 10 5  

16/0  3/40  4/70  0 6/34  2/67  0 2/21  6/56  (CLT) [16] مرجع 

03/0  9/13  1/20  0 4/11  4/17  0 18/6  6/11  (FSDT) [16] مرجع 

03/0  8/1  85/1  0 13/1  92/1  0 59/0  26/1  (EZ3) [16] مرجع 

30/0  04/3  01/4  0 58/2  14/3  0 2/1  76/1  (E4[ )16مرجع ] 

03/0  2/14  2/21  0 6/11  7/18  0 26/6  8/12  (E2[ )16مرجع ] 
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 و سینوسی یکنواختتحت بارگذاری های لایه بعد پوسته دو انحنای سه خیز بی -5جدول 
Table 5. Non-dimensional deflection of three layer doubly curved shells under uniform and sinusoidal loading. 

 تئوری مورد استفاده بارگذاری یکنواخت بارگذاری  سینوسی در دو جهت

  (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول    (R/a)نسبت شعاع انحنا به طول   

100 50 20 10 5 100 50 20 10 5  

5364/7  5407/7  5429/7  5116/7  3251/7  5507/11  1557/11  5595/11  5076/11  2067/11  (LD4) [21مرجع ] 

1563/7  1605/7  1636/7  1375/7  9738/6  9581/10  9645/10  9683/10  9248/10  6606/10  (ED4) [21مرجع ] 

5318/7  536/7  5382/7  5064/7  3183/7  5502/11  5567/11  5589/11  5062/11  2026/11  (HRM12) [21مرجع ] 

5348/7  539/7  5412/7  5093/7  3210/7  5518/11  5583/11  5604/11  5078/11  2038/11  (HRM15) [21مرجع ] 

5358/7  5400/7  5422/7  5103/7  3220/7  5509/11  5574/11  5595/11  5068/11  2026/11  (HRM18) [21مرجع ] 

5358/7  5401/7  5423/7  5108/7  3238/7  551/11  5574/11  5598/11  5076/11  2038/11  (RM21) [21مرجع ] 

3340/7  4002/7  3791/7  3050/7  0730/7  3983/11  4000/11  4011/11  3556/11  0851/11  نتای  حاضر 
 

 
 انحناهای مختلف و شعاع a/h=5با لایه دو انحنای سه هایپوسته بعدبی خیز -2شکل 

Fig. 2. Non-dimensional deflection of doubly curved shells at a/h=5 and different R/a ratios 
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 و شعاع انحناهای مختلف a/h=10لایه با شرایط بعد پوسته دو انحنای سهخیز بی  -3شکل 

Fig. 3. Non-dimensional deflection of doubly curved shells at a/h=10 and different R/a ratios 
 

 مختلف و شعاع انحناهای a/h=100لایه با شرایط بعد پوسته دو انحنای سهخیز بی -4شکل 

Fig. 4. Non-dimensional deflection of doubly curved shells at a/h=100 and different R/a ratios 

 
 نتیجه گیری -6

های استوانهتوسعه و بکارگیری روش تحلیلی مبتنی بر سری توانی دوگانه برای تحلیل پوسته ،هدف از انجام این تحای 

ای چندلایه دارای دو انحنا با استفاده از این های استوانهن اساس، برای اولین بار پوستهباشد. بر ایای دارای دو انحنا می

ای که قابلیت اعمال خواص های مناسب، روش تئوری لایهیابی به پاسخروش تحلیلی مورد بررسی قرار گرفتند. جهت دست

سازی انرژی، معادلات فت. با استفاده از اصل کمینهها بوورت مستال وجود داشته باشد مورد استفاده قرار گرهر یک از لایه

معادله دیفرانسیل مرتبه دو استخراج و با استفاده از روش تحلیلی مورد اشاره تحلیل شد.  9 ای ازحاکم بوورت مجموعه
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از تئوری دارد و همچنین ماایسه نتای  مختلف نشان داد استفادهنتای  حاصله نشان از دقت مناسب روش تحلیلی ارائه شده 

 هایی با اختلاف زیاد گردد.تواند منجر به پاسخهای تک لایه می

 فهرست علائم

a طول پوسته 
b عرض پوسته 
h ضخامت پوسته 
( )iE

 امi در لایه αمدول الاستیسیته در راستای  
( )iE   ماi در لایه βمدول الاستیسیته در راستای  

( )iG  امi در لایه βو  αمدول برشی در صفحه  

( )i

zG
 امi در لایه zو  αمدول برشی در صفحه  

( )i

zG  امi در لایه βو  zمدول برشی در صفحه  

P نیروی خارجی 
U انرژی کرنشی 
( )iu  امi لایهدر  αجایی در راستای جابه 
( )iv  امi لایهدر  βجایی در راستای جابه 

W کار نیروهای خارجی 
w جایی در راستای جابهz 
( )i

  امi لایهدر  αچرخش صفحه پوسته نسبت به محورهای  
( )i

  امi در لایه βنسبت به محورهای چرخش صفحه پوسته  
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Abstract 

The purpose of this study is to develop and apply the analytical method based on double 

power series solution for the analysis of shells. For the first time, composite multilayer 

doubly curved shells have been analyzed and investigated based on this method. In order to 

achieve more accurate results for analyses of multilayer structures, it is necessary to use 

specific theories of multilayer structures. In this study, the Layer-Wise theory has been 

used to extract the governing differential equations and by using this theory, it is possible to 

apply the properties of each layer independently. Based on the Layer-Wise theory and using 

the principle of minimum total potential energy, the governing differential equations of 

composite multilayer doubly curved shells were extracted as a set of 9 second-order 

differential equations, and then the double power series solution is used for the first time to 

solve these equations is developed. To demonstrate the efficiency and accuracy of the 

presented analysis process, the obtained results have been compared with the results of 

other studies. The comparison of the results reveal that the presented process for the 

analysis of composite multilayer doubly curved shells has a good agreement with obtained 

by other studies Since the studies carried out for the analytical solution of these structures 

are very limited, the presented method can be used for the analysis of them. 
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