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در این مقاله خیز استاتیکی تیر چندلایه کامپوزیتی مجهز به وصله پیزوالکتریک در دو حالت عملگر خمشی و برشی بررسی 
شده است. برای مدلسازی تیر از تئوری‌های مرتبه اول و مرتبه بالای برشی استفاده شده است. منتجه‌های تنش وصله‌پیزوالکتریک 
توسط تابع هوی‌ساید مدل شده‌اند. برای به دست آوردن پاسخ تحلیلی استاتیکی تیر با شرایط مرزی متفاوت، از روش فضای حالت 
استفاده شده است. تاثیر اثرات پوآسون مکانیکی و الکتریکی، تئوری تیر مورد‌استفاده، طول عملگر، محل وصله پیزوالکتریک، 
لایه‌چینی تیر و شرایط مرزی آن روی خیز استاتیکی مورد مطالعه قرار گرفته است. همچنین، پاسخ استاتیکی تیر مجهز به لایه 
کامل پیزوالکتریک استخراج و با پاسخ تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک که طول آن به سمت طول تیر میل داده شده است، 
مقایسه شده است. نتایج نشان می‌دهند که نادیده گرفتن اثر پوآسون در حالت عملگر خمشی برای تیر چندلایه زاویه‌دار باعث 
خطای قابل‌توجهی می‌شود. نتیجه مهم دیگر آنکه، چنانچه طول وصله پیزوالکتریک در تیر هوشمند به سمت طول تیر میل داده 
شود، نتایج با رفتار تیر مجهز به لایه کامل پیزوالکتریک در حالت عملگر برشی یکسان نخواهد بود. علت این امر، مشارکت نداشتن 

وصله پیزوالکتریک در شرایط مرزی برشی تیر است.
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مقدمه-11
استفاده از مواد پیزوالکتریک به عنوان حسگر و عملگر در سال‌های 
اخیر گسترش فراوان یافته است. ویژگی‌های خاص این مواد، آنها را تبدیل 
به یکی از پرکاربردترین مواد در زمینه حسگرها و عملگرها کرده است. 
وصله‌های پیزوالکتریک به صورت گسترده‌ای در بسیاری از سازه‌ها مانند 
سازه‌های هوافضایی و ورزشی به کار گرفته می‌شوند ]1[. به علت گستره 
یک  هوشمند،  تیرهای  کنترل  برای  پیزوالکتریک  وصله‌های  از  استفاده 
این مدل  نیاز است.  اینگونه تیرها مورد  مدل دقیق برای مدلسازی خیز 
باید قابلیت بررسی شیب، انحناء و خیز تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک 

را داشته باشد ]4-2[.
بررسی  برای  دقیقی  مدل   ،2003 سال  در   ]5[ خدیر  و  آلدرایهم 
ارائه  برشی  حالت  در  پیزوالکتریک  عملگر  به  مجهز  تیر  استاتیکی  خیز 
کردند. همچنین، آنان ]6[ حل تحلیلی صفحه کامپوزیتی مجهز به عملگر 
پیزوالکتریک در حالت خمشی را در سال 2006 به دست آوردند. تین و 
نگاک ]7[ در سال 2010 با استفاده از روش المان محدود و توسط تئوری 
ارتعاشی صفحه  و  استاتیکی  رفتار  بررسی  برای  مدلی  برشی  اول  مرتبه 
در   ]8[ و همکارانش  لی  ارائه کردند.  پیزوالکتریک  به  کامپوزیتی مجهز 
سال 2011، حل دقیق صفحه دایروی هدفمند مجهز به پیزوالکتریک را 
به صورت سه‌بعدی تحت بارگذاری برشی و خمشی بررسی کردند. در سال 
2011، خدیر و آلدرایهم ]9[ پاسخ تحلیلی دقیقی را برای رفتار استاتیکی 
پوسته‌های چند لایه کامپوزیتی ارائه کردند. پاسخ استاتیکی و ارتعاشات 
طبیعی پوسته‌های هدفمند مجهز به پیزوالکتریک و دارای غیرخطینگی 
بهجت  توسط  المان محدود  از روش  استفاده  با  در سال 2012  هندسی 
 ]11[ آلدرایهم  و  خدیر   ،2013 سال  در  شد.  مطالعه   ]10[ خوشروان  و 
تغییر شکل‌های استاتیکی کمان چند‌لایه‌ کامپوزیتی با لایه‌چینی متقارن 

و نامتقارن مجهز به پیزوالکتریک را به صورت تحلیلی مطالعه کردند.
در این مقاله تاثیر نسبت پوآسون روی رفتار استاتیکی تیر چند‌لایه 
بررسی  پیزوالکتریک  وصله  به  مجهز  متقارن  لایه‌چینی  با  کامپوزیتی 
می‌شود. این بررسی در دو حالت عملگری خمشی و برشی پیزوالکتریک 
صورت می‌پذیرد. ابتدا، معادلات حاکم بر رفتار استاتیکی مبتنی بر تئوری 
مرتبه اول و مرتبه بالای برشی ارائه می‌شود. سپس این معادلات توسط 
از  تیر حل می‌شود. هدف  مرزی  انواع شرایط  برای  حالت  روش فضای 
وصله  قرارگیری  محل  و  طول  مرزی،  شرایط  اثرات  بررسی  مقاله،  این 
پیزوالکتریک، لایه‌چینی تیر و اثر پوآسون روی خیز استاتیکی تیر است. 
علاوه بر آن، نتایج برای تیر مجهز به لایه کامل پیزوالکتریک نیز استخراج 
شده و با تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک که طول آن به سمت طول تیر 
میل داده شده است، مقایسه می‌شود. نتایج بیانگر آن است که در حالت 
عملگر برشی، با میل دادن طول وصله پیزوالکتریک به سمت طول تیر، 
نتایج مشابه تیر هوشمند مجهز به لایه کامل پیزوالکتریک نخواهد شد. 
علت این امر، مشارکت نداشتن نیروهای ناشی از وصله پیزو در شرایط 

مرزی تیر می‌باشد.

فرمول‌بندی-22
در این بخش فرمول‌نویسی ریاضی تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک 
می‌شود.  بیان  اختصار  به  برشی  بالای  مرتبه  و  اول  مرتبه  تئوری  طبق 

میدان جابجایی عبارت است از ]12,13[:

 φ پارامتر ،x , z میدان جابجایی تیر در جهت محورهای u, w که
میزان چرخش عمود بر صفحه میانی حول محور y و u0 , w0 جابجایی 

محوری و جانبی صفحه میانی تیر می‌باشد.
در رابطه بالا، ضریب a2 برای تئوری مرتبه اول و مرتبه بالای برشی 

به صورت زیر می‌باشند:

معادلات حاکم بر خمش خالص تیر با استفاده از اصل انرژی پتانسیل 
به دست می‌آید. معادلات حاکم طبق تئوری مرتبه اول و بالای برشی به 

صورت زیر است ]1[:

که در آن، ضرایب ci و fi و ei در پیوست معرفی شده‌اند. توجه شود 
که با قرار دادن a2=0، ثوابت f6 ، f4 ، f3 ، f2 ، c4 ، c2 و e4 برابر صفر شده و 

معادلات حاکم مطابق تئوری مرتبه اول برشی حاصل خواهد شد. 
همچنین، شرایط مرزی به قرار زیر می‌باشند ]16[:

منتجه‌های تنش پیزوالکتریک به صورت زیر بیان می‌شوند:

تابع هوی‌ساید   H یافته است و  Qij اجزای ماتریس سفتی کاهش 

محوری  مختصات   L2 و  وصله  ابتدای  محوری  مختصات   L1 می‌باشد. 

(()

(()

(()

(()

(()
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انتهای وصله پیزوالکتریک است )شکل 1(.
فضای  روش  از  مساله  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادلات  حل  برای 
حالت به همراه فرم کانونی جوردن استفاده شده است. دستگاه معادلات 
دیفرانسیل رابطه 3، با کاهش مرتبه به دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه 

اول به فرم ماتریسی زیر تبدیل می‌شود ]7[:

که ]z[ بردار حالت و ]F[ بردار بار پیزوالکتریک می‌باشد که مولفه‌های 
آنها به صورت زیر می‌باشند:

به  پیزوالکتریک،  بارگذاری  به  پارمترهای مربوط   k و   q آن  در  که 
صورت زیر در نظر گرفته شده‌اند:

دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه اول رابطه 6 می‌تواند به صورت 
تحلیلی به کمک فرم کانونی جوردن به ازای هر شرایط مرزی دلخواه حل 

شود. جواب دستگاه معادلات دیفرانسیل 6 به صورت زیر می‌باشد:

به  توجه  با  که  است  همگن  ثوابت حل  شامل   K بردار  آن  در  که 
شرایط تکیه‌گاهی تیر به دست می‌آیند. ماتریس M شامل بردارهای ویژه 

ماتریس A است.  ماتریس )e([J]x به شکل زیر تعریف می‌شود:

عملگر پیزوالکتریک به دو صورت داخل تیر جایگذاری می‌شود: تیر 
دو  این  تفاوت  پیزوالکتریک.  کامل  لایه  با  تیر  و  پیزوالکتریک  وصله  با 
آن ظاهر می‌شود.  تیر حاکم و شرایط مرزی  بر  معادله حاکم  در  حالت، 
چنانچه لایه پیزو کامل باشد، مشتق منتجه‌های تنش پیزوالکتریک صفر 
و از معادلات حاکم بر تیر حذف می‌شود )رابطه )3((. شرایط مرزی برای 

وصله و لایه کامل عملگر پیزوالکتریک در جدول 1 ارائه شده است.
برشیِ  حالت  در  که  است  ضروری  نکته  این  ذکر 
فوم                                                                    لایه  سفتی  بودن  کوچک  دلیل  به  پیزوالکتریک،  عملگر 
آن     کم  ضخامت  همچنین  و   )G=12.76 MPa و   E=35.3 MPa(
)mm 2(، تاثیر آن در سفتی خمشی و برشی تیر ناچیز بوده و لذا از اثر 

سفتی لایه فوم )نه هندسه آن( در محاسبات صرف‌نظر شده است.
برای در نظرگیری اثر پوآسون، تنش‌های برشی و نرمال عرضی در 

جهت y در هر لایه باید صفر باشد ]14[:

لذا کرنش‌های در جهت y به صورت زیر بدست می‌آیند:

(()

(()

(()

هندسه تیر با وصله‌های پیزوالکتریک  الف( عملگر خمشی  شکشل کش
ب( عملگر برشی

(()

((1)

((1)

شرایط مرزی تیر هوشمند در ابتدا و انتهای تیرجدج لودج

((1)

لایه عملگر پیزوالکتریک
 وصله عملگر
پیزوالکتریک

φʹ=(Mx
p/D11), w=0 φʹ=w=0 مفصل

φ=w=0 φ=w=0 گیردار

φ + wʹ= (Qx
p/A11)

φʹ=(Mx
p/D11)

φʹ= φ + wʹ=0 آزاد
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روابط  سه‌بعدی،  تنش-کرنش  روابط  در   γyz و   εy , γxy حذف  با 
صورت  به  پواسون  اثر  نظرگیری  در  برای  کرنش  تنش-  شده  تصحیح 

زیر خواهد شد:

در نتیجه در روابط ساختاری تیر، با در نظر گرفتن اثر پوآسون، ثوابت 
سفتی کاهش یافته باید با عبارات زیر جایگزین شوند:

اگر اثر پوآسون در لایه پیزوالکتریک نیز در نظر گرفته شود، ضریب 
بهبود یافته پیزوالکتریک به صورت زیر محاسبه می‌شود:

بررسی نتایج-33
تحت  کامپوزیتی  چند‌لایه  تیر  پاسخ  عددی  نتایج  بخش  این  در 
تیر هوشمند  ابتدا، خیز جانبی  بررسی می‌شود.  پارامترهای مختلف  تاثیر 
تحت  و  برشی  و  خمشی  عملگری  حالت  دو  در  پیزوالکتریک  وصله  با 
دو‌سر‌مفصل  و  یکسر‌مفصل  یکسرگیردار-  گیردار،  سر  دو  مرزی  شرایط 
محاسبه و با یکدیگر مقایسه می‌شود.  سپس، تاثیر موقعیت عملگر پیزو 
با طول ثابت، در تیر با لایه‌چینی s]45-/45[ در دو حالت خمشی و برشی 
در  عملگر  وصله  موقعیت  دادن  قرار  ثابت  با  همچنین  می‌شود.  بررسی 
میانه تیر، تاثیر طول عملگر بر پاسخ تیر بررسی می‌شود. به منظور نشان 
دادن تاثیر اثر پوآسون، تغییر شکل تیری با وصله‌های برشی و خمشی با 
شرایط تکیه‌گاهی دو‌سرگیردار و یکسر‌گیردار-یکسر‌آزاد بررسی می‌شود. 
در نهایت، تغییر شکل تیر مجهز به لایه کامل پیزوالکتریک با حالتی که 
طول وصله پیزوالکتریک در تیر هوشمند به سمت طول تیر میل داده شود 

مورد مقایسه قرار می‌گیرد.
مشخصات هندسی تیر مورد بررسی در جدول 2 و مشخصات مادی 
تیر در جدول 3 ارائه شده است. ولتاژ اعمال شده روی عملگر حالت برشی 
20 ولت و ولتاژ اعمال شده روی عملگر حالت خمشی 10 ولت می‌باشد. 
دو  برای هر  به عملگرها  اعمال شده  الکتریکی  میدان  نتیجه، شدت  در 

حالت برابر می‌باشد ]1[.
در شکل 2 نتایج به‌دست‌آمده از کار حاضر با نتایج ارائه‌شده توسط 

شود.  بررسی  به‌دست‌آمده  نتایج  صحت  تا  می‌شود  مقایسه   ]16[ خدیر 
ملاحظه می‌شود تطابق نتایج حاصله با مرجع ]16[ بسیار مناسب است.

حالت  در  یک‌سر‌گیردار  هوشمند  تیر  استاتیکی  خیز   3 شکل  در 
عملگری برشی و خمشی مطابق تئوری مرتبه اول و مرتبه بالای برشی 

نشان داده شده است.

((1)

((1)

((1)

مشخصات هندسی تیر هوشمند چند لایه کامپوزیتیجدج لودج

مشخصات مادی تیر هوشمند چند لایه کامپوزیتیجدج لودج

مقایسه تفاوت نتایج کار حاضر با نتایج خدیر ]16[شکشل کش

مقدار متغیر

100 mm L

2 mm tpiezo

2 mm tlayer

E1=200 GPa, E2=20 GPa
G12=6 GPa, G13=6 GPa

G23=5 GPa, v12=0.25

گرافیت/ 
اپوکسی ]13[

E=70.3 GPa, v=0.345 آلومینیوم ]13[

c11=126 GPa, c12=79.5 GPa
c13=84.1 GPa, c33=117 GPa, c44=23 GPa

d31= -274×10-10 mV-1

d15= 7.391×10-10 mV-1

PZT5H 
[15]

E=35.3 MPa, G=12.76 MPa فوم ]13[
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مطابق شکل 3 حداکثر اختلاف خیز حاصل از دو تئوری در انتهای 
آزاد تیر بوده و برابر 17 درصد می‌باشد. سفتی خمشی تیر طبق تئوری 
مرتبه اول بزرگتر از سفتی خمشی تیر حاصل از تئوری مرتبه بالا است. 
حالت  در  می‌باشد.  عکس  بر  تیر  برشی  سفتی  پیش‌بینی  در  قضیه  این 
بالا  مرتبه  تئوری  از  به‌دست‌آمده  خیز  بودن  بزرگتر  علت  برشی،  عملگر 
نسبت به تئوری مرتبه اول، انعطاف‌پذیری برشی بیشتر این تئوری به دلیل 
در نظر گرفتن درجات آزادی بیشتر برای برش می‌باشد. در تئوری مرتبه 
اول، توزیع کرنش و تنش برشی ثابت است. در حالیکه در تئوری مرتبه 

بالا این توزیع سهموی است.
تیر در دو  را روی خیز جانبی  تاثیر شرایط مرزی مختلف  شکل 4 
که  4-الف  شکل  در  می‌دهد.  نشان  برشی  و  خمشی  عملگری  حالت 
شکل  تغییر  شده،  گرفته  کار  به  خمشی  صورت  به  پیزوالکتریک  وصله 
به‌دست‌آمده مانند تغییر شکل تیر تحت بارگذاری گشتاور خمشی نقطه‌ای 
در ابتدا و انتهای وصله پیزوالکتریک می‌باشد.  در شکل 4-ب که وصله 
به شکل برشی به کار گرفته شده، تغییر شکل تیر همانند تغییر شکل تیر 
تحت بارگذاری برشی نقطه‌ای در ابتدا و انتهای وصله می‌باشد که منجر 

به ناپیوستگیِ شیب تیر در ابتدا و انتهای وصله پیزوالکتریک شده است.

مطابق شکل 4 تاثیر شرایط مرزی مختلف گیردار-گیردار، گیردار-
مفصل و مفصل-مفصل در حالت برشی خیلی تاثیرگذار نیست. اما تیر با 
عملگر خمشی نسبت به تیر با عملگر برشی، از تغییر شرایط تکیه‌گاهی 
مشخصات  و  ولتاژ  داشتن  نگه  ثابت  با  همچنین  می‌پذیرد.  زیادی  تاثیر 
بیشتری  شکل  تغییر  دچار  برشی  عملگری  حالت  در  تیر  پیزوالکتریک، 

نسبت به حالت عملگری خمشی می‌شود.
در شکل 5 تاثیر موقعیت عملگر پیزوالکتریک با طول ثابت  روی 
تغییر شکل تیر یک‌سر‌گیردار در دو حالت عملگری خمشی و برشی نشان 
داده شده است. در تیر با عملگر خمشی با نزدیک کردن عملگر به انتهای 
تیر، بیشینه تغییر شکل کاهش می‌یابد. ولی در تیر با عملگر برشی، حداکثر 
خیز جانبی تیر مستقل از موقعیت عملگر پیزوالکتریک بوده و ثابت است. 
با مقایسه بیشینه مقدار تغییر شکل‌ها برای هر دو حالت عملگر برشی و 
خمشی، واضح است که ماکزیمم خیز استاتیکی در حالت عملگر خمشی 

بیشتر است.
تاثیر طول عملگر پیزو روی خیز جانبی تیر یکسر گیردار در دو حالت 
عملگری برشی و خمشی در شکل 6 نشان داده شده است. مطابق شکل، 
با  برشی،  و  حالت خمشی  دو  هر  در  تیر،  انتهای  در  جانبی  خیز  حداکثر 

افزایش طول عملگر افزایش می‌یابد.

مقایسه تفاوت تئوری‌های مورد استفاده؛ الف( حالت خمشی شکشل کش
ب( حالت برشی

مقایسه شرایط مرزی مختلف روی خیز جانبی تیر مجهز به شکشل کش
وصله پیزوالکتریک؛ الف( حالت خمشی ب( حالت برشی
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خیز  روی  الکتریکی  و  مکانیکی  پوآسون  نسبت  تاثیر   7 شکل  در 
داده  نشان  s]45-/45[ یک‌سر‌گیردار  کامپوزیتی  چند لایه  تیر  استاتیکی 
شده است. برای نشان دادن اهمیت اثر پوآسون در لایه مکانیکی و لایه 

پیزوالکتریک، نتایج در چهار حالت مختلف زیر ارائه شده است:
- M0E0: اثر پواسون در هر دو لایه مکانیکی و الکتریکی در نظر 

گرفته نشده است.
- M1E1: اثر پواسون در هر دو لایه مکانیکی و الکتریکی در نظر 

گرفته شده است.
- M1E0: اثر پواسون در لایه مکانیکی در نظر گرفته شده، ولی در 

لایه الکتریکی در نظر گرفته نشده است.

- M0E1: اثر پواسون در لایه الکتریکی در نظر گرفته شده، ولی در 
لایه مکانیکی در نظر گرفته نشده است.

آشکار است که صرف‌نظر کردن از نسبت پوآسون تاثیر زیادی روی 
تغییر شکل تیر چندلایه در حالت عملگری خمشی دارد. ولی در تیر در 
ملاحظه  است.  کردن  صرف‌نظر  قابل  اثر  این  برشی،  عملگری  حالت 
می‌شود که صرف ‌نظر از اثر نسبت پوآسون در لایه مکانیکی تیر در عملگر 
خمشی می‌تواند باعث خطای 50 درصدی در محاسبه خیز استاتیکی شود. 
ولی اثر نسبت پوآسون در لایه پیزوالکتریک قابل چشم‌پوشی است. در 
نظرگیری اثر پوآسون در لایه مکانیکی باعث افزایش خیز محاسبه شده و 

در لایه پیزوالکتریک باعث کاهش خیز محاسباتی می‌شود.

جانبی  خیز  حداکثر  محاسبه  در  را  پوآسون  نسبت  تاثیر   4 جدول 
حالت  در   ،]θ/-θ]s الیاف  چیدمان  با  کامپوزیتی  چند لایه  تیر  استاتیکی 

عملگر خمشی برای زوایای مختلف نشان می‌دهد. 

تاثیر نسبت پوآسون روی حداکثر خیز جانبی تیر چندلایه در جدج لودج
حالت عملگر خمشی پیزوالکتریک در شرایط مرزی یکسرگیردار )10-4×(

تاثیر موقعیت عملگر پیزو روی خیز استاتیکی تیر یکسر شکشل کش
گیردار؛ الف( حالت خمشی ب( حالت برشی

تاثیر طول عملگر وصله پیزوالکتریک روی خیز استاتیکی شکشل کش
تیر یکسر گیردار؛ الف( حالت خمشی ب( حالت برشی

تاثیر اثر پوآسون بر خیز  استاتیکی تیر یکسر گیردار مجهز شکشل کش
به وصله پیزو؛ الف( حالت خمشی ب( حالت برشی

M0E0 M0E1 M1E0 M1E1 چیدمان

1/11 1/04 1/11 1/04 [0/90]s

1/11 1/04 1/21 1/14 [15/-15]s

1/45 1/38 2/25 2/17 [30/-30]s

2/13 2/04 3/15 3/10 [45/-45]s
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نتیجه‌گیری-44
پاسخ تحلیلی خیز استاتیکی تیر چند‌لایه کامپوزیتی هوشمند مجهز 
ارائه شد.  تکیه‌گاهی مختلف  برشی، تحت شرایط  و  به عملگر  خمشی 
روش فضای حالت به همراه فرم کانونی جردن برای حل معادلات حاکم 
وصله‌های  موقعیت  دادن  نشان  برای  توابع هوی‌ساید  گرفتن  نظر  در  با 

پیزوالکتریک، به کار گرفته شد.
الیاف،  چیدمان  تکیه‌گاهی،  شرایط  پوآسون،  نسبت  تاثیر  همچنین 

طول و موقعیت عملگر روی خیز استاتیکی تیر هوشمند مطالعه شد.
تیر  استاتیکی  خیز  بر  پوآسون  نسبت  اثر  که  می‌دهد  نشان  نتایج 
تیرهای  در  اما  است.  کردن  قابل صرف‌نظر  متعامد  چند‌لایه  کامپوزیتی 
چند‌لایه زاویه‌دار تاثیر زیادی روی تغییر شکل‌ها داشته و صرف‌نظر کردن 
از اثر پوآسون می‌تواند منجر به خطای قابل‌توجهی )در حدود50 درصد( 

شود. 
همچنین، نتایج نشان داد که سفتی خمشی تیر در تئوری مرتبه اول 
بیشتر از سفتی خمشی تئوری مرتبه بالا پیش‌بینی می‌شود، ولی این قضیه 
در مورد سفتی برشی برعکس است. نکته مهم دیگر آنکه در حالت عملگر 
خمشی، می‌توان با میل دادن طول وصله پیزوالکتریک به سمت طول تیر 
به نتایج تیر مجهز به لایه کامل پیزو رسید، ولی این امر در حالت عملگر 

برشی صادق نیست.

پیوست-55
ضرایب موجود در رابطه )3( به صورت زیر است:

در نتایج شکل 7 و جدول 4 طول عملگر برابر طول تیر در نظر گرفته 
شده است. نتایج نشان داد که برای زوایای کمتر از 15 درجه اثر پوآسون 
قابل صرف‌نظر کردن است، بدون آن که خطای قابل‌توجهی حاصل شود.

در به‌کارگیری عملگر پیزوالکتریک داخل تیر چند لایه کامپوزیتی، دو 
رویکرد وجود دارد: وصله پیزوالکتریک، لایه کامل پیزوالکتریک. در بخش 
یکدیگر  با  تیر  دو  این  فرمول‌نویسی  اساس  که  شد  بیان  فرمول‌نویسی 
شرایط  در  پیزوالکتریک  اثر  کامل،  به لایه  مجهز  تیر  در  است.  متفاوت 
مرزی ظاهر می‌شود. ولی در تیر مجهز به وصله پیزو، اثر پیزوالکتریک در 
شرایط مرزی آن ظاهر نمی‌شود. اما نکته جالب دیگری که در این قسمت 
راجع به آن تحقیق می‌شود، پاسخ به این سوال است که آیا چنانچه در کد 
نوشته‌شده برای تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک، طول وصله به سمت 
طول تیر میل داده شود، نتایج برای تیر مجهز به لایه کامل پیزوالکتریک 
حاصل می‌شود یا خیر؟ در شکل 8 نتایج تیر یک‌سرگیردار مجهز به لایه 
کامل پیزو )a/L=1( با نتایج تیر مجهز به وصله پیزو که طول وصله در 

آن به سمت طول تیر میل داده شده است، مقایسه شده است. 
مطابق شکل 8 در حالت عملگری خمشی اختلاف نتایج تیر مجهز 
به وصله پیزو )a/L=0.99( و لایه کامل پیزو ناچیز است. ولی در حالت 

عملگر برشی اختلاف نتایج دو تیر زیاد می‌باشد.

مقایسه تغییر شکل تیر مجهز به وصله پیزوالکتریک و تیر شکشل کش
مجهز به لایه پیزوالکتریک؛  الف( حالت خمشی ب( حالت برشی

M0E0 M0E1 M1E0 M1E1 چیدمان

2/95 2/89 3/39 3/35 [60/-60]s

3/38 3/42 3/34 3/39 [75/-75]s
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