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ABSTRACT: The development of models aimed at reducing computational cost has always been 
a key challenge in advanced engineering analyses. Among the available approaches, Reduced Order 
Models (ROMs) provide an effective means of accelerating simulations by reducing the complexity 
of the governing system. When the underlying dynamical system is nonlinear and exhibits inherent 
physical complexity, the accuracy of a ROM becomes highly sensitive to the method used to extract the 
dominant structures of the system dynamics. Consequently, the modal decomposition technique must 
be consistent with the physical characteristics of the problem. Reduced Order Models obtained through 
the projection of the governing flow equations onto a modal subspace may exhibit limited accuracy in 
predicting the temporal evolution of the flow field, primarily due to inherent modeling and truncation 
errors in the reduced dynamical system. To improve the temporal prediction capability of the Reduced 
Order Model, a correction term is introduced into the reduced dynamical equations. In this research, 
stabilization methods for a Reduced Order Model of the axial equation based on Dynamic Mode 
Decomposition (DMD) are investigated and analyzed for the simulation of quasi-geostrophic flow. An 
important advantage of the modified Reduced Order Model, which addresses its accuracy limitations, is 
its high computational efficiency. Accordingly, for a Reynolds number of 450 and a Rossby number of 
0.0036, the time required to compute the direct numerical solution data over a specified time interval was 
approximately 450 minutes. In contrast, the computation time using the Reduced Order Model for the 
same time interval was about 21 minutes, demonstrating a significant reduction in computational time.
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1- Introduction
 Geostrophic currents constitute a substantial portion of 

large-scale ocean circulation and play a major role in climate 
variability and change. For example, Reid and colleagues 
investigated the effects of geostrophic currents on coastal sea-
level variations in the northern North Pacific Ocean[1]. Due 
to the inherent complexity of geostrophic current dynamics, 
particularly in large-scale and long-term simulations, data-
driven approaches are frequently employed. One such 
approach is the Dynamic Mode Decomposition (DMD) 
method. Duke et al. applied the DMD technique to investigate 
the growth rates of flow instabilities [2]. Moreover, Moayyedi 
et al. investigated the effect of an eddy-viscosity-based 
approach on modifying a Reduced Order Model derived 
from Dynamic Mode Decomposition to predict the long-
term behavior of infiltration–displacement equations  [3]. 
Their results demonstrated that the reduced-order model 
was both highly accurate and computationally efficient. 
The primary objective of the present study is to investigate 
and analyze stabilization and modification strategies for a 
reduced-order axial equation model based on Dynamic Mode 

Decomposition, with particular emphasis on the simulation of 
quasi-geostrophic flows. 

2- Governing Equation
The governing equation for two-dimensional 

incompressible barotropic flow, expressed in dimensionless 
form, is given as follows:
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3. Problem Geometry and Boundary Conditions 

The problem considered in this study involves a 
single-layer quasi-geostrophic flow at a Reynolds 
number of 450 and a Rossby number of 0.0036. Direct 
numerical simulations were performed from an initial 
quiescent state up to a maximum dimensionless time of 
90, using a constant time step of 0.0001. The 
computational domain was discretized using a uniform 
Cartesian grid with 300×150 nodes. 

4. Stabilization of Reduced Order Model using Eddy 
Viscosity Approach 

 Standard Reduced Order Models may exhibit limited 
accuracy in predicting the temporal evolution of the flow 
field. This limitation can arise from the following factors: 

1) Numerical instabilities resulting from the truncation of 
modes associated with high wavenumbers. 

2) Insufficient accuracy of the input profiles, which may 
not fully satisfy the governing equations.  

To restore stability to the reduced dynamical system, an 
artificial eddy-viscosity term is introduced into the 
dynamic system equations. The correction term is added 
as follows: 
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The Reduced Order Model is therefore modified as 
follows: 
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The stabilization methods considered in this study are 
summarized in Table 1. 

Table 1. Reduced Order Model stabilization methods based 
on dynamic mode decomposition 

Number Methods   
1 /k Rk N    

2 
2

/k Rk N    

3 /k Rk N    

5. Calibration of the Reduced Order Model  

6. The proposed approach for determining the 
coefficients of the correction term involves solving a 
local optimization problem over a specified time interval. 
The optimization problem is formulated based on the 
following relation[4]: 
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7. Results and Discussion 

This section presents and compares the results obtained 
from the stabilization and modification of the Reduced 
Order Model based on Dynamic Mode Decomposition. 
Figure 1 illustrates a comparison of the temporal 
evolution of the real part of the modal coefficients 
obtained from the standard Reduced Order Model, the 
stabilized Reduced Order Model, and the direct 
numerical simulation data. The results indicate that the 
stabilized model significantly reduces deviations from 
the exact solution data. Figure 2 compares the calibrated 
Reduced Order Model, the standard Reduced Order 
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3- Problem Geometry and Boundary Conditions
The problem considered in this study involves a single-

layer quasi-geostrophic flow at a Reynolds number of 450 
and a Rossby number of 0.0036. Direct numerical simulations 
were performed from an initial quiescent state up to a 
maximum dimensionless time of 90, using a constant time 
step of 0.0001. The computational domain was discretized 
using a uniform Cartesian grid with 300×150 nodes.
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4- Stabilization of Reduced Order Model using Eddy 
Viscosity Approach

 Standard Reduced Order Models may exhibit limited 
accuracy in predicting the temporal evolution of the flow 
field. This limitation can arise from the following factors:

1) Numerical instabilities resulting from the truncation of 
modes associated with high wavenumbers.

2) Insufficient accuracy of the input profiles, which may 
not fully satisfy the governing equations. 

To restore stability to the reduced dynamical system, an 
artificial eddy-viscosity term is introduced into the dynamic 
system equations. The correction term is added as follows:
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Model, and the direct numerical simulation in the time 
domain of the real part of the modal coefficients. As 
observed, the application of Reduced Order Model 
modification and calibration techniques leads to 
improved stability and accuracy across different time 
intervals, enabling reliable prediction of the governing 
flow dynamics.. 

  

  
Fig. 1: Comparison of Time Variations of the Real Part 

of Modal Coefficients obtained from the Standard 
Reduced Order Model, Stabilized Reduced Order 

Model and Direct Numerical Solution Data 

  

  
Fig. 2: Comparison Between the Calibrated-DMD-

ROM, the Standard Reduced Order Model and Direct 
Numerical Simulation in Predicting the Time 

Variations of the Real Part of Modal Coefficients 

8. Conclusions 
Based on the analyses conducted, the main 

achievements of this research can be summarized as 
follows: 

1. Investigation of various stabilization methods for 
reduced-order quasi-geostrophic flow models based on 
the barotropic vorticity transport equation. 

2. Development of an optimized Reduced Order Model 
based on minimizing the error between the Reduced 
Order Model predictions and the direct numerical 
simulation data. 

3. Significant reduction in computational time for the 
modified Reduced Order Model compared with direct 
numerical simulations, while maintaining high accuracy 
in reconstructing the flow patterns. 
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part of the modal coefficients obtained from the standard 
Reduced Order Model, the stabilized Reduced Order Model, 
and the direct numerical simulation data. The results indicate 
that the stabilized model significantly reduces deviations 
from the exact solution data. Figure 2 compares the calibrated 
Reduced Order Model, the standard Reduced Order Model, 
and the direct numerical simulation in the time domain 
of the real part of the modal coefficients. As observed, the 
application of Reduced Order Model modification and 
calibration techniques leads to improved stability and 
accuracy across different time intervals, enabling reliable 
prediction of the governing flow dynamics..

7- Conclusions
Based on the analyses conducted, the main achievements 

of this research can be summarized as follows:
1. Investigation of various stabilization methods for 

reduced-order quasi-geostrophic flow models based on the 
barotropic vorticity transport equation.

2. Development of an optimized Reduced Order Model 
based on minimizing the error between the Reduced Order 
Model predictions and the direct numerical simulation data.

3. Significant reduction in computational time for the 

modified Reduced Order Model compared with direct 
numerical simulations, while maintaining high accuracy in 
reconstructing the flow patterns.
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مطالعه روش‌های پایدارسازی و اصلاح مدل رتبه‎کاسته چرخش اقیانوسی شبه‌‌ژئوستروفیک تک 
لایه بر پایه روش تجزیه مود دینامیکی
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آزمایشگاه پژوهشی توربولانس و دینامیک سیالات محاسباتی، گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه قـم، قم، ایران. 

خلاصه: از آنجا که روش‌های تحلیلی دارای دقت کم و دامنه کاربرد محدودی می‌باشد، لذا محققین به استفاده از روش‌های عددی 
روی آوردند. این دسته از روش‌ها به دلیل محدودیت سخت‌افزارهای کامپیوتری به ویژه برای مسائل ناپایا، همواره از سرعت و 
عملکرد خوبی برخوردار نیستند. به همین دلیل توسعه مدل‌هایی که باعث کاهش هزینه‌های محاسباتی شوند همواره به عنوان یکی 
از موضوعات مهم در تحلیل‌های مهندسی پیشرو بوده است. از جمله راهکارهای موجود، استفاده از مدل‌‌های رتبه‌کاسته بوده که با 
کاستن از پیچیدگی‌های سیستم، سرعت آن افزوده می‌شود. در صورتی که سیستم دینامیکی غیرخطی و دارای پیچیدگی‎های خاص 
باشد حساسیت به چگونگی محاسبه ساختارهای غالب در دینامیک آن بیشتر شده و نیاز است مودهای آن از روش‌هایی با ویژگی 
منطبق با فیزیک مسئله محاسبه شوند. مدل‌های رتبه‌کاسته حاصل از تصویر‌سازی معادلات حاکم بر میدان جریان در فضای مودال، 
ممکن است به دلیل خطاهای ذاتی سیستم دینامیکی دقت بالایی در پیش‌بینی تغییرات زمانی میدان جریان نداشته باشند. به منظور 
بهبود پیش‌بینی زمانی مدل رتبه‎کاسته یک ترم اصلاح به معادله سیستم دینامیکی افزوده می‌شود. در این پژوهش، به بررسی و مطالعه 
روش‌های پایدارسازی مدل رتبه‎کاسته معادله محور مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی برای شبیه‌سازی جریان شبه‎ژئوستروفیک پرداخته 
شده‌است. ویژگی مهم مدل رتبه‌کاسته جایگزین با رفع مشکل دقت آن، سرعت بالای محاسبات آن می‌باشد. بر این اساس، برای عدد 
رینولدز 450 و عدد راسبی 0/0036، زمان محاسبة داده‎های حل عددی مستقیم در یک  بازه زمانی مشخص، 450 دقیقه بوده است. 
در حالی زمان محاسبه با بهره‎گیری از مدل رتبه‌کاسته برای همین بازه زمانی، در حدود 21 دقیقه بوده که اختلاف زمان محاسباتی 

قابل توجهی را نشان می‌دهد.
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مقدمه-1 
مطالعه و بررسی حوزه‎های آبی یکی از اهداف جوامع علمی در سایر جهان 
می‌باشد. بررسی جریان‎های دریایی، تاثیر آن بر آب و هوا و اقلیم خشکی‎ها 
از موضوعات مورد پژوهش در این حوزه است. مطالعه جریان‎های دریایی در 
مسائل مهمی چون مدیریت منابع دریایی و ساحلی، ماهیگیری و مسیریابی 
از اهمیت زیادی برخوردار است. به جریانی که از تعادل بین نیروی کوریولیس 
گفته  ژئوستروفیک   ‎جریان می‌شود،  حاصل  افقی  فشار  گرادیان  نیروهای  و 
در  که  می‎شود  اطلاق  جریان‎هایی  به  شبه‎ژئوستروفیک  حرکت  می‌شود. 
آن نیروی کوریولیس و نیروهای گرادیان فشار تقریبا در تعادل هستند، اما 
اینرسی نیز موثر است. جریان‎های ژئوستروفیک، بخش بزرگی از جریان‎های 
هوایی  و  آب  تغییرات  در  عمده‎ای  نقش  که  می‎دهند  تشکیل  را  اقیانوسی 
ژئوفیزیکی  از جریان‏های  این جریان‎ها، یک مدل ساده شده  ایفا می‎کنند. 

و  جریان‎های ‎ژئوستروفیک  مطالعه  زمینه  در  بسیاری  فعالیت‎های  هستند. 
اثرات  همکاران  و  رید  مثال،  طور  به  است.  گرفته  انجام  شبه‎ژئوستروفیک 
جریان ژئوستروفیک بر ارتفاع ساحل در شمال اقیانوس آرام شمالی را بررسی 
کردند]1[. براساس مطالعه آنها، تعادل ژئوستروفیک در سطح دریا در امتداد 
چرخش‎های  مکانی  اثرات  دلیل  به  اقیانوس  غربی  و  شمالی  شرقی،  مرز 
زیرقطبی در اقیانوس آرام شمالی، علت افزایش طول زمستان در این نواحی 
می‎باشد. فلاحی و همکاران نیز جریان ژئوستروفیک را در اقیانوس اطلس 
شمالی محاسبه کردند ]2[.کفایاباد و همکاران، امواج اینرسی-گرانشی منتشر 
دادند]3[.  قرار  مطالعه  مورد  را  ژئوستروفیک  جریان‌  تلاطم  وسیله  به  شده 
محاسبات جریان ژئوستروفیک یک سری پیچیدگی‎هایی دارد که شبیه‌سازی 
که  مدل  مرتبه  کاهش  است.  طولانی  زمان  صرف  نیازمند  جریان‌ها  این 
ازتئوری‌های رياضي و الگوريتم‌های عددی قوی توسعه يافته است، به عنوان 
يک ابزار کارآمد برای شبیه‌سازی سريع شناخته شده‌است. با وجود در دسترس 
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بودن داده‌های اندازه‌گیری و شبیه‌سازی شده گسترده، اندازه، پیچیدگي و ابعاد 
مجموعه داده‌های مدرن چالش‌های خاص خود را ايجاد مي‌کند. پیش‌بیني 
دينامیكي مستلزم  در سیستم‌های  قابل محاسبه  نظر محاسباتي  از  و  دقیق 
توسعه مدل‌هايي با ابعاد کمتر است که به سرعت حل مي شوند، اما به خوبي 
دينامیک اصلي را با وضوح بالا تقريب مي‌زنند. اين امر منجر به نیاز روزافزون 
به تكنیک‌های کاهش ابعاد و مدل‌سازی رتبه‌کاسته شده و اين موضوع به 
بخش جدايي‌ناپذير از الگوريتم‌های پیش‌بیني مبتني بر داده تبديل شده‎است 
]4[.  فوریه1 در سال ۱۸۰۷ ایده تقریب یک تابع با بهره‌گیری از توابع مثلثاتی 
که از روش‌های ابتدایی کاهش مرتبه در ریاضیات است را، مطرح کرد ]5[. 
بر جریان  معادلات حاکم  مرتبه  برای کاهش  الگو‌ها  پرکاربردترین  از  یکی 
سیال روش تجزیه متعامد بهینه 2می‌باشد ]6[. این روش ابتدا توسط کارهونن 
لوو و سپس کوسامبی به عنوان روشی جهت تحلیل‌های آماری مطرح شد 
از  که  کرد  پیشنهاد  لاملی  میلادی   ۱۹۶۷ درسال  بار  نخستین  برای   .]7[
تجزیه متعامد بهینه می‌توان برای استخراج ساختارهای بزرگ ظاهر شده در 
این جریان‌ها استفاده نمود ]8[. پس از آن با توجه به محدودیت کامپیوترها 
و الگوهای عددی این روش برای مدت‌ها بدون کاربرد باقی ماند. با مطرح 
شدن روش نمایه‌ها توسط سیرویش در اواخر دهه ۸۰ میلادی، روش تجزیه 
متعامد بهینه به عنوان ابزاری کارآمد برای توسعه مدل‌های رتبه‌کاسته برای 
سامانه‌های دینامیکی پیچیده‌ای که داده‌هایی از آزمایش‌های تجربی یا حل 
عددی مستقیم دارند نمایان شد ]9[. مویدی و همکاران از مدل رتبه‎کاسته 
پارامتری و وابسته به زمان مبتنی بر تجزیه متعامد بهینه برای شبیه‌سازی 
مسائل نفوذ و نفوذ-جابجایی استفاده کردند ]10[. مویدی و همکاران به ارائه 
یک شکل جدید از مدل اصلاح سامانه‌های دینامیکی رتبه‎کاسته برپایه روش 
تجزیه متعامد بهینه و اثبات قابلیت آن برای مدل‌سازی دقیق جریان ناپایای 
تراکم ناپذیر حول یک سیلندر مربع شکل پرداختند ]11[. اویی و همکاران 
توانستند شبیه‌سازی‌های دینامیکی سیالات گذرا  مانند جریان یک استوانه 
ثابت را با استفاده از ادغام چندین روش یادگیری ماشین و روش رتبه‎کاسته 
مبتنی بر تجزیه متعامد بهینه بررسی کنند ]12[. هیگام و همکاران از روش 
تجزیه متعامد بهینه برای تحلیل جریان سیال رئولوژیک در یک بستر سیال 
که در آن مقدار دبی حجم به صورت یک تابع پالسی تغییر می‌کند، استفاده 
کرده‌اند. آنها توانستند علاوه بر شناسایی ساختارهای منسجم مکانی میدان، 
میزان تغییرات انرژی جنبشی میدان را برحسب مکان و زمان توصیف کنند 
بهینه  متعامد  تجزیه‌  روش  در  میدان  بررسی ساختارهای  که  آنجا  از   .]13[

1. Fourier
2. Proper Orthogonal Decomposition

صرفا براساس محتوای انرژی هریک از ساختارها بوده و این روش، سیستم 
رتبه‌کاسته  مدل  لذا  نمی‌دهد،  قرار  ارزیابی  مورد  دینامیکی  رفتار  نظر  از  را 
نخواهد  بالا  بادقت  سیستم  رفتار  پیش‌بینی  به  قادر  مدت  بلند  در  حاصل، 
فیزیک  مطالعه‌  با  پژوهشگران  اخیر  سال‌های  در  دلیل  همین  به  بود. 
به توسعه روشی قدرتمند  آرنولدی موفق  میدان‌های جریان و تعمیم روش 
 در راستای تجزیه و تحلیل دینامیک سیستم‌های غیر خطی شدند ]14, 15[

. اشمید در سال ۲۰۲۲ در پژوهشی به بررسی تجزیه مود دینامیکی استاندارد 
شامل تشریح الگوریتم اصلی مدل، به عنوان یک روش برای تجزیه ماتریس 
ضرایب  استخراج  برای  مناسب  بهینه‌سازی  روش  یک  با  همراه  داده‌ها، 
مودال پرداخت. همچنین به بررسی سه مسئله که انعطاف‌پذیری تجزیه مود 
دینامیکی را به عنوان یک ابزار تحلیل برای پیکربندی‌های جریان ساده تا 
پیچیده نشان می‌دهد، پرداخت ]16[. بادو و همکاران چگونگی ادغام اصول 
فیزیکی با تجزیه مود دینامیکی را نشان دادند. آنها توانستند با تمرکز بر روی 
پنج قانون اصلی بقای فیزیکی، الگوریتم‌های کارآمد برای بهینه‌سازی‌های 
تجزیه مود دینامیکی مبتنی بر فیزیک3 مربوطه را استخراج کنند ]17[. حسن 
و همکاران یک مسئله جریان گردابه‌ای غیر خطی با رویکرد )گپی(4 تجزیه 
متعامد بهینه پایدار شده را مورد بررسی قرار دادند ]18[. سالوادور و همکاران 
شده،  پایدار  احتراق  ی  محفظه  یک  در  مودال  تجزیه  روش  بردن  بکار  با 
ناپایداری‎های  زمینه‎ی  در  دینامیکی  مود  تجزیه  روش  کارامدی  بررسی  به 
هیدرودینامیکی پرداختند ]19[. سان و همکاران با استفاده از روش رتبه‎کاسته 
مبتنی بر تجزیه متعامد پایدار شده چرخش اقیانوسی شبه ژئوستروفیک را در 
مقیاس بزرگ مدل کرد ]20[. مویدی وهمکاران پایدارسازی مدل رتبه‎کاسته 
تجزیه متعامد بهینه را جهت شبیه‌سازی جریان ناپایای لایه‌ای تراکم ناپذیر، 
با جایگزینی عبارت فشار بر حسب مودهای میدان سرعت انجام دادند ]21[. 
مویدی و همکاران ناپایداری مدل رتبه‌کاسته معادله نفوذ-جابه‌جایی مبتنی 
رویکرد  از  بهره‌گیری  با  را  بالا  رینولدز  اعداد  در  دینامیکی  مود  تجزیه  بر 
لزجت گردابه‌ای اصلاح کردند ]22[. در پژوهشی دیگر، مویدی و همکاران 
تجزیه  بر  مبتنی  رتبه‌کاسته  مدل  اصلاح  در  گردابه‌ای  لزجت  رویکرد  تاثیر 
را  نفوذ-جابجایی  معادلات  مدت  بلند  رفتار  پیش‌بینی  برای  دینامیکی،  مود 
بررسی کردند. نتایج نشان‌دهنده دقت و سرعت بالای الگوی رتبه‌کاسته برای 

مدل‌سازی معادلات نفوذ-جابه جایی بود ]23[.
در این پژوهش به مطالعه جریان‎ شبه‎ژئوستروفیک تک لایه و بررسی 
کمیت‌هایی  تغییرات  بر  تکیه  با  جریان  میدان  ساختار  تغییرات  چگونگی 

3. Physics-informed DMD (piDMD)
4. Gappy
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معادلات  منظور  بدین  پرداخته شده‌است.  تابع جریان  و  ورتیسیتی  همچون 
انتقال  معادله  همان  که  لایه،  تک  شبه‌ژئوستروفیک  جریان  بر  حاکم 
ورتیسیتی باروتروپیک دوبعدی می‌باشد، به صورت عددی حل شده‌است. حل 
این معادله با استفاده از طرح عددی آراکاوا، روش رانگ-کوتا انجام گرفته 
است. شبیه‎سازی عددی مستقیم در عدد رینولدز 450 و عدد راسبی 0/0036 
با  باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله  رتبه‌کاسته  صورت گرفته‌است. مدل 
استفاده از روش تجزیه مود دینامیکی ایجاد شده‌است. مدل‎های رتبه‌کاسته 
به دلیل وجود برخی خطاهای مرتبط با الگوهای کاهش مرتبه، ممکن است 
باشند. برای  دقت کافی در پیش‌بینی تحولات زمانی میدان جریان نداشته 
اضافه  حاکم  معادله  به  تصحیح‌کننده  عبارت  یک  مدل  این  دقت  ارتقای 
شده‌است. در این پژوهش، در ابتدا از روش‎های گوناگون برای پایدارسازی 
قبولی حاصل  قابل  دقت  با  نتایج حاصل  که   ‎استفاده شده رتبه‌کاسته  مدل 
از یک روش مبتنی بر‌ کمینه‎سازی  نشدند. به منظور اصلاح عملکرد مدل 
خطای بین داده‌های دقیق و نتایج مدل جایگزین بهره برده شده‌است. اصلاح 
مدل رتبه‌کاسته و نتایج حاصل از آن در مقایسه با داده‌های حل دقیق، نشان 
از عملکرد مناسب این روش دارد. ویژگی اصلی این پژوهش بررسی و مطالعه 
روش‌های پایدارسازی و اصلاح مدل رتبه‌کاسته معادله محور مبتنی بر تجزیه 

مود دینامیکی برای شبیه‌سازی جریان ژئوستروفیک می‌باشد.

معادلات حاکم-2 
دوبعدی  تراکم‎ناپذیر  باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله  از  استفاده  با 
به منظور پیش‎بینی  را  اقیانوسی شبه‎ژئوستروفیک یک‎لایه  می‎توان جریان 
مدل‎های  پرکاربردترین  از  یکی  معادله  این  کرد.  مدل  سیال  جریان  میدان 
ریاضی برای بررسی مسائل گردش اقیانوسی است. رابطۀ )1( معادله انتقال 

ورتیسیتی باروتروپیک را بیان می‎کند ]20[:
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جابجایی  ترم  هستند.  نیرو  و  اتلاف  بیانگر  ترتیب  به   F و  D ترم دو 
بیان   )2( رابطۀ  به شکل  نامیده می‎شود  غیرخطی  ژاکوبین1  که   ( , )J w y

می‎شود:

1. Jacobian
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همچنین مولفه‎های بردار سرعت برای یک جریان دوبعدی را می‎توان از 
تابع جریان به شکل زیر بدست آورد:
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تقریب  از   )1( رابطۀ  در  ارائه شده  باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله 
تقریب  در  زمین  چرخش  اثرات  محاسبه  برای  می‎کند.  استفاده  بتا  صفحه 
محاسبه می‌شود   0f f yb= + با تقریب  پارامتر کوریولیس  بتا،  صفحه 
b گرادیان پارامتر کوریولیس  0f ثابت کوریولیس متوسط و مقدار که در آن 
در مرکز حوزه اقیانوسی )y=0( می‎باشد. مکانیزم اتلاف لزجت موجود در 

معادلۀ )1( در فرم استاندارد به صورت زیر می‎باشد:
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تابع  ترم  همچنین  است.  گردابه‎ای  لزجت  ضریب   n رابطه این  در 
اجباری باد با دو هسته چرخشی موجود در رابطۀ )1( به شکل زیر محاسبه 

می‌شود:
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مورد  حوزه  عمق  میانگین   H و چگالی   r تنش،  دامنه  حداکثر   0t

استفاده  زیر  روابط  از   )1( معادلۀ  سازی  بی‎بعد  منظور  به  می‎باشد.  مطالعه 
می‌شود:

(1) 
 

 

(2) 
 

 

(3) 
  

 

(4)  
 

(5) 
 

 

  
  

  

  
 

(6) 
 

(7) 
2

1
( , )

1 1
sin( )

Re

J
t Ro x

y
Ro

 

 

  
 

(8) 1 2 3
1

( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ))
3IJ J J J 

 

 

( , )J D F
t x

( , )J
y x x y

u
y

v
x

2D

0 sin
y

F
H L L

y
y

L
x

x
L

V L
t

t
L V

0V
H L

2

v
Ro

L

vL
Re

�
	



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 57، شماره 7، سال 1404، صفحه 939 تا 962

945

 V L، طول مشخصه )طول محدوده در راستای افقی( و  در این روابط، 
سرعت مشخصه می‎باشد و به صورت زیر تعریف می‌شود:
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در  دوبعدی  تراکم‎ناپذیر  باروتروپیک   ‎جریان بر  حاکم  معادلۀ  نهایت  در 
از  نوشتار  در  سهولت  برای  که  بود  خواهد  زیر  صورت  به  بدون‎بعد  حالت 

علامت صرف‎نظر شده‎است:
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به  که  می‎باشد  رینولدز  عدد  Re و   راسبی  عدد   Ro رابطه،  این  در 
صورت زیر تعریف می‌شوند:
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روش حل عددی مستقیم-3 
دوبعدی  باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله  عددی  حل  منظور  به 
عددی  شبیه‎سازی  الگوی  از  تک ‎لایه  شبه‎ژئوستروفیک  جریان  بر  حاکم 
معادله  زمانی  و  مکانی  ترم‌های  منظور  بدین  شده‌‎است.  استفاده  مستقیم 
به صورت مجزا مدل شده و برای ترم‌ مشتقات مکانی نیز از دو الگوریتم 
برای  شده‌‏است.  استفاده  نفوذ  عبارت  و  غیرخطی  ترم‌های  برای  مختلف 
جداسازی ترم جابجایی از روش آراکاوا طبق رابطۀ )8( استفاده شده‏است 

:]24[
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به طوریکه:
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برای محاسبه فرم گسسته ترم اتلاف موجود در معادله حاکم نیز، روش 
اختلاف محدود تفاضل مرکزی مرتبه دوم بکار گرفته شده‎است:
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چهارم  مرتبه  رانگ-کوتا  روش  از  نیز  زمانی  انتگرال‎گیری  همچنین، 
انجام شده‎است.

ورتیسیتی -4  انتقال  معادله  مرزی  شرایط  و  مسئله  هندسه 
باروتروپیک

مسئله مورد بررسی در این پژوهش، شامل جریان شبه‌ژئوستروفیک تک 
لایه در عدد رینولدز 450 و عدد راسبی 0/0036 می‌باشد. شبیه‎سازی عددی 
مستقیم از حالت سکون تا حداکثر زمان بدون‎بعد برابر با 90 با استفاده از یک 
گام زمانی ثابت و متوالی برابر با 0/0001 روی شبکه‌ای به فرم یکنواخت 
در مختصات کارتزین و با تعداد گره‌هایی برابر با 300×150 انجام شده‌است. 
آمده که عموما  بر مطالعات دیگر محققان بدست  این وضوح شبکه مبتنی 
برای بررسی چرخش‎های اقیانوسی استفاده می‌شود ]20, 25[. بنابراین، گام 
زمانی و شبکه‎بندی فرض‎شده به اندازه کافی کوچک می‎باشد تا مسئله مورد 
بررسی را در حالت گذر از ناحیه گذرش و آشفته تا رسیدن به یک حالت پایدار 
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بعد در تجزیه و تحلیل معادله  بدون  اعداد  از  اگرچه  آماری پیش‎بینی کند. 
حاکم استفاده شده‎ اما می‎توان به راحتی مقادیر ابعادی متناظر را با استفاده از 
ابعاد ناحیه مورد بررسی اقیانوس محاسبه کرد. به همین منظور مقادیر عددی 
بدون‏بعد  بنابراین آخرین گام زمانی  تنظیم می‌شوند.  مرتبط طبق جدول 1 

محاسبه شده، در حالت ابعادی تقریبا معادل 193روز زمینی خواهد شد.

اعتبار سنجی حل عددی-5 
و  هزینه‎ها  کاهش  لطف  به  مستقیم  عددی  شبیه‎سازی  روش‌های   
یک  لیکن ‏حل  است.  داشته  زیادی  پیشرفت  پردازشگرها  سرعت  افزایش 
مسئله با استفاده از روش‌های عددی تنها یافتن نتیجه نیست، بلکه اطمینان 
معیار  یک  است  لازم  اطمینان  این  برای  مدنظر ‎باشد.  باید  نیز  کیفیت  از 
اعتبارسنجی ایجاد شود که امکان کمّی‎سازی عینی تفاوت بین نتایج حاصل 
و داده‌های واقعی را فراهم کند. بنابراین در این بخش، اعتبار سنجی نتایج 
شبیه‎سازی عددی مستقیم معادلۀ انتقال ورتیسیتی باروتروپیک دو بعدی به 
منظور شبیه‎سازی جریان شبه‎ژئوستروفیک تک‎لایه موررد بررسی قرار گرفته 
است. به منظور صحت‎سنجی کد شبیه‎سازی عددی از مقایسه داده‌ها با حل 
دقیق معادله به ازای یک تابع باد اجباری خاصی استفاده شده‎است. در این 
روش روابط مشخصی برای کمیت‌های ورتیسیتی و تابع جریان به طور دقیق 
بدست آمده که به صورت نتایج غیروابسته به زمان می‌باشد. برای محاسبه 
عددی دقیق معادلۀ حاکم بر مسئله شبه‎ژئوستروفیک، به ازای نیروی اجباری 

موجود در سمت راست معادلۀ )1( از رابطۀ )11( استفاده شده‎است، این رابطه 
در پژوهشی دیگر نیز توسط سان مورد ارزیابی قرار گرفته است ]26[:
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بنابراین مقادیر حاصل از حل دقیق برای پارامتر ورتیسیتی و تابع جریان 
به ترتیب از رابطۀ )12( بدست خواهد آمد:
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به منظور بررسی دقت شبیه‎سازی، در شکل 1، مقایسه‎ای بین خطوط 
همتراز تابع جریان حاصل از شبیه‎سازی عددی مستقیم و حل دقیق معادلۀ 
انتقال ورتیسیتی باروتروپیک دوبعدی نمایش داده شده‎است. همانطور که در 
شکل دیده می‌شود نتایج حاصل از شبیه‎سازی عددی مستقیم برای محاسبه 
مقدار تابع جریان دارای دقت کافی است. به همین ترتیب، مقایسه‌ای بین 
خطوط همتراز حاصل از حل دقیق و شبیه‌سازی عددی مستقیم برای کمیت 
ورتیسیتی نیز انجام گرفته که در اکثر نقاط کاملًا منطبق بوده و دارای دقت 
نشان‎دهنده دو هسته  نتایج حاصل،  است که  مناسبی می‎باشد. شایان ذکر 
مقدار  همچنین  می‎باشد.  شبیه‎سازی  دو  هر  در  جریان  میدان  در  چرخشی 
خطای موجود بین نتایج حاصل از شبیه‎سازی عددی و حل دقیق از طریق 
روش خطای جذر میانگین مربعات بدست آمده که در جدول 2 برای هر دو 

کمیت مورد بررسی نمایش داده شده‎است.

روش تجزیه مود دینامیکی-6 
ابعاد است که توسط اشمید  تجزیه مود دینامیکی یک تکنیک کاهش 
معرفی‌ شده و داده‌های با ابعاد بالا را به ساختارهای منسجم مکانی- زمانی 
غالب تجزیه می‌کند ]27[. مدت کوتاهی پس از معرفی تجزیه مود دینامیکی، 
این روش توسط رویل و همکاران به عنوان یک تکنیک عددی برای تخمین 
عملگر کوپمن1 و ایجاد یک روش قدرتمند برای تحلیل سیستم‌های دینامیکی 
غیرخطی مورد استفاده قرار گرفت ]28-32[. این روش از رویکردی مشابه 

1. Koopman Operator

جدول 1. كميت‌هاي تنظیم شده در ناحیه مورد مطالعه.

Table 1. Regulated quantities in the study area.

 مطالعه مورد هيناح در شده ميتنظ هايكميت (1) جدول

Regulated quantities in the study area 

 کمیت مقدار
1111 (km) L  

1 (km) H  
62/88155  (m/s) V  

181/6 L )روز( 
V

 

1101 (kg/m3)  

(1/ms) 11-11 ×  8/1  

1/622 (N/m2) 0  
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جبر  مسائل  سایر  یا  خطی  ویژه  مقادیر  محاسبه  برای  تکراری  روش‎های 
با  فرمول‌بندی  یک  از  استفاده  روش،  این  از  هدف  می‎کند.  استفاده  خطی 
آزمایشگاهی  نتایج  یا  عددی  حل  طریق  از  که  ورودی،  داده‎های  بر  تکیه 
بدست می‎آید، می‌باشد. در واقع، از یک روش مبتنی بر مدل برای استخراج 
اجتناب و در عوض روی یک روش داده محور مبتنی  اطلاعات دینامیکی 
برفیزیک تمرکز شده‌است. بنابراین این روش مجموعه‎ای از مودها را همراه 
داده‎محور  قدرتمند که  این روش  تولید می‌کند.  تکاملی خطی  با یک مدل 
می‎باشد، به عنوان روشی برای جداسازی اطلاعات مهم سيستم ‌دینامیکی 
موردنظر)مانند جریان سیال( به منظور تعیین ساختارهای اصلی سازنده رفتار 
دینامیکی مسئله معرفی شده‌است. در واقع این روش قادر به بررسی و تجزیه 
شناسایی  امکان  و  بوده  غیرخطی  و  پیچیده  سیستم‌های  ساختار  تحلیل  و 

نواحی از میدان با رفتارهای دینامیکی مختلف را دارد. تجزیه مود دینامیکی 
به ابزاری پیشرو برای مدل‌سازی مبتنی بر داده‌‌های سیستم‌های دینامیکی 
تبدیل شده‌است. از زمانی که روش تجزیه مود دینامیکی معرفی شد به طور 
گسترده‌ای در زمینه‌های مختلف از جمله اپیدمیولوژی1 ]33[، علوم اعصاب2 
]34[، رباتیک3 ]35[، پردازش ویدئو4 ]36[ و تجارت مالی5 ]37[ مورد استفاده 

قرار گرفته‎است.
در ابتدا به مجموعه‎ای از داده‎ها یا همان ماتریس داده‎ها برای بکار‌گیری 
این روش نیاز است. به عبارتی، با توصیف کلی میدان‎های جریان گردآوری 
شده با نمونه‎گیری از شبیه‎سازی عددی مستقیم یا داده‎های تجربی شروع 
از میدان‎های لحظه‎ای جریان  می‎شود. داده‌هایی که به صورت یک دنباله 
iv مرتب خواهند شد. معمولا نمایه‎ها با گام زمانی  هستند، تحت عنوان بردار 
ثابت نسبت به یکدیگر قرار دارند. بنابراین سیستم مورد مطالعه به صورت 

N سـتون طبق رابطه )13( مرتب خواهدشد: M سطر و ماتریسی با 
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1. Epidemiology
2. Neuroscience
3. Robotics
4. Video Processing
5. Financial Trading

  
 مستقیم عددی سازیشبیه و دقیق حل از حاصل ورتیسیتی( ب) و جریان تابع( الف) همتراز خطوط(: 1 شکل

Fig.1: Contour plots of (a) stream function and (b) vorticity obtained from the exact solution and 
direct numerical simulation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. خطوط همتراز )الف( تابع جریان و )ب( ورتیسیتی حاصل از حل دقیق و شبیه‌سازی عددی مستقیم.

Fig. 1. Contour plots of (a) stream function and (b) vorticity obtained from the exact solution and direct 
numerical simulation.

جدول 2. میزان خطا بین داده‌های حل دقیق و شبیه‎سازی عددی مستقیم.

Table 2. Error rate between exact solution data and 
direct numerical simulation.

سازی عددی و شبیه های حل دقیقمیزان خطا بین داده (2) جدول
 مستقیم

Error rate between exact solution data and direct 
numerical simulation 

 خطا کمیت
 8- 11×8/10  تابع جریان

 0- 11×1/60  ورتیسیتی
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t است. سپس در  v بردار بیانگر میدان جریان در لحظه  در رابطه فوق، 
2 به ترتیب آخرین نمایه و اولین نمایه از ماتریس 

NV 1- و 
1
NV ماتریس‌های

داده‌های اصلی حذف می‎شوند:
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از شبیه‎سازی عددی مستقیم  داده‎های ورودی  این است که  بر  فرض 
Aبرای تکامل معادلات حاصل شود. حال  بدست آمده باشند، باید ماتریس
1- و 

1
NV با استفاده از نگاشت خطی، بین ماتریس داده‌های لحظه‎ای اول،

2 رابطه زیر برقرار خواهد شد:
NV مجموعه دوم 
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A، ماتریسی فرضی است که شامل اطلاعات تکامل  ماتریس نگاشت 
رابطة  برقراری  برای  می‎باشد.  ثابت  زمان  طول  در  و  بوده  سیستم  تدریجی 
1- با 

1
NV A، متکی نباشد. اگر ماتریس غیرمربعی )16(، باید عبارت به ماتریس

استفاده از روش تجزیه مقادیر تکین1 ، تجزیه ‎شود، رابطة زیر بدست خواهد آمد: 
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1M N´ - U ماتریس غیرمربعی و متعامد با ابعاد  که در آن به ترتیب 
S یک ماتریس  ، با اطلاعات بیانگر ساختارهای مکانی سیستم، ماتریس 
و  مربعی  ماتریسی   W همچنین و   ( 1) ( 1)N N- ´ - ابعاد  با  مربعی 
)، با اطلاعاتی شامل ساختارهای زمانی  1) ( 1)N N- ´ - متعامد با ابعاد 
سیستم، می‏باشند. در ادامه با جایگذاری مقادیر حاصل از روش تجزیه مقادیر 

، معادلۀ )18( حاصل می‎شود: -1
1
NV تکین در رابطۀ 
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1. Singular Value Decomposition

TWS در طرفین معادله )۱8(، رابطۀ زیر بدست می‎آید: TU و  با ضرب
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بدست  زیر  رابطة  از  و  بوده  برابر  هم  با   S و  A ماتریس ویژه  مقادیر 
می‌آید:
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 S ماتریس ویژه3  مقادیر   im و ویژه2  بردار  بیانگر   ، iy رابطه این  در 
هستند. بنابراین مودهای مکانی بدست آمده از روش تجزیه مود دینامیکی به 

صورت زیر محاسبه می‎شوند:
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ویژه  مقادیر  لگاریتمی  نگاشت  با  زمان(  به  )وابسته  دینامیکی  مودهای 
طبق رابطه زیر بدست خواهند آمد:
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شکل  به  دینامیکی  مود  تجزیه  روش  از  حاصل  ویژه  مقادیر  این  که 
خواهد  مشخص  را  مودها  پایداری  آن‎ها  حقیقی  بخش  که  هستند  مختلط 
il مقداری مثبت داشته باشد، مود متناظر  کرد. در صورتی که بخش حقیقی 
ناپایدار بوده و با گذر زمان نیز رشد پیدا خواهد کرد. همچین اگر مقدار آن 
برابر با صفر شود، می‎توان گفت مود دینامیکی متناظر به پایداری لازم رسیده 
آید، مود دینامیکی متناظر  و در حالتی که بخشی حقیقی آن منفی بدست 
به  مربوط  برای محاسبات  از طرفی  رسید.  زوال خواهد  به  زمان  با گذشت 
فرکانس هر مود نیز می‏توان از بخش موهومی مقادیر ویژه هر مود دینامیکی 

استفاده کرد.
برای پیش‎بینی رفتار سیستم در بلند مدت و بازسازی مجموعه نمایه‎های 
2. Eigenvector
3. Eigenvalue
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با استفاده از محاسبه ضرایب زمانی و مودهای دینامیکی، یک بسط  اولیه، 
مودهای  از  یک  هر  تصویرسازی  با  عمل  این  می‎شود.  زده  تقریب  خطی 

دینامیکی در اولین نمایه طبق رابطه زیر انجام می‎شود:
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tf شبه معکوس ماتریس مودهای دینامیکی است. به  در رابطة فوق، 
منظور بازسازی هر یک از نمایه‎های اولیه از رابطه زیر استفاده می‎شود:
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kV نمایه ثبت‌شده  im مقدار ویژه و  k شمارنده زمانی، در رابطه فوق، 
در زمان  است. در روش استفاده‏شده در این پژوهش، برخلاف روش تجزیه 
متعامد بهینه، مودهای حاصل از ماتریس نمایه‌ها که برای توسعه مدل‎های 
رتبه‎کاسته بکار می‌روند، دارای خاصیت تعامد نبوده و دارای ویژگی مستقل 

خطی نیز نیستند.

مدل رتبه‎کاسته معادله محور مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی-7 
از  نوعی  به  شده‌  شناخته  نیز  توربولانس  عنوان‌  با  که  آشفته  جریان 
و  منظم  غیر  صورت  به  سیال  ذرات  درآن  که  دارد،  اشاره  سیال  حرکت 
از  بسیاری  در  آشفته  جریان‌های  تحلیل  و  فهم  می‌کنند.  حرکت  پیچیده 
زمینه‌ها از جمله مهندسی مکانیک، هوافضا، مهندسی شیمی و علوم جوی 
نامنظم،  نوسانات  به  می‌توان  آشفته  جریان  ویژگی‌های  از  دارد.  اهمیت 
مختلف  اندازه‌های  با  گردابه‌ها  تولید  و  بالا  پخش  قدرت  و  بیشتر  اختلاط 
نامناسب  شرایط  که  محیطی  هر  در  می‌تواند  آشفته  جریان  کرد.  اشاره 
ذاتا  جریان  این  شود.  ایجاد  باشد،  فراهم  سریع  اختلاط  و  نوسانات  برای 
این  تغییر می‌کنند.  زمان  آن در طول  و ویژگی‌های  بوده  زمان  به  وابسته 
تغییرات می‌توانند به صورت سریع و غیر قابل پیش‌بینی باشد. مدل‌سازی و 
شبیه‌سازی این جریان‌ به دلیل پیچیدگی زیاد آن یکی از چالش‌های بزرگ 
در دینامیک سیالات محاسباتی است. با این حال استفاده از مقادیر متوسط 
جریان،  میدان  در  کمیت‏ها  این  از  یک  هر  احتمالی  توزیع‎های  بررسی  و 
کمک‎کننده بوده و توانایی بازتولید خواص آماری جریان آشفته را به کاربر 
خواهد داد. پس می‏توان کمیت حاکم بر دینامیک مسئله به صورت حاصل 

جمع بخش متوسط‎گیری شده زمانی و یک بخش اغتشاشی طبق الگوی 
تجزیه رینولدز نوشت:
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بخش  متوسط‎گیری شده به صورت زیر قابل بازنویسی است:
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و بخش اغتشاشی براساس تقریب گالرکین به صورت زیر می‎باشد:
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ia ضرایب زمانی هستند که باید  if پایه‎های دلخواه و در این رابطه، 
مقادیر آن‎ها به نحوی انتخاب شود تا معادله دیفرانسیل را با تقریب خوبی 
ارضا کنند. با جایگذاری روابط مربوط به بخش متوسط و اغتشاشی میدان 
زیر  نتیجه   ، باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله   ،)7( معادله  در  لحظه‎ای 

بدست می‎آید:
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کمیت  دو  اغتشاشی  بخش  برای  گالرکین  تقریب  از  استفاده  با  حال 
ورتیسیتی و تابع جریان به ترتیب می‏توان نوشت:
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با قرار دادن این دو رابطه در معادلۀ انتقال ورتیسیتی، معادلۀ زیر بدست 
خواهد آمد:
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نبوده  تعامد  دارای ویژگی  الزاما  دینامیکی، مودها  در روش تجزیه مود 
ضرب  رابطه،  طرفین  در  تا  است  لازم  متعامد  شبه  الحاقی  پایه  یک  پس 

ماتریسی شود. این پایه الحاقی به صورت زیر تعریف می‌شود:
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بنابراین باید در هر دو طرف معادلۀ )31( در رابطۀ )32( ضرب داخلی 
شوند. در این صورت فرم نهایی به صورت زیر خواهد شد:
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از  پس  که  بوده  اول  مرتبه  ساده  دیفرانسیل  معادله  یک  فوق  رابطۀ 
بازنویسی بر حسب ترم‌های غیر‌خطی، خطی و ثابت به صورت زیر تبدیل 

خواهد شد:
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به طوریکه:
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در نهایت معادله فوق با احتساب تمام بخش‎های غیرخطی، خطی و ثابت 
آن باید در تمامی گا‏م‎های زمانی حل شود.

لزجت -8  روش  از  استفاده  با  رتبه‎کاسته  مدل  پایدارسازی 
گردابه‎ای مصنوعی

بر  حاکم  معادلات  تصویرسازی  از  که  استاندارد  رتبه‎کاسته  مدل‌های 
دینامیک سیال در راستای مودهای دینامیکی حاصل می‎شوند، ممکن است 
این  باشند.  نداشته  جریان  میدان  زمانی  تغییرات  پیش‎بینی  در  بالایی  دقت 

موضوع می‌تواند ناشی از دلیل‎های زیر باشد:
	1 ناپایداری‌های ناشی از حذف مودهای با اعداد موج بالا(
	2 کامل ( طور  به  را  معادلات  نتیجه  در  که  ورودی  نمایه‎های  پایین  دقت 

ارضا نخواهد کرد.
بنابراین استهلاک سیستم دینامیکی رتبه‎کاسته کم شده و ممکن است در 
پیش‎بینی دینامیک مسئله مورد نظر دچار ناپایداری شود. یکی از رویکردهای 
جبران  و  ناپایداری  این  اصلاح  منظور  به  پژوهش،  این  در  گرفته‌شده  بکار 
استهلاک از دست رفته، برای رسیدن مجدد سیستم به پایداری، استفاده از 
ترم لزجت گردابه‌ای مصنوعی در معادله سیستم دینامیکی می‌باشد. عبارت 
فرآیند  در  شده  حذف  مودهای  اثر  جایگزین  عنوان  به  می‌تواند  افزوده‌شده 
کاهش مرتبه بکار رفته و مشابه رویکرد شبیه‌سازی جریان‌های آشفته برای 
مدل‎سازی ساختارهای متجانسی که سطح انرژی پایین‎تری دارند، استفاده 

شود. ترم اصلاح به صورت زیر به معادله افزوده می‌شود:
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عبارت‌های مندرج در معادله )36( به ضرایب عبارات خطی و ثابت معادله 
لزجت گردابه‌ای مصنوعی و  شدت  en بالا معادله  افزوده می‌شوند. در   )34(
kY وزن مرتبط با هر مود است. هدف اصلی این الگو ارائه یک طرح پایدار با 

حفظ دقت مناسب است که بر این اساس یک لزجت مصنوعی را در بالاترین 
فرکانس‌ها اضافه می‎کند. با بکار بردن عبارت‎های موجود در معادله )36(، 

مدل رتبه‎کاسته مشروح در معادله )34(، به صورت زیر اصلاح خواهد شد:
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اولین و ساده ترین روش برای پایدارسازی روش هایزنبرگ1 است، در 
این مدل اصلاح شده2، که در مرجع ]38[ معرفی شده‎است، از ضریب لزجت 

مصنوعی3 به صورت رابطه زیر استفاده می‎کند:
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از یک  یافته مدل هایزنبرگ توسط رمپفر4 پیشنهاد شده‎ و  ارتقا  روش 
ضریب لزجت مصنوعی مشابه با یک مدل خطی بهره برده شده‎است ]39[. 
k شمارنده زمانی می‌باشد. اولین معادله  RN تعداد مود و  در این معادلات 

مربوط به محاسبه ترم پایدارسازی به صورت زیر است:
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در این راستا، دو مدل اصلاح‎شده‎ جدید، که نسخه‎هایی از معادله )37( 
دوم5  درجه  از یک مدل  نخست،  درمدل  معرفی شده‎اند.  به شمار می‎روند، 

1. Heisenberg
2. Closure model
3. Viscosity kernel
4. Rempfer
5. quadratic viscosity kernel
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استفاده شده‎است:
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مدل اصلاح‎شده نوع دوم از یک مدل جذر مربع1 بر حسب تعداد مودها 
استفاده می‎کند ]40[:
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اصلاح مدل رتبه‎کاسته با استفاده از مدل خطی و ثابت گذرا-9 
میدان  زمانی  تغییرات  پیش‎بینی  کاهش  برای  دلایلی  قبل  بخش  در 
جریان مطرح شد. زمانی که پاسخ مدل رتبه‌کاسته به درستی تغییرات زمانی 
اصلاح‌کننده  عبارت  افزودن  نکند،  پیش‌بینی  را  موردنظر  دینامیکی  سيستم 
سبب می‎شود که رفتار مدل بهبود یافته و بتواند تغییرات زمانی واقعی مسئله 
استهلاک  عبارت  همچون  اصلاح،  ترم  شرایط  این  در  کند.  پیش‎بینی  را 
ضرایب  محاسبه  برای  که  روشی  می‎کند.  عمل  حاکم  معادله  در  مصنوعی 
در  بهینه‎سازی محلی  مسئله  از حل یک  استفاده  ارائه می‎شود  اصلاح  ترم 
بازه‎ای که برای کمینه‎سازی در نظر گرفته‎شده است،  بازه زمان بوده‎است. 
0 می‎باشد. مسئله بهینه‎سازی براساس رابطه زیر تعریف  tt + D 0t تا  از 

می‌شود ]11[:
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حاصل  مودال  ضرایب  زمانی  تغییرات  آهنگ   
k̂da

dt
فوق،  رابطه  در 

با استفاده  از یک روش جداسازی مرتبه  از حل عددی مستقیم است که 
kda آهنگ تغییرات زمانی ضرایب مودال حاصل 

dt
چهارم محاسبه می‎شود. 

معادله  راست  سمت  برابر  که  داده  نشان  را  معمولی  رتبه‎کاسته  مدل  از 
ایجاد  برای  رفته  کار  به  مودهای  تعداد  نیز  N

r
است.  دینامیکی  سیستم 
مدل رتبه‌کاسته می‌باشد.

1. square-root viscosity kernel

نتایج10 -
در این بخش نتایج حاصل از شبیه‎سازی عددی مستقیم معادله انتقال 
ورتیسیتی باروتروپیک دو بعدی برای میدان مطابق شرايط مندرج در جدول 1 
ارائه خواهد شد. معادله حاکم برای شبیه‎سازی جریان شبه‎ژئوستروفیک یک 
لایه با فرض نیروی متکی بر باد با دو هسته چرخشی متقارن و اتلافات برای 
دو مورد مطالعاتی متفاوت محاسبه شده‎است. در مسئله موردنظر دو کمیت 
عدد رینولدز و عدد راسبی به ترتیب برابر با 450 و 0/0036 در نظر گرفته 
شده‎است. شبیه‎سازی عددی مستقیم و مدل‌سازی رتبه‎کاسته هردو روی یک 
 ‎است. زمان‎کامپیوتر با مشخصات فنی مندرج در جدول ۳ اجرا گرفته شده

محاسبات مربوط به هر دو روش نیز در جدول ۴ گزارش شده‎است:
 در صورتیکه در میدان جریان، مقیاس‎های مکانی بزرگی وجود داشته 
انرژی جنبشی  افزایش‌یافته،  باشد طبیعتا به دلیل چرخش بالا و ورتیسیتی 
بیشتری در میدان جریان وجود داشته بنابراین جریان با توسعه آشفتگی همراه 
خواهد بود. این درحالی است که اگر مقیاس‎های مکانی کوچک در جریان 
غالب شوند، سرعت تولید آشفتگی به دلیل پایین بودن سطح انرژی جنبشی 
در  ورتیسیتی  همتراز  خطوط   ،2 می‌یابد. شکل  کاهش  مکانی  مقیاس‎های 
چهار گام زمانی مختلف نشان می‎دهد. به وضوح غالب بودن گردابه‎های با 
چرخش بالا قابل مشاهده است. با مشاهده مرحله به مرحله می‎توان دریافت 
هیچ  بدون  مشخص  نقطه  یک  در  زیادی  تغییرات  زمانی  گام  هر  در  که 

قاعده‎ای رخ داده است که با مفهوم آشفتگی تطابق دارد.
شکل3 خطوط همتراز تابع جریان، را در چهار گام زمانی مختلف نشان 
ابتدا جریان حالتی متقارن  می‌دهد. همانطور که در شکل دیده می‌شود در 
جریان  میدان  سوی  دو  در  متوازن  صورت  به  ها  گردابه  و  داشته  پایدار  و 
شکل گرفته‎اند. با گذشت زمان ساختار جریان کاملا پیچیده‌تر شده و تعداد 

هسته‎های چرخشی بدون قاعده خاصی افزایش پیدا کرده‎است. 
بیان میزان  در تحلیل جریان سیال، ورتیسیتی به عنوان معیاری برای 
چرخش یا گردش جریان در نواحی مختلف دامنه مورد استفاده قرار می‎گیرد. 
ناحیه  یک  در  کمیت  این  متوسط  مقدار  دهنده  نشان  ورتیسیتی  متوسط 
خاص از میدان جریان است و به درک رفتار کلی جریان از نظر ساختارهای 

گردابه‎ای کمک می‎کند. 
در شکل4  خطوط همتراز متوسط میدان ورتیسیتی نشان داده شده‎است. 
شکل‎گیری  سبب  و  بوده  لزجت  بر  اینرسی  غلبه  بیانگر  بالا  رینولدز  عدد 
ساختارهای گردابه‎ای قوی‎تر و پیچیده‎تر در جریان می‎گردد. از سوی دیگر، 
نیروی  مانند  چرخشی  نیروهای  نقش  تضعیف  معنای  به  بالا  راسبی  عدد 
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جدول 3. مشخصات سيستم محاسباتی مورد استفاده.

Table 3. Specifications of the computing system used

 سيستم محاسباتی مورد استفادهمشخصات  (0) جدول

Specifications of the computing system used 

 ASUS X556UF تاپمدل لپ

 Intel(R) Core (TM) i7-6500U CPU @ 2.50GHz   2.59 GHz پردازنده

 RAM 8 GB حافظه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 4. زمان محاسبات بکار رفته برای مدل رتبه‌کاسته و شبیه‎سازی عددی مستقیم.

Table 4. Computational time used for the Reduced Order Model and direct numerical simulation.

 سازي عددي مستقيمو شبيه كاستهبکار رفته براي مدل رتبهمحاسبات زمان  (8) جدول

Computational time used for the Reduced Order Model and 
direct numerical simulation 

 زمان محاسبات)دقيقه( مدل
 881 سازي عددي مستقيمشبيه

 61 كاستهمدل رتبه
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    
 (د) (ج) (ب) (الف)

 
 =01t( د) و =01t( ج) ،=21t( ب) ،=11t( الف) برای ورتیسیتی همتراز خطوط(: 2 شکل

Fig. 2: Contour plots vorticity for a) t=10, b) t=20, c) t=50, d) t=70 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.t=70 )د( و t=50 )ج( ،t=20 )ب( ،t=10 )شکل 2. خطوط همتراز ورتیسیتی برای )الف

Fig. 2. Contours of vorticity for a) t=10, b) t=20, c) t=50, d) t=70.
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(الف) (ب)  (ج)  (د)   

 =01t( د) و =01t( ج) ،=21t( ب) ،=11t( الف) برای  جریان تابع همتراز خطوط(: 3شکل 
Fig. 3: Contour plots stream function for a) t=10, b) t=20, c) t=50, d) t=70 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.t=70 )د( و t=50 )ج( ،t=20 )ب( ،t=10 )شکل 3. خطوط همتراز تابع جریان  برای  )الف

Fig. 3. Contours of streamfunction for a) t=10, b) t=20, c) t=50, d) t=70.

ناپایداری،  به  جریان  تمایل  افزایش  باعث  ترکیب  این  است.  کوریولیس 
آشفتگی و تولید گردابه‎های شدیدتر می‎شود. در چنین شرایطی، شدت جریان 
چرخشی در نواحی مختلف میدان جریان افزایش یافته، و به دنبال آن مقدار 

متوسط ورتیسیتی نیز بیشتر می‎شود. 

پایدارسازی مدل رتبه‎کاسته مبتنی بر روش تجزیه مود دینامیکی1-10  -
در کاربرد روش تجزیه مود دینامیکی برای مسائلی مانند معادله انتقال 
ورتیسیتی باروتروپیک، برخی چالش‎ها وجود دارند که می‎توان به موارد زیر 

اشاره کرد:
1( مودهایی با رفتار ناپایدار: یکی از ویژگی‎های مهم روش تجزیه 
بهینه متمایز می‎کند، عدم  از روش‎ تجزیه متعامد  را  مود دینامیکی که آن 
تعامد مودهای آن است. برخلاف مودهای روش تجزیه متعامد بهینه که به 
صورت بهینه به ترتیب بیشینه انرژی مرتب می‎شوند، مودهای روش تجزیه 
مود دینامیکی نه متعامد هستند و نه الزاما قابل رتبه‎بندی انرژی می‎باشند. این 
ویژگی سبب می‎شود که تحلیل انرژی مودها در روش تجزیه مود دینامیکی 
دشوار بوده و نتوان به طور واضح مشخص کرد که کدام مود بیشترین سهم را 
در دینامیک سیستم دارد. در نتیجه ممکن است مودهایی که رفتاری ناپایدار 
دارند در مدل باقی بمانند، زیرا در روش تجزیه مود دینامیکی شاخصی برای 

ارزیابی انرژی مودها وجود ندارد.  
2( وابستگی شدید به دقت داده‌ها در زمان و مکان: از آن‎جایی 
که روش تجزیه مود دینامیکی داده محور می‎باشد، بنابراین ممکن است یکی 

 
  ورتیسیتی متوسط بخش همتراز خطوط(: 4شکل 

Fig. 4: Contour plots of the middle section of the vorticity 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. خطوط همتراز بخش متوسط ورتیسیتی. 

Fig. 4. Contours of the mean parts of the vorticity.
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از دلایل ناپایداری در این مسئله، تعداد محدود نمایه‌ها و دقت مکانی پایینی 
باشد که در حل عددی مسئله موردنظر استفاده شده‎است. بنابر چالش‎هایی 
که اشاره شد از روش‎های پایدارسازی استفاده شده‎است. در شکل‎های 4 و 5 
مقایسه‎ای بین روش‎های پایدارسازی، مدل رتبه‎کاسته استاندارد و داده‎های 

حاصل از حل دقیق صورت گرفته است. همانطور که در شکل‎ها مشخص 
است نتایج حاصل از مدل رتبه‎کاسته استاندارد تا بخشی آورده شده‎است و از 
این بخش به بعد نتایج واگرا شده و اعداد بی‎معنایی بدست‎آمده که در نمودار 
را  سیستم  نتوانسته  پایدارسازی  روش‎های  هم‎چنین  نمی‎باشد.  ترسیم  قابل 

  

  

  
های کاسته اصلاح شده با روشکاسته استاندارد، مدل رتبهضرایب مودال حاصل از مدل رتبه حقیقیمقایسه تغییرات زمانی بخش (: 5شکل 

 های حل دقیق دادهسازی و پایدار
Fig. 5: Comparison of time variations of the real part of modal coefficients obtained from the standard 

Reduced Order Model, the modified Reduced Order Model with stabilization methods and exact 
solution data 

 

 

 

 

شکل 5. مقایسه تغییرات زمانی بخش حقیقی ضرایب مودال حاصل از مدل رتبه‎کاسته استاندارد، مدل رتبه‎کاسته اصلاح شده با روش‎های 
پایدار‎سازی و داده‎های حل دقیق.

Fig. 5. Comparison of time variations of the real part of modal coefficients obtained from the standard Re-
duced Order Model, the modified Reduced Order Model with stabilization methods and exact solution data
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اصلاح و دینامیک حاکم بر مسئله را به درستی پیش‎بینی کند. برای مراجعه 
آورده  آنها  به  مربوط  روابط  جدول5،  در  پایدارسازی،  معادلات  به  آسان‎تر 

شده‎است:
حاصل  مودال  ضرایب  حقیقی  بخش  زمانی  تغییرات  بین  شکل5  در 
روش‎های  با  شده  اصلاح  رتبه‎کاسته  مدل  استاندارد،  رتبه‎کاسته  مدل  از 
پایدارسازی  نتایج  انجام شده‎ که  پایدار‎سازی و داده‎های حل دقیق مقایسه 
انحراف قابل توجهی با داده‎های حل دقیق دارد. در شکل 6 مقایسه تغییرات 
استاندارد،  رتبه‎کاسته  مدل  از  حاصل  مودال  موهومی ضرایب  بخش  زمانی 
مدل رتبه‎کاسته اصلاح شده با روش‎‎های پایدار‎سازی و داده‎های حل دقیق 
صورت گرفته‎است. همانطور که مشاهده می‎شود روش پایدارسازی نتوانسته 

دینامیک حاکم بر جریان را به درستی پیش‎بینی کند.

اصلاح مدل رتبه‎کاسته مبتنی بر روش تجزیه مود دینامیکی2-10  -
روش  از  بدست‎‎‎آمده  نتیجه‎های  مقایسه  و  بررسی  به  بخش  این  در 
اصلاح مدل رتبه‎کاسته مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی پرداخته می‎شود. این 
دقیق،  با حل  استاندارد  داده‎های  بین  رساندن خطاهای  به حداقل  با  روش 
موجب پایداری و انطباق بیشتر پاسخ‎های مدل با نتایج حاصل از حل دقیق 
می‎شود. به منظور ارزیابی صحت نتیجه‎های حاصل از مدل استاندارد و مدل 
مقایسه  از مدل شبیه‎سازی عددی مستقیم  داده‎های حاصل  با  اصلاح‎شده، 
شده‎اند. در شکل7 و شکل8 به ترتیب مقایسه‎ بین مدل اصلاح‎شده، مدل 
تغییرات  دامنه  تحلیل  در  و شبیه‎سازی عدی مستقیم،  استاندارد  رتبه‎کاسته 
زمانی بخش حقیقی و موهومی ضرایب مودال صورت گرفته‎است. همانطور 
رتبه‌کاسته  مدل  اصلاح  از روش  بهره‌گیری  با  است،  نتایج مشخص  از  که 
پایداری نتایج حاصل از مدل در زمان‌های مختلف نیز به خوبی حاصل شده‌ 
و مدل حاصل دارای دقت مناسب برای پیش‎بینی دینامیک حاکم بر مسئله 

خواهد بود. 

و  شده  اصلاح  مدل  بین  خطا  حاصله،  نتایج  از  بیشتر  اطمینان  برای 
شبیه‎سازی عددی مستقیم برای ضرایب مودال حقیقی و موهومی محاسبه 
مدل  از  حاصل  نتایج  بین  متوسط  خطای  مقادیر   )6( جدول  در  شده‎است. 
اصلاح شده و شبیه‎سازی عددی مستقیم برای ضرایب مودال بخش حقیقی 
موهومی شش  بخش  برای  مقدار خطا  است  ذکر  به  آورده شده‌است. لازم 

ضریب مودال صفر بدست آمده‌است.

نتیجه‎گیری11 -
درک  و  توصیف  در  توجهی  قابل  سهم  همواره  محاسباتی  رویکرد 
فیزیکی  مسائل  حل  برای  است.  داشته  اقیانوسی  و  اتمسفری  جریان‎های 
یک  به  مستقیم  عددی  شبیه‏سازی  سریع،  زمانی  و  مکانی  تغییرات  با 
تکنیک مدل‎سازی با صحت و دقت بالا بدل شده‎است. با این‎حال به دلیل 
محققان  روش،  این  بالای  هزینه  و همچنین  محدودیت‎های سخت‎افزاری 
حوزه مکانیک سیالات به تجزیه مودال به عنوان ابزار انتخابی برای تجزیه 
از توسعه مدل رتبه‎کاسته، کاهش  و تحلیل داده‎محور روی آورده‎اند. هدف 
و  مطالعه جریان‎های جوی  برای  است. همچنین  پیچیدگی‏های محاسباتی 
بودن محاسبات  بر  یا هزینه  و  داده‏برداری  بودن  زمان‎بر  دلیل  به  اقیانوسی 
آزمایشگاهی، روش رتبه‎کاسته پیشنهاد شده‎است. یکی از الگوهای پرکاربرد 
برای توسعه‎ی مدل رتبه‎کاسته روش تجزیه مود دینامیکی می‎باشد. در مطالعه 
اقیانوسی  مدل  یک  عنوان  به  باروتروپیک  ورتیسیتی  انتقال  معادله  حاضر، 
شبه‎ژئوستروفیک با استفاده از مدل رتبه‏کاسته معادله‎محور مبتنی بر تجزیه 
مود دینامیکی، با حفظ ویژگی‎های ذاتی مسئله توسعه یافته است. با ترکیب 
مدل رتبه‎کاسته معادله‎محور با یک روش اساسا داده‏محور که همان روش 
تجزیه مود دینامیکی است، مدل‎سازی به مراتب از دقت بالاتری برخوردار 
به  رتبه‎کاسته، می‎توان  توسعه مدل‎های  در  از چالش‎های مهم  بود.  خواهد 
از  ذاتی شماری  ناپایداری  و  مودها  از  تعدادی  اثر حذف  در  مدل  ناپایداری 

جدول 5. روش‎های پایدارسازی مدل رتبه‎کاسته مبتنی بر تجزیه مود دینامیکی.

Table 5. Reduced Order Model stabilization methods based on dynamic mode decomposition

 كاسته مبتنی بر تجزیه مود دیناميکیهاي پایدارسازي مدل رتبهروش (8) جدول

Reduced Order Model stabilization methods based on dynamic 
mode decomposition 

k/ (00روش اول )معادله  Rk N 

2 (81روش دوم )معادله
/k Rk N 

k/ (81روش سوم )معادله Rk N 
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های کاسته اصلاح شده با روشکاسته استاندارد، مدل رتبهضرایب مودال حاصل از مدل رتبه موهومی مقایسه تغییرات زمانی بخش(: 6شکل 

 های حل دقیق دادهسازی و پایدار
Fig. 6: Comparison of time variations of the imaginary part of modal coefficients obtained from the 
standard Reduced Order Model, the modified Reduced Order Model with stabilization methods and 

exact solution data 
 

 

 

 

شکل 6. مقایسه تغییرات زمانی بخش موهومی ضرایب مودال حاصل از مدل رتبه‎کاسته استاندارد، مدل رتبه‎کاسته اصلاح شده با روش‎های 
پایدار‎سازی و داده‎های حل دقیق. 

Fig. 6. Comparison of time variations of the imaginary part of modal coefficients obtained from the standard 
Reduced Order Model, the modified Reduced Order Model with stabilization methods and exact solution data.
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 ضرایب حقیقی بخش زمانی تغییرات دامنه بینیپیش در مستقیم عدی سازیشبیه و استاندارد کاستهرتبه مدل ،شدهمدل اصلاح ینب مقایسه(: 0شکل 

  مودال
Fig. 7: Comparison between the Calibrationed model, the standard Reduced Order Model, and direct 

numerical simulation in predicting the amplitude of time variations of the real part of modal 
coefficients 

 

شکل 7. مقایسه‎ بین مدل اصلاح‎شده، مدل رتبه‎کاسته استاندارد و شبیه‎سازی عدی مستقیم در پیش‌بینی دامنه تغییرات زمانی بخش حقیقی 
ضرایب مودال.

Fig. 7. Comparison between the Calibrated Reduced Order model, the Standard Reduced Order Model, and 
direct numerical simulation in predicting the amplitude of time variations of the real part of modal coefficients.
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 موهومی بخش زمانی تغییرات دامنه بینیپیش در مستقیم عدی سازیشبیه و استاندارد کاستهرتبه مدل ،شدهمدل اصلاح ینب مقایسه(: 8شکل 

  مودال ضرایب
Fig. 8: Comparison between the Calibrationed model, the standard Reduced Order Model, and 

direct numerical simulation in predicting the amplitude of time variations of the imaginary part of 
modal coefficients 

 

شکل 8. مقایسه‎ بین مدل اصلاح‎شده، مدل رتبه‎کاسته استاندارد و شبیه‎سازی عدی مستقیم در پیش‌بینی دامنه تغییرات زمانی بخش موهومی 
ضرایب مودال .

Fig. 8. Comparison between the Calibrated Reduced Order model, the Standard Reduced Order Model, and 
direct numerical simulation in predicting the amplitude of time variations of the imaginary part of modal coef-

ficients.
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مودها اشاره کرد. این موضوع سبب کاهش پایداری پاسخ سیستم دینامیکی 
حاکم بر مسئله شده و ممکن است رفتار سیستم به سمت واگرایی پیش رود. 
لزجت  مفهوم  با  مشابه  رویکردی  از  رتبه‎کاسته  مدل  پایدارسازی  منظور  به 
گردابه‎ای مشابه با آنچه در مدل‎سازی جریان‎های آشفته بکار می‎رود، بهره 
و  خطی  عبارت‎های  به  جدید  ترم‎هایی  شدن  اضافه  با  کار  این  برده‎است. 
دادند  نشان  پژوهش  از  حاصل  نتایج  می‎گیرد.  انجام  رتبه‎کاسته  مدل  ثابت 
مدل  رفع خطای  نمی‌تواند سبب  تنهایی  به  پایدارسازی  ترم  از  استفاده  که 
مدل  لیکن  شود.  جریان  بر  حاکم  دینامیک  دقیق  پیش‌بینی  در  رتبه‌کاسته 
زمانی  تغییرات  گرادیان  بین  خطای  کمینه‎سازی  اساس  بر  که  اصلاح‌شده 
با  یافته، می‌تواند  توسعه  دقیق،  داده‌های  و  رتبه‌کاسته  مدل  مودال  ضرایب 
دقت بسیار بالاتری تغییرات زمانی میدان جریان را محاسبه کند. بر اساس 
تحلیل‎هاي صورت گرفته، از مهم‎ترین دست‎آوردهای این پژوهش می‎توان 

به موارد زیر اشاره کرد:
	1 مطالعه برای بکارگیری روش‎های مختلف پایدارسازی مدل رتبه‌کاسته (

جریان شبه ژئوستروفیک مبتنی بر معادله انتقال ورتیسیتی باروتروپیک
	2 استفاده از مدل بهینه‌سازی شده مبتنی بر کمینه‌سازی خطای موجود بین (

پیش‌بینی مدل رتبه‌کاسته و داده‌های حل دقیق
	3 کاهش چشمگیر زمان محاسبات مدل رتبه‎کاسته اصلاح‎شده درمقایسه (

با داده‎های حاصل از حل دقیق، در عین دقت بالای بازسازی الگوهای 
جریان
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