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کوپل  تنش  تئوری  براساس  غیرمحلی  بور  نیترید  تیموشنکو  تیر  نانو  غیرخطی  کمانش  تحليل 
اصلاح‌شده با استفاده از روش مربع‌سازی دیفرانسیلی
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تئوري  براساس  الاستیک  بستر  بر  بور غیر محلی  نیترید  تيموشنكو  تير  نانو  تحليل کمانش غیرخطی  مقاله  این  در  چکیده: 
تنش کوپل اصلاح‌شده، مدل الاستیسیته غیرمحلی ارینگن و تئوری غیرخطی هندسی ون‌کارمن مورد بررسی قرار گرفته است. 
معادلات حاکم بر حرکت و شرایط مرزی با استفاده از اصل همیلتون به دست می‌آیند. به منظور حل معادلات غیرخطی حاکم 
بر حرکت، از روش مربع‌سازی دیفرانسیلی برای به دست آوردن مقدار بار کمانش بحرانی برای شرایط مرزی دوسرمفصل و 
یکسرگیردار-یکسرمفصل استفاده می‌شود. نتايج حاصل از اين تحقيق با نتايج به دست آمده توسط دیگر محققان مقايسه شده 
ارینگن، ضریب  غیرمحلی  پارامتر  پارامترهای مختلف همچون  تاثیر  نهایت  در  است.  برقرار  آنها  بين  بسيار خوبي  تطابق  كه 
لاغری نانوتیر، میدان الکتریکی، تغییرات دمایی و پارامتر مقیاس طول ماده روی مقدار بار کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو 
غير محلي مورد بررسی قرار می‌گیرد. نتايج حاصل از اين تحقيق نشان مي‌دهد كه با افزايش پارامترهای غير محلي ارينگن، 
ضریب لاغری، میدان الکتریکی و تغییرات دمایی، مقدار بار کمانش بحرانی كاهش ميي‌ابد و از طرفی دیگر مقدار بار کمانش 
بحرانی با افزایش پارامتر مقیاس طولی ماده افزایش می‌یابد. ضمنا مقدار بار کمانش بحرانی برای تیر دوسرمفصل کمتر از تیر 

یکسرگیردار-یکسرمفصل است.
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مقدمه-11
تئوری الاستیسیتة غیرمحلی برای اولین بار توسط ارینگن ]1[ مطرح شد 
تا بتوان اثر مقیاس کوچک1 در الاستیسیته غیرمحلی را مورد بررسی قرار داد. 
نظریه ارینگن فرض می‌کند که تنش در یک نقطه به کرنش در سایر نقاط 
وابسته است. بنابراین معادلات تغییر کرده و در این حالت دیگر نمی‌توان از 
معادلات کلاسیک )محلی( استفاده کرد. این نظریه تاکنون به طور وسیعی 
برای تحلیل خمش، کمانش و ارتعاش آزاد تیر در مقیاس میکرو و نانو تحت 
بارگذاری‌های الکتروترمومکانیکی مورد استفاده قرار گرفته است. سوداک ]2[

با احتساب نیروهای  نانولوله‌های کربنی را  از  کمانش ستون بسیار کوچکی 
واندروالس و اثر مقیاس کوچک مورد مطالعه قرار داد و نشان داد که میزان 
کرنش محوری بحرانی در مقایسه با نتایج تیرهای کلاسیک کاهش می‌یابد. 
انصاری و همکاران ]3[ رفتار خمش و کمانش نانوتیرهای شامل اثرات تنش 
سطحی را برای تئوری‌های مختلف مورد ارزیابی قرار داد. همچنین کومار و 
همکاران ]4[ تحلیل کمانش نانولوله‌های کربنی را با استفاده از تئوری‌های 
محیط پیوسته غیرمحلی بسط دادند. آنها اثرات اندازه را با بکاربردن تئوری 
و  کمانش  ]5[ خمش،  ردی  گرفتند.  نظر  در  ارینگن  غیرمحلی  الاستیسیته 
ارتعاشات تیر را با استفاده از تئوری الاستیسیته غیرمحلی بررسی کرد. وی 

1 Small Scale Effect
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با درنظرگرفتن تئوری‌های مختلف تیر شامل اویلر-برنولی، تیموشنکو، ردی 
فرکانس  و  بحرانی  کمانش  بار  خیز،  برای  تحلیلی  جواب‌های  لوینسون  و 
طبیعی را متناسب با هر یک از تئوری‌ها به دست آورد. الطاهر و همکاران 
]6[ به تجزیه و تحلیل استاتیکی و کمانش نانوتیرهای مدرج تابعی تیموشنکو 
پرداختند. آنها میزان اهمیت و تاثیرگذاری برخی پارامترها مانند نحوة توزیع 
ماده در راستای ضخامت و همچنین شرایط مرزی روی رفتار خمش و کمانش 
نانوتیرها را مورد مطالعه قرار دادند. آیدگدو ]7[ یک حالت تعمیم‌یافته‌ای از 
و  بتوان خمش، کمانش  این طریق  از  تا  ارائه کرد  را  تیر غیرمحلی  تئوری 
ارتعاش آزاد نانو تیر را مورد مطالعه قرار داد. وانگ و همکاران ]8[ کمانش 
میکرو و نانومیله‌ها/لوله‌ها را بر اساس تئوری تیر تیموشنکو غیرمحلی مورد 
پارامترهای مقیاس کوچک  آنها نشان می‌دهد که  نتایج  بررسی قرار دادند. 
و تغییرشکل برشی عرضی تاثیر مهمی در نتایج خروجی دارند. همچنین در 
آزاد تیر تیموشنکو  ارتعاش  کار دیگری وانگ و همکاران ]9[، حل تحلیلی 
غیرمحلی را مورد ارزیابی قرار داده‌اند. فادیکار و پردهان ]10[ روابط المان 
ارائه  تیموشنکو  و  اویلر-برنولی  تیرهای  الاستیسیته  تئوری  برای  را  محدود 
تیر  کمانش  و  ارتعاش  خمش،  تحلیل  محدود،  المان  روش  با  آنها  دادند. 
غیرمحلی را برای شرایط مرزی گوناگون محاسبه کردند. مورمو و پردهان 
]11[ تحلیل کمانش نانولوله کربنی تک‌جداره قرار گرفته بر بستر الاستیک 
را بر اساس تئوری الاستیسیته غیرمحلی و تیر تیموشنکو ارائه کردند. آنها با 
روش مربع‌سازی دیفرانسیلی، تاثیر پارامتر غیرمحلی و ضریب لاغرشدگی را 
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روی رفتار کمانشی نانوتیر مورد ارزیابی قرار داده‌اند. یانگ و همکاران ]12[
ارتعاش آزاد غیرخطی نانولوله‌های کربنی تک جداره را با استفاده ار تئوری 
مانند  پارامترهایی  تاثیر  کار  این  در  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  تیموشنکو  تیر 
ضریب غیرمحلی، طول، شعاع و شرایط مرزی روی مشخصات ارتعاش آزاد 
غیرخطی تعیین شده است. تای ]13[ نظریه تغییرشکل برشی تیر غیرمحلی 
دیفرانسیل  روابط  از  استفاده  با  نانوتیرها  ارتعاش، کمانش و خمش  برای  را 
تحلیل   ]14[ محمدی‌مهر  و  رحمتی  داد.  ارائه  ارینگن  ساختاری  غیرمحلی 
ارتعاشات نانومیله نیترید بور غیرهمگن و مقطع متغیر بر بستر الاستیک با 
استفاده از روش مربع‌سازی دیفرانسیلی را بررسی کردند. یاس و صمدی ]15[ 
ارتعاشات آزاد و کمانش تیرهای کامپوزیتی تقویت‌شده با نانولوله کربنی روی 
بستر الاستیک را بر اساس تئوری تیموشنکو تحلیل نمودند. آنها نشان دادند 
الاستیک، ضریب  بستر  میزان سفتی  نانولوله،  پارامترهای کسر حجمی  که 
لاغرشدگی و شرایط مرزی روی مقدار فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی 
اثر مهمی دارند. قربانپور آرانی و همکاران ]16[ کمانش الکتروترمومکانیکی 
نانولوله‌های نیترید بور دوجداره جاسازی شده در مجموعه نانولوله‌های کربنی 
را با استفاده از تئوری پوسته استوانه‌ای پیزوالاستیسیته غیرخطی مورد بررسی 
قرار دادند. همچنین در مطالعه دیگر، قربانپور آرانی و همکاران ]17[ به مطالعه 
و بررسی ارتعاش غیرخطی نانولوله‌های نیترید بور تک جداره بر اساس تئوری 
تیر تیموشنکو با استفاده از روش مربع‌سازی دیفرانسیلی پرداختند. آنها نشان 
مهمی  بسیار  اثر  پایین  شکل  ضرایب  در  کوچک  مقیاس  پارامتر  که  دادند 
از اثر آن صرفنظر کرد.  دارد اما برای مقادیر بزرگتر ضریب شکل می‌توان 
کامپوزیتی  نانو  ورق  آزاد  ارتعاش  بررسی  به   ]18[ همکاران  و  محمدی‌مهر 
پلیمری کوپل شده ویسکوالاستیک تقویت‌شده با توزیع‌های مختلف نانو لوله 
کربنی با استفاده از تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده، تئوری تغییر شکل 
برشی سینوسی و روش بدون شبکه پرداختند. صالحی خوجین و جلیلی ]19[ 
رفتار کمانشی کامپوزیت‌های پلیمری تقویت‌شده با نانولوله نیترید بور تحت 
دادند  نشان  آنها  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  را  الکتروترمومکانیکی  بارگذاری 
حرارت  جریان  و  ولتاژ  جهت  به  وابسته  الاستیک  بستر  تکیه‌گاهی  اثر  که 
تنش کوپل  تئوری  بررسی  به   ]20[ دانش‌مهر  و  است. محمدآبادی  اعمالی 
و  اویلر-برنولی  کامپوزیتی  لایه‌دار  تیرهای  کمانش  تحلیل  در  اصلاح‌شده 
مقیاس  پارامتر  مانند  پارامترها  برخی  تاثیر  کار  این  در  پرداختند.  تیموشنکو 
میکروکامپوزیتی  لایه‌دار  تیر  رفتار  روی  تیر  طول  و  ضخامت  ماده،  طولی 
نشان داده شده است. چن و همکاران ]21[ به ارائه یک مدل تیر کامپوزیتی 
ردی بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح‌شده پرداختند. یافته‌های آنها بیانگر 
آن است که میزان تغییرشکل و تنش حاصل از این مدل کمتر از حالتی است 
که مدل تیر تیموشنکو و یا اویلر-برنولی در نظر گرفته شود. رفتار کمانش 
و پس از کمانش حرارتی ورق‌های کامپوزیتی تقویت‌شده با نانولوله کربنی 
توسط شن و جانگ ]22[ مورد تحلیل قرار گرفت. آنها نشان دادند که دمای 
کمانش و همچنین استحکام پس از کمانش حرارتی متناسب با توزیع مدرج 
تابعی تقویت‌کننده‌ها افزایش می‌یابد. کی و همکاران ]23[ به بررسی خمش، 

پرداختند. مطالعات  تابعی  ارتعاش میکرو ورق‌های حلقوی مدرج  و  کمانش 
آنها نشان داد که چنانچه نسبت ضخامت میکرو ورق به پارامتر مقیاس طولی 
اندازه آن روی میزان خمش، کمانش و رفتار  تاثیر  باشد،  از 10  ماده کمتر 

ارتعاشی بسیار مهم است.
بستر  بر  بور  نیترید  نانولوله  غیرخطی  کمانش  تحليل  مقاله  این  در 
الاستیک با استفاده از تئوري تير تيموشنكو و تنش کوپل اصلاح‌شده براساس 
ون‌کارمن  هندسی  غیرخطی  تئوری  و  ارینگن  غیرمحلی  الاستیسیته  مدل 
ساختارهای  برای  کلاسیک  تنش  تئوری  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد 
پارامتر غیر  )بدون در نظر گرفتن  قرار می‌گیرد  استفاده  ماکروسکوپی مورد 
مواد  برای   .)lm( ماده  مقیاس کوچک طولی  پارامتر  و   )e0a( ارینگن  محلی 
محلی  غیر  پارامتر  شامل  کوچک  مقیاس  اثرات  میکرو،  و  نانو  مقیاس  در 
تئوری  براساس  ترتیب  به   )lm( ماده  مقیاس کوچک طولی  پارامتر  و   )e0a(
طور  به  اصلاح‌شده  کوپل  تنش  تئوری  و  ارینگن  محلی  غیر  الاستیسیته 
همزمان در تحقیق حاضر در نظر گرفته شده است. پارامتر غیرمحلی ارینگن 
)e0a( حاصلضرب مقدار ثابت e0 و طولی مشخصه داخل اتمی a است که 
یا سایر مدل‌ها،  نتایج تجربی و  با  به منظور مطابقت مدل حاضر   e0 مقدار 
پارامتر غیرمحلی  پارامترهایی همچون  تاثیر  نهایت  تقریب زده می‌شود. در 
پاسترناک،  برشی  مدول  وینکلر،  فنری  ثابت  لاغرشدگی1،  ضریب  ارینگن، 
اثرات میدان الکتریکی، تغییرات دمایی و مقیاس طولی ماده2 روی مقدار بار 

کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو غيرمحلي مورد مطالعه قرار می‌گیرد.

تئوری الاستیسیتة غیرمحلی-22
 )Σ( بر حسب تنش کلاسیک )σ( رابطة معروف تانسور تنش غیرمحلی

به صورت زیر بیان می‌شود]1 و 24 [:

(()2 2
(1 ( ) )0e a Cij ijkl klσ ε− ∇ =

ترتیب  به   εkl و   σij و  الاستیسیته  مدول  تانسور   Cijkl معادله   این  در 
تانسورهای تنش و کرنش می‌باشند و e0a ضریب پارامتر غیرمحلی ارینگن 
بوده و 2∇ برای مدل تیر تیموشنکو به صورت aaaa تعریف می‌شود. در اینجا 
نانولولة نیترید بور به صورت نانوتیر تیموشنکو با سطح مقطع لوله‌ای شکل 
به شعاع متوسط r، طول L و ضخامت h بر روی بستر الاستیک طبق شکل 

1 در نظر گرفته شده است.
با فرض ارتعاش نانولوله‌های نیترید بور در صفحة xz و بر اساس تئوری 
با         به ترتیب  z که  x و  تیر تیموشنکو، میدان جابجایی در جهت محورهای 

)U(x,z,t و )W(x,z,t نشان داده می‌شوند، عبارتند از]5[:

(()
( , , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

W x z t W x t

U x z t U x t z x t

=

= + Ψ

که x مختصه طولی، z مختصه در راستای ضخامت روی سطح میانی 
جابجایی  مولفه‌های   W(x,t( و   U(x,t( همچنین  می‌شود.  اندازه‌گیری  تیر 

1 Slenderness ratio
2 Material length scale parameter

∂2/∂x
2
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در صفحة میانی، Ψ میزان چرخش سطح مقطع تیر و t زمان است. روابط 
غیرخطی کرنش-جابجایی تئوری ون‌کارمن به صورت زیر می‌باشند:

(()

2
1
2

U W
zxx

x x x

W
xz

x

ε

γ

∂ ∂ ∂Ψ
= + +

∂ ∂ ∂

∂
= + Ψ

∂

 
 
 

معادلات حاکم بر مسئله-33
کار  و   T جنبشی   ،U پتانسیل  انرژی‌های  مجموع  کل  پتانسیل  انرژی 

ناشی از نیروهای خارجی V به صورت رابطة زیر بیان می‌شود:
(()( )T U VΠ = − +

با استفاده از حساب تغییرات و اصل حداقل انرژی، رابطة )4( به صورت 
رابطة زیر به دست می‌آید:

(()
2 0
1

0

t
dtt

T U V

δ

δ δ δ δ

Π =∫

Π = − − =

نیروهای  کار  از  ناشی  انرژی  و   T جنبشی  انرژی   ،U پتانسیل  انرژی 
 P که شامل کار مربوط به بستر الاستیک و بار محوری فشاری V خارجی

است، به صورت روابط زیر بیان می‌شوند:

(()( )1
2 .02

LU m dA dxA xy xyxx xx xz xzσ ε τ γ χ= + +∫ ∫

(()

1
. .0

2
2 2 21

0
2

LT V V dA dxA

L U WA A I dx
t t t

ρ
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(()( )1 2 2
02
LV k W G W P W W dxw p= − − + ∇ − ∇∫

اینرسی سطحی  ممان  و  مقطع  ترتیب سطح  به   I و   A بالا  روابط  در 
و           برشی  و  نرمال  تنش‌های  ترتیب  به   τxz ،σxx جرمی،  دانسیتة   ρ نانولوله، 
mxy ،χxy به ترتیب انحناء و تنش کوپل مطابق با رابطه )V ،)9 بردار سرعت 

حاصل از مشتق زمانی رابطة )kw ،)2 و Gp به ترتیب ثابت فنری نوع وینکلر 
و ثابت برشی نوع پاسترناک و P نیروی محوری فشاری است.
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∂Ψ ∂= −
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=

در رابطه )lm ،)9 پارامتر مقیاس طولی ماده است. برای تیر تیموشنکو با 
حرکت عرضی در صفحة xz رابطة ساختاری غیرمحلی )1( را می‌توان برای 

حالت یک بعدی به صورت زیر بیان کرد]5[:
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∂

که E و G به ترتیب مدول یانگ و برشی، αx و T ضریب انبساط حرارتی 
و تغییرات دمایی، h11 و Ex ضریب پیزوالکتریک و میدان الکتریکی می‌باشند. 
نیروهای محوری، برشی و گشتاور خمشی منتجه بر حسب مولفه‌های تنش 

به صورت زیر بیان می‌شوند:
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N dAAx xx
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Q dAAx xz
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σ

σ

= ∫
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به  جنبشی  و  پتانسیل  انرژی‌های  تغییرات،  حساب  اصل  از  استفاده  با 
صورت روابط )12( و )13( نشان داده می‌شوند:
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در روابط بالا aaaaaaaaa است. فرم تغییریافتة کار مربوط به نیروهای 
خارجی V با استفاده از اصل حساب تغییرات به صورت زیر نشان داده می‌شود:

Fig. 1. Boron nitride nanotube based on Timoshenko beam theory rest-
ing on elastic foundation

شکل 1: نانولوله نیترید بور بر اساس تئوری تیر تیموشنکو بر بستر 
الاستیک

_

_

β=Glm
2A/2
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با جایگذاری روابط )12(، )13( و )14( در معادلة )5( و قرار دادن ضرایب  
δW، δU و δΨ برابر صفر، معادلات حرکت زیر به دست می‌آیند:

)15-الف( 	
2

N Ux A
x t

ρ
∂ ∂

=
∂ ∂

 
 
 

)15-ب( 	

3 4
3 4

2 2 2

2 2 2

QW WxN x x xx x x

W W W
k W G P Aw p

x x t

β

ρ

∂∂ ∂  ∂ Ψ ∂ + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
− + − =

∂ ∂ ∂

 
 
 

)15-ج( 	
2 3 2

2 3 2

M Wx Q I
xx x x t

β ρ
∂ ∂ Ψ ∂ ∂ Ψ

− + − =
∂ ∂ ∂ ∂

 
 
 
 

رابطة بین مولفه‌های منتجة نیرو و گشتاور خمشی برای هر دو تئوری 
از معادلات )10(، )11( و )3( به صورت زیر  استفاده  با  محلی و غیرمحلی 

بیان می‌شوند:
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که ks ضریب تصحیح تنش برشی و متناسب با شکل سطح مقطع تیر 
است. با جایگذاری معادلات )15( در )16( و تعیین مولفه‌های منتجة نیروی 
محوری Nx، نیروی برشی Qx و گشتاور خمشی Mx و جایگذاری در معادلات 
)15( می‌توان به معادلات غیرخطی حاکمة حرکت مطابق روابط )18( رسید. 
پارامترهای تعریف شده زیر به فرم  از  با استفاده  معادلات )18( را می‌توان 

معادلات بی‌بعد )19( تبدیل کرد:
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با جایگذاری پارامترهای بی‌بعد )17( در روابط )18( و برخی ساده‌سازی‌ها، 
فرم بی‌بعد معادلات غیرخطی حاکمة حرکت به صورت زیر به دست می‌آیند:
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به  و  ادامه  در  می‌باشند.  زیر  به صورت  )19-ب(  رابطه  در   Σ2 ،Σ1 که 
منظور حل این معادلات غیرخطی، روش عددی مربع‌گیری دیفرانسیلی و یا 

به اختصار روش DQ1 توضیح داده شده است.
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44-DQ حل معادلات حاکمه حرکت به روش
حل  برای   ]28-25[ دیفرانسیلی  مربع‌سازی  عددی  روش  اینجا  در 
از این  تا  معادلات غیرخطی )19( و شرایط مرزی مربوطه استفاده می‌شود 
طریق بتوان مقدار بار کمانش بحرانی نانولوله نیترید بور غیرمحلی را به دست 

1 Differential Quadrature

آورد. اساس این روش بر مبنای تقریب مشتق یک تابع در نقطة مشخص 
به صورت جمع حاصلضرب فاکتورهای وزنی و مقادیر تابع در یکسری نقاط 
تعیین‌شده در محدودة حل مسئله است. بنابراین می‌توان مختصات u,w,Ψ و 

مشتقات مرتبة k آنها را نسبت به x به صورت زیر تقریب زد:

)22( 	{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , , , , ,
1

N
u w l x u x t w x t x tm m m m m m m

m
ψ ψ∑=

=

)23( 	{ } ( ) ( ) ( ){ }( ), , , , , , ,
1

k N ku w C u x t w x t x tm m m m m mimk x ix m
ψ ψ

∂
∑=

∂ =

چندجمله‌ای‌های   lm(x) ،x محور  جهت  در  انتخابی  نقاط  تعداد   N که 
روابط  از  استفاده  با  که  می‌باشند  وزنی  ضرایب   Cim

(k( و  لاگرانژ  درونیاب 
برگشتی محاسبه می‌شوند. در اینجا از الگوی کسینوسی برای تعیین سیستم 

نقاط داده‌برداری به صورت زیر استفاده می‌شود:
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با اعمال روابط )22( و )23( به معادلات حاکمه حرکت، معادلات )19( 
به صورت روابط )25( درمی‌آیند:
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در روابط بالا نقطه روی پارامتر، بیانگر مشتق آن نسبت به پارامتر بی‌بعد 
زمان است و
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شرایط مرزی در فضای حل عددی برای نانوتیر یکسرگیردار-یکسرمفصل 
و نانوتیر دوسرمفصل بترتیب به صورت روابط )28( و )29( بیان می‌شوند:

)28( 	
0 01 1 1
1 0 , 0

at u w

at u wN N N

ζ ψ

ζ ψ






= → = = =

= → = = ≠

)29( 	
0 0 , 01 1 1
1 0 , 0

at u w

at u wN N N

ζ ψ

ζ ψ






= → = = ≠

= → = = ≠

بردار جابجایی به صورت زیر تعریف می‌شود:

)30( 	{ }, , , 1, 2, ...,D u w i Ni i iψ= =

معادلات )25( را می‌توان به فرم ماتریسی زیر بیان کرد:

)31( 	( ) 0K K D MDL NL+ + =

که در آن M ماتریس جرم، KL ماتریس سفتی خطی و KNL ماتریس 
سفتی غیرخطی بوده که همگی تابع بردار جابجایی D هستند. گفتنی است 
که هر سه ماتریس KL ،M و KNL از مرتبة 3N×3N هستند. حل عمومی 

معادلة )31( را می‌توان به صورت زیر نشان داد:

)32( 	{ }ˆ sinD D ωτ=

که }D{ بردار دامنة جابجایی شامل سه مولفة جابجایی بوده و ω نیز 
بیانگر فرکانس بی‌بعد است. با جایگذاری معادله )32( در معادله )31(، دستگاه 
معادلات جبری غیرخطی بر حسب مولفه‌های جابجایی و فرکانس بی‌بعد به 

صورت زیر به دست می‌آید:

)33( 	{ }2
0K K M DL NL ω+ − =  

باید   ،)33( معادله  غیربدیهی  جواب  تعیین  منظور  به  که  است  واضح 
دترمینان ماتریس ضرایب برابر صفر باشد. با توجه به اینکه ماتریس سفتی 
شامل دو بخش خطی و غیرخطی است، بنابراین روش حل تکرار سعی و خطا 

مورد استفاده قرار می‌گیرد که مطابق با مراحل زیر است:
گام 1: از ماتریس سختی غیرخطی KNL در معادله )33( صرفنظر کرده 

و مقادیر ویژه و بردارهای ویژه مربوطه تعیین می‌شوند.
گام 2: بردارهای ویژه به دست آمده در مرحله قبلی، وزن‌دهی شده و به 
کمک آنها جمله‌های ماتریس سختی غیرخطی KNL محاسبه می‌شوند.

گام 3: با در نظر گرفتن هر دو ماتریس سختی خطی و غیرخطی و به 

کمک معادله )33(، مقادیر و بردارهای ویژه جدید به دست می‌آیند.
گام 4: بردارهای ویژه جدید با بردارهای ویژه قبلی مقایسه شده، چنانچه 

همگرا نباشند گام‌های 2 تا 4 باید تکرار شود.
این روند تا زمانی که شرط همگرایی برای بردارهای ویژه حاصل شود، 

ادامه می‌یابد.

نتایج و بحث-55
به منظور صحت‌سنجی نتایج حاصل از این تحقیق، کار حاضر با نتایج 
به دست آمده توسط مورمو و پردهان ]11[ مورد مقایسه قرار گرفت که برای 
این منظور باید نانولوله کربنی جایگزین نانولوله نیترید بور شود. پارامترهای 
بور به صورت زیر  نیترید  نانولولة  برای  فیزیکی و هندسی درنظرگرفته‌شده 

می‌باشند.

)34( 	

0.313 nm , 5 nm , 1.8 TPa , 0.15 , 0.075 nm ,

25 / 6 , 1 9 N m , 1 - 9N, 0.95 C m ,11

-1
2 5 V m , 1.2 - 6K , 50 C,

r L E h

k k e G e hw ps

E e e T l hx x m

µ

α

= = = = =

= = = =

= = = =

پارامتر e0a با توجه به مقدار پارامتر غیرمحلی بی‌بعد داده شده در مقاله، 
برابر nm 0/75مطابق مرجع ]17[ در نظر گرفته شده است. پارامتر مقیاس 
طولی ماده برای نانوتیرها به صورت ضریبی از ضخامت نانوتیر )lm /h( بین 
0 و 1 مانند مرجع ]21[ در نظر گرفته می‌شود که در کار حاضر این مقدار 

برابر 1 لحاظ شده است.
یکسرگیردار-یکسر مفصل  تیر  تیموشنکو شامل  تیر  نانو  مرزی  شرایط 
)C-S( و تیر دوسرمفصل )S-S( در نظر گرفته شدند. به منظور مقایسه نتایج 
حاصله، نمودار بار کمانش بحرانی برای نانوتیر تیموشنکو غیرمحلی با شرایط 
تکیه‌گاهی دوسرمفصل بر حسب مقادیر مختلف ضریب لاغرشدگی در شکل 
2 نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می‌شود تطابق خوبی بین نتایج 
به دست آمده با کار انجام‌شده توسط مورمو و پردهان ]11[ وجود دارد. گفتنی 
است که پارامترهای فیزیکی و هندسی منظورشده برای مقایسه نتایج، مطابق 

با مقاله مورمو و پردهان ]11[ در نظر گرفته شده‌اند.
همچنین به منظور نشان دادن تاثیر تعداد نقاط انتخابی روی میزان دقت 
و همگرایی نتایج حاصل از روش عددی DQ در تحلیل خطی و غیرخطی 
حاضر، نمودار تغییرات میزان بار کمانش بحرانی بر حسب تعداد نقاط انتخابی 
 N ازای در شکل 3 نشان داده شده است. همانطورکه مشاهده می‌شود به 

بزرگتر از 11، مقدار دقت و همگرایی خوبی در نتایج حاصل می‌شود.
تاثیر پارامتر غیرمحلی ارینگن و ضریب لاغری روی بار کمانش بحرانی 
نانوتیر تیموشنکو برای شرایط مرزی یکسرگیردار-یکسرمفصل و دوسرمفصل 

در جدول 1 نشان داده شده است.
مشخص است که در تمامی حالات، مقدار بار کمانش بحرانی با افزایش 
ضرایب غیرمحلی ارینگن و لاغرشدگی، کاهش می‌یابد که این مقدار کاهش 
است.  دوسرمفصل  نانوتیر  از  بیشتر  یکسرگیردار-یکسرمفصل  نانوتیر  برای 
این رفتار بیانگر اثرگذاری بیشتر پارامتر غیرمحلی ارینگن و ضریب لاغری 

^
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روی نانوتیر یکسرگیردار-یکسرمفصل در مقایسه با نانوتیر دوسرمفصل است.
شکل 4 تاثیر ضریب غیرمحلی ارینگن روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
را نشان می‌دهد. با افزایش مقدار ضریب غیرمحلی، مقدار بار کمانش بحرانی 
نانوتیر کاهش یافته که مقدار نرخ کاهش برای تیر یکسرگیردار-یکسرمفصل 

بیشتر از تیر دوسرمفصل است.

میزان تاثیر ضریب لاغرشدگی)L/r( روی بار کمانش بحرانی نانوتیر در 
شکل 5 نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می‌شود روند تغییرات 
بار کمانش بحرانی نانوتیر با افزایش ضریب لاغرشدگی، نزولی است هرچند 
هرچه  ضمنا  است.  بیشتر  یکسرگیردار-یکسرمفصل  تیر  برای  کاهش  نرخ 
میزان ضریب لاغرشدگی افزایش می‌یابد، میزان اختلاف بین تحلیل خطی 
و غیرخطی برای هر دو حالت شرط مرزی تقلیل یافته و به یکدیگر نزدیک 

می‌شوند.

Fig. 2. The comparison of critical buckling load at the present work 
with the obtained results by Murmu & Pradhan [11]

شکل 2: مقایسه بار کمانش در تحلیل حاضر با کار انجام شده توسط 
مورمو و پردهان ]11[

Fig. 3. The effect of grid points number on the critical buckling load of 
Timoshenko nano  beam

شکل 3: تاثیر تعداد نقاط انتخابی روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو

BC L/r μ=0 μ=0.05 μ=0.1 μ=0.15

C-S

10 24/65631 23/71319 21/34823 18/49882

15 14/59806 14/07216 12/76010 11/19317

20 11/17149 10/81096 9/90968 8/81754

S-S

10 15/35472 15/07908 14/32658 13/27503

15 9/57414 9/44141 9/07898 8/57261

20 8/59327 8/51636 8/30636 8/01293

جدول 1: تغییرات بار کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو با شرایط مرزی 
مختلف نسبت به پارامتر غیرمحلی ارینگن و ضریب لاغری

Table 1. The variation of critical buckling load of Timoshenko nano 
beam versus to Eringen nonlocal parameter and slenderness ratio with 

using different boundary conditions

Fig. 4. The effect of Eringen's nonlocal parameter on the critical buck-
ling load of Timoshenko nano beam.

شکل 4: تاثیر ضریب غیرمحلی ارینگن روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو

Fig. 5. The effect of slenderness ratio on the critical buckling load of 
Timoshenko nano beam.

شکل 5: تاثیر ضریب لاغرشدگی روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو
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نانوتیر  بیانگر تغییرات بار کمانش بحرانی  شکل‌های 6 و 7 به ترتیب، 
پارامتر  حسب  بر  دوسرمفصل  و  یکسرگیردار-یکسرمفصل  تیموشنکو 
غیرمحلی ارینگن برای مقادیر مختلف ضریب لاغری است. همانطور که در 
این شکل‌ها دیده می‌شود، میزان تغییرات بار کمانش بحرانی نانوتیر نسبت 
به پارامتر غیرمحلی ارینگن برای ضرایب لاغری مختلف، متفاوت است به 
این صورت که با افزایش ضریب لاغری و کم شدن میزان سفتی نانوتیر، 
نرخ کاهش بار کمانش بحرانی کاهش می‌یابد. علاوه بر این، نرخ تغییرات بار 
نانوتیر یکسرگیردار-یکسرمفصل برای ضرایب لاغرشدگی  کمانش بحرانی 

مختلف، بیشتر از تیر دوسرمفصل است.

نانوتیر  بحرانی  بار کمانش  تغییرات  بیانگر  ترتیب  به  و 9  شکل‌های 8 
تیموشنکو بر حسب ثابت فنری وینکلر و مدول برشی پاسترناک می‌باشند. 
بار  مقدار  پاسترناک،  برشی  مدول  و  وینکلر  فنری  ثابت  افزایش  با  هرچند 
برای  آن  افزایش  نرخ  میزان  ولی  می‌یابد  افزایش  نانوتیر  بحرانی  کمانش 
برشی  مدول  با  بحرانی  کمانش  بار  افزایش  نرخ  است.  متفاوت  پارامتر  دو 
پاسترناک برای هر دو شرط مرزی تقریبا یکسان بوده در حالیکه میزان نرخ 
افزایش با ثابت فنری وینکلر برای تیر دوسرمفصل بیشتر از تیر یکسرگیردار-

فنری  ثابت  مقدار  بیشتر  تاثیرگذاری  دلیل  به  این  که  است  یکسرمفصل 
وینکلر نسبت به مدول برشی پاسترناک روی مقدار سفتی نانوتیر و در نتیجه 
مقدار بار کمانش بحرانی است. ضمنا به دلیل کمتر بودن میزان سفتی تیر 
دوسرمفصل نسبت به تیر یکسرگیردار-یکسرمفصل، نرخ افزایش بار کمانش 

بحرانی نانوتیر دوسرمفصل نسبت به ثابت فنری وینکلر بیشتر است.

Fig. 6. The effect of Eringen nonlocal parameter on the critical buck-
ling load of clamped-simply supported Timoshenko nano beam for 

different slenderness ratios
شکل 6: تاثیر پارامتر غیرمحلی ارینگن روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 

تیموشنکو یکسرگیردار-یکسرمفصل برای ضرایب لاغری مختلف

Fig. 7. The effect of Eringen's nonlocal parameter on the critical 
buckling load of simply-simply supported Timoshenko nano beam for 

different slenderness ratios
شکل 7: تاثیر پارامتر غیرمحلی ارینگن روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 

تیموشنکو دوسرمفصل برای ضرایب لاغری مختلف

Fig. 9. The effect of Pasternak shear modulus on the critical buckling 
load of Timoshenko nano beam

شکل 9: تاثیر مدول برشی پاسترناک روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو

Fig. 8. The effect of Winkler spring modulus on the critical buckling 
load of Timoshenko nano beam

شکل 8: تاثیر ثابت فنری وینکلر روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو
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تغییرات بار کمانش بحرانی برحسب میدان الکتریکی و تغییرات دمایی به 
ترتیب در شکل‌های 10 و 11 دیده می‌شود. مشاهده می‌شود که با افزایش 
به  بحرانی  کمانش  بار  تغییرات  روند  دمایی،  تغییرات  و  الکتریکی  میدان 
صورت نزولی با تغییرات ناچیز است. این رفتار به دلیل اثرات مستقیم میزان 
ولتاژ الکتریکی و تغییر دمای اعمالی روی کاهش میزان سفتی نانوتیر و به 

دنبال آن کاهش مقدار بار کمانش بحرانی نانوتیر است.
پارامتر مقیاس  نانوتیر تیموشنکو بر حسب  بار کمانش بحرانی  تغییرات 
پارامتر  افزایش  با  هرچند  است.  شده  داده  نشان   12 شکل  در  ماده  طولی 
مقیاس طولی ماده، میزان بار کمانش بحرانی افزایش می‌یابد، اما تاثیرپذیری 
آن برای تیر یکسرگیردار-یکسرمفصل به دلیل وابستگی هرچه بیشتر آن به 
مقیاس طولی  پارامتر  است.  تیر دوسرمفصل  از  بیشتر  نانوتیر،  میزان سفتی 
ماده به منظور بررسی اثرات مقیاس کوچک طولی ماده در میکروساختارها 
تعریف می‌شود که برای مدل نانوتیر حاضر، نسبت پارامتر مقیاس طولی ماده 

به ضخامت نانوتیر )lm /h( در نظر گرفته می‌شود. با افزایش این نسبت، میزان 
انرژی کرنشی نانوتیر افزایش یافته، در نتیجه نانو تیر سفت‌تر شده و مقدار بار 
 ،)L(کمانش بحرانی آن نیز افزایش می‌یابد. در حالیکه با افزایش طول نانوتیر
سفتی تیر کاهش یافته و به دنبال آن بار کمانش بحرانی نیز کاهش می‌یابد.

شکل‌های 13 و 14 به ترتیب نمایانگر تغییرات بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو یکسرگیردار-یکسرمفصل و دوسرمفصل بر حسب پارامتر مقیاس 

طولی ماده و برای مقادیر مختلف ضریب لاغرشدگی نانوتیر است.
از شکل‌های 13 و 14 روشن است که با افزایش مقدار ضریب لاغرشدگی 
نه تنها مقدار بار کمانش بحرانی کاهش می‌یابد بلکه نرخ تغییرات بار کمانش 
بحرانی نسبت به پارامتر مقیاس طولی ماده نیز کمتر می‌شود. گفتنی است که 
برای مقادیر مختلف ضریب لاغری، نرخ تغییرات بار کمانش بحرانی نسبت 
به پارامتر مقیاس طولی ماده برای تیر یکسرگیردار-یکسرمفصل بیشتر از تیر 

دوسرمفصل است.

Fig. 10. The effect of electric field on the critical buckling load of 
Timoshenko nano beam

شکل 10: تاثیر میدان الکتریکی روی بار کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو

Fig. 11. The effect of temperature change on the critical buckling load 
of Timoshenko nano beam

شکل 11: تاثیر تغییرات دمایی روی بار کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو

Fig. 12. The effect of material length scale parameter on the critical 
buckling load of Timoshenko nano beam

شکل 12: تاثیر پارامتر مقیاس طولی ماده روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 
تیموشنکو

Fig. 13. The effect of material length scale parameter on the critical 
buckling load of clamped-simply supported Timoshenko nano beam for 

different slenderness ratios
شکل 13: تاثیر پارامتر مقیاس طولی ماده روی بار کمانش بحرانی نانوتیر 

تیموشنکو یکسرگیردار-یکسرمفصل برای ضرایب لاغری مختلف
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نتیجه‌گیری-66
نتایج حاصل از این تحقیق را می‌توان به صورت زیر جمع‌بندی کرد:

11 لاغرشدگی . ضریب  و  ارینگن  غیرمحلی  ضریب  مقدار  افزایش 
باعث کاهش میزان سفتی و در نتیجه کاهش بار کمانش بحرانی 
نانوتیر می‌شود که این مقدار کاهش برای تیر دوسرمفصل کمتر از 
یکسرگیردار-یکسرمفصل است. همچنین برای ضرایب لاغرشدگی 
بزرگ، می‌توان تحلیل غیرخطی حاضر را با تحلیل خطی تقریب زد 
که این اثر را می‌توان در کم شدن میزان اختلاف بین تحلیل خطی 

و غیرخطی با افزایش ضریب لاغرشدگی مشاهده کرد.
22 تغییرات . و  الکتریکی  میدان  افزایش  با  که  می‌دهد  نشان  نتایج 

ناچیزی می‌یابد  نانوتیر کاهش  بحرانی  بار کمانش  میزان  دمایی، 
و  الکتریکی  ولتاژ  از  ناشی  نانوتیر  دلیل کاهش سفتی  به  این  که 
کمانش  بار  کاهش  نتیجه  در  و  آن  روی  اعمالی  دمای  تغییرات 

بحرانی نانوتیر است.
33 پاسترناک، . برشی  مدول  و  وینکلر  فنری  ثابت  افزایش  با  هرچند 

اما نرخ تغییرات  نانوتیر افزایش می‌یابد  مقدار بار کمانش بحرانی 
نرخ  که  صورت  این  به  است.  متفاوت  یکدیگر  با  پارامتر  دو  این 
افزایش بار کمانش بحرانی نسبت به مدول برشی پاسترناک برای 
نرخ  صورتی‌که  در  است  یکسان  تقریبا  مختلف،  مرزی  شرایط 
برای  وینکلر  فنری  ثابت  به  نسبت  بحرانی  کمانش  بار  افزایش 
تیر دوسرمفصل بالاتر از تیر یکسرگیردار-یکسرمفصل است. این 
رفتار به دلیل اثرگذاری مستقیم ثابت فنری وینکلر نسبت به مدول 
برشی پاسترناک روی میزان سفتی نانوتیر و در نتیجه روی مقدار 

بار کمانش بحرانی نانوتیر است.
44 بار . مقدار  بالارفتن  باعث  ماده  طولی  مقیاس  پارامتر  افزایش 

کمانش بحرانی نانو تیر می‌شود به طوریکه نرخ افزایش برای تیر 

یکسرگیردار-یکسرمفصل بیشتر از تیر دوسرمفصل است. این رفتار 
روی  ماده  طولی  مقیاس  پارامتر  مقدار  بیشتر  تاثیرگذاری  بیانگر 
میزان سفتی نانوتیر یکسرگیردار-یکسرمفصل در مقایسه با نانوتیر 

دوسرمفصل است.
55 کمانش . بار  افزایش  نرخ  نانوتیر،  لاغرشدگی  ضریب  افزایش  با 

بحرانی نسبت به پارامتر مقیاس طولی ماده کاهش می‌یابد که این 
بیانگر آن است که با کاهش سفتی نانوتیر ناشی از افزایش ضریب 
بار  ماده روی  مقیاس طولی  پارامتر  اثرگذاری  میزان  لاغرشدگی، 

کمانش بحرانی نانوتیر تیموشنکو کاهش می‌یابد.
66 با افزایش ضریب لاغری، نرخ تغییرات بار کمانش بحرانی نانوتیر .

نسبت به پارامتر غیرمحلی ارینگن کاهش می‌یابد و یا به عبارتی 
دیگر در ضرایب لاغری بزرگ، میزان اثرگذاری پارامتر غیرمحلی 
ارینگن روی بار کمانش بحرانی نانوتیر ناچیز می‌شود. این میزان 
نانوتیر  از  بیشتر  یکسرگیردار-یکسرمفصل  نانوتیر  برای  اثرگذاری 

دوسرمفصل است.
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