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ABSTRACT  

In this paper, the influence of a dynamic vibration absorber on controlling vibrations in thin beams 

subjected to external excitation is examined. The primary objective is to compare the effectiveness of a linear 

absorber against a nonlinear one in order to attain the greatest possible reduction in beam displacement. The 

Timoshenko beam theory is employed to model the dynamic response of the structure. A cubic geometric 

spring is introduced to generate both linear and nonlinear restoring forces, enabling optimal spring parameters 

to be identified in each case so that beam deflection is minimized. Linear viscous damping is assumed 

throughout the study. Unlike the Euler-Bernoulli formulation, the adopted Timoshenko model incorporates 

shear deformation and rotary inertia effects. Accuracy of the numerical results is verified through direct 

comparison of the two beam theories. Findings are further validated against previously published results in the 

literature. Because beam amplitude may be amplified at multiple excitation frequencies, the number of 

absorbers is treated as a free parameter, and the governing equations impose no restriction on absorber count. 

Results obtained with both beam models are presented graphically, and a detailed comprehensive comparison 

of linear versus nonlinear absorber performance in suppressing the dynamic response is provided herein.  
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1. Introduction 

Mechanical systems often experience harmful 

vibrations when external excitation frequencies align 

with natural frequencies. Since altering the excitation 

frequency or modifying the main structure is usually 

impractical, a secondary system ،called a dynamic 

vibration absorber ،is attached to the primary structure. 

By properly tuning its mass, stiffness, and damping, the 

absorber significantly reduces the main system's 

vibration amplitude at the target frequency. Due to their 

effectiveness and practical value, dynamic absorbers 

have been the subject of extensive research. The first 

practical absorber was introduced by Ormondroyd and 

Hartog [1]. Brock later added viscous damping to 

improve performance [2]. Subsequent studies optimised 

the stiffness and damping of absorbers for various 

discrete systems, including self-excited machines and 

vehicle suspensions [3–8]. The idea was then extended 

to continuous systems. Yang and Jacquot applied mass-

spring-damper absorbers to thin beams with constant or 

variable cross-sections [9,10]. Later work included 

beams that take rotary inertia and shear deformation into 

account and nonlinear absorbers for beams under 

moving loads [11–13].  

2. Methodology 

The methodology begins by modeling a thick beam 

resting (Figure 1) on simple supports and subjected to a 

concentrated load that travels at constant speed from 

one end to the other. Multiple dynamic absorbers, each 

consisting of a mass, a spring and a viscous damper, 

may be attached at arbitrary locations beneath the beam. 

Both linear springs and nonlinear cubic springs are 

considered so that the performance of the two types of 

absorbers can be compared. 

The beam is treated with Timoshenko theory, which 

accounts for rotary inertia and shear deformation, while 

a parallel Euler–Bernoulli model is retained for 

comparison. Kinetic and potential energies of the beam 

and the absorbers are written in terms of the transverse 

displacement and rotation fields. These fields are 

expanded as series of modal shape functions multiplied 

by time-dependent generalized coordinates. Application 

of Lagrange’s equations then convert the governing 

partial differential equations into a set of ordinary 

differential equations. The moving load is introduced 

through a Dirac delta function that follows the 

instantaneous position of the force, multiplied by a unit-

step window that is active only while the load remains 

on the beam. The resulting system of ordinary 

differential equations is nondimensionalized and solved 

numerically by an adaptive Gauss–Kronrod integrator 

implemented in Mathematica. Material properties of the 

beam vary continuously through the thickness according 

to a power-law mixture of ceramic and metal, allowing 

the influence of the gradient index to be examined. 

Optimization of absorber location, stiffness and 

damping is performed by a systematic grid search that 

evaluates the maximum transient deflection for every 

combination of design variables. Convergence of the 

modal series and independence of the numerical time-

step are verified before production runs.  

 

Fig. 1. Schematic view of a thick beam with constant cross-

section, simply supported at A and B, under a moving load  

3. Results and Discussion 

Results obtained with the present formulation are 

compared with published benchmark solutions to 

confirm accuracy, as shown in Figure 2.  

 

Fig. 2. Comparison of the present results with the work of 

Georgiades and Vakakis [14] 

Validation against the benchmark solutions of 

Georgiades and Vakakis [14] shows excellent 

agreement for both displacement amplitude and decay 

rate, confirming the accuracy of the present numerical 

scheme. Replacement of a homogeneous aluminium 

beam by a zirconia–aluminium functionally graded 

beam reduces the maximum deflection over the entire 

speed range (see Figure 3). At a representative high 

speed, the peak deflection of the graded beam is roughly 

half that of the pure aluminium beam. Systematic 

variation of spring stiffness identifies a clear optimum 

for both absorber types: the nonlinear absorber reaches 
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its minimum peak deflection at a distinctly lower 

stiffness value than the linear absorber, and the 

optimum is broader, indicating greater robustness. 

Raising the material gradient index increases the metal 

volume fraction, lowers the effective bending stiffness 

and therefore increases the peak deflection; 

simultaneously the residual stress concentration near the 

ceramic–metal interface is reduced (see Figure 4).  

 

Fig. 4. Maximum displacement versus velocity for an 

aluminum beam compared with a functionally graded 

beam 

 

Fig. 4. Material distribution through the thickness of the 

beam 

4. Conclusions 

The results show that a functionally graded beam 

alone already reduces the maximum deflection 

substantially compared with a uniform aluminium 

beam, mainly because of the high Young’s modulus of 

the zirconia-rich upper surface. When an optimally 

tuned nonlinear absorber is added, the reduction 

becomes even more pronounced: at the principal 

resonance speed the combination of a low-gradient-

index graded beam and the nonlinear absorber cuts the 

peak deflection by more than 60 percent relative to an 

untreated aluminium beam. The nonlinear absorber 

dissipates approximately 87 percent of the input energy, 

a figure that remains essentially independent of beam 

length and demonstrates its broadband effectiveness 

across a wide range of moving-load speeds. Direct 

comparison of the two absorber types indicates that the 

nonlinear device is superior in minimising peak 

amplitude, while the linear absorber retains a slight 

advantage in total energy absorption. Increasing the 

material power-law index raises the metal volume 

fraction, lowers the effective bending stiffness and 

therefore increases the maximum deflection, which in 

turn affects absorber performance. 
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 متحرک  باری تحت مدرج تابعارتعاشات تیر  نترلکدینامیکی جهت  بکارگیری جاذب
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  چکیده
عملکرد جاذب  یسهیمقا ی. هدف اصلشودمی یبررس یخارج کینازک تحت تحر یرهایت اتارتعاشروی کنترل  یکینامیجاذب داثر  مقاله نیدر ا

تیموشنکو  از تیرر دینامیکی اسازی رفتشبیه منظوربهاست.  ریمکان ت رییکاهش در تغ نیشتریبه ب یابیدست یبرا یرخطینوع غ مقابل یخط

پارامتر فنر در هر دو حالت  ینهیبه ریاستفاده شده تا مقاد مکعبی یاز فنر با هندسه یرخطیو غ یرفتار خط جادیا یبرا استفاده شده است.

گرفته به کار  موشنکویت رتی مدل درفرض شده است.  یخط میرایی بیبه حداقل ممکن برسد. در تمام موارد ضر ریت زیگردد که خ نییتع یاگونهبه

 یسهیبا مقا جی. صحت و دقت نتاشودمیاند، لحاظ گرفته شده دهیناد یبرنول-لریکه در مدل او یدوران ینرسیو ا یشکل برش رییاثرات تغ شده

از آنجا که ممکن یگر محققان در این زمینه مقایسه شده است. همچنین نتایج این پژوهش با نتایج دشده است.  یابیارز ریدو مدل ت نیب میمستق

 یتیمحدود چیشده هدر نظر گرفته شده و معادلات ارائه ریها متغتعداد جاذب ابدی شیمختلف افزا کیرفرکانس تح نیدر چند رتی یاست دامنه

و  یرفتار خط انیم یجامع یسهیداده شده و مقا نشان یینمودارهابا استفاده از  ریحاصل از هر دو مدل ت جینتا .کنندینم جادیتعداد جاذب ا یبرا

 .است دهیارائه گرد ریت یکینامیها در کاهش پاسخ دجاذب یرخطیغ

 کلمات کلیدی
 بهینه سازی، مواد تابعی مدرج، بارگذاری متحرک، کنترل ارتعاشات ،یکینامیجاذب د

 

 مقدمه -1

 ددارد. در اغلب موارها را به نوسان وامییروهای محرک بیرونی قرار دارند که آنهای مکانیکی همواره در معرض نها و سازهسیستم

ی روند. هرگاه بسامد نیروی خارجی به بسامد طبیعی دستگاه نزدیک شود دامنهبار به شمار میای ناخواسته و زیاناین ارتعاشات پدیده

جزای سیستم آسیب جدی وارد آورد. در شرایطی که امکان تغییر بسامد تواند به ایابد که میای چشمگیر افزایش مینوسانات به گونه

ای میان بسامد طبیعی و ی اصلی فاصلههای سازهحل معمول آن است که با دستکاری در ویژگیکننده وجود نداشته باشد راهتحریک

گیرند که با ی کمکی بهره میمواردی از سامانهدر چنین  .روستهای عملی روبهاما این کار اغلب با دشواری ،مد تحریک ایجاد کردبسا

فنر، جرم و  سفتیسازد. با گزینش مناسب پارامترهایی همچون اتصال به دستگاه اصلی بسامدهای طبیعی مجموعه را دگرگون می

ن ممکن رساند. این ی نوسانات دستگاه اصلی را در بسامد مورد نظر به کمترین میزاتوان دامنهی ثانویه میمیراگر در این سامانه

کاربردهای صنعتی جاذب دینامیکی بسیار گسترده  .شودی کمکی در ادبیات فنی با نام جاذب دینامیکی ارتعاشات شناخته میسامانه

ار، های انتقال آب و گاز، تعدیل ارتعاش موتورهای دوها در برابر باد و زلزله گرفته تا کاهش لرزش لولهاست؛ از مهار نوسانات ساختمان

شان به حد اعلاء ی نوسانهای انتقال نیرو، که همگی در بسامدی مشخص دامنهها و حتی کاستن از ناپایداری کابلکنترل نوسانات پل

طور کلی، دانش مربوط به ای پیرامون آن صورت گرفته است. بههای گستردهبا توجه به اهمیت عملی فراوان این ابزار، پژوهش .رسدمی

های آن، تنوع در طراحی جاذب، و بندی کرد: خود سیستم اصلی و گونهی اصلی دستهتوان در سه حوزهکی را میجاذب دینامی

 .رهای آنسازی پارامتهای بهینهروش

های فراوانی تاکنون صورت گرفته و به دلیل جایگاه راهبردی این فناوری در صنعت، این ی یادشده پژوهشدر هر سه حوزه

آزادی، از درجهبرای کاهش ارتعاشات یک نوسانگر تک [1] هارتوگو  دیاورموندروبا شتاب ادامه دارد. نخستین بار  ها همچنانپژوهش

فنر را چنان تعیین کرد که نوسانات دستگاه اصلی به کمترین  سفتیاو ضریب . ای متشکل از جرم و فنر بهره گرفتی ثانویهسامانه
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 میراگرو  فنر، ن میرایی به این پیکربندی، گام فراتری نهاد و از جاذبی با ساختار جرمفزودبا ا [2] میزان ممکن برسد. سپس بروک

برای نخستین بار . ای بهینه یافت که عملکرد سیستم بهبود یابدگونهرا به میراییویسکوز استفاده کرد. او در پژوهش خود ضرایب فنر و 

ستن از نوسانات یک سیستم فنر و ضریب میرایی برای کا سفتیجاذب شامل جرم،  ی پارامترهای بهینۀهای هیبریدی به محاسبهرایانه

ای برای پارامترهای ی بسامدی مشخصی تحریک شد و سپس مقادیر اولیهدر آن بررسی سیستم اصلی در بازه[. ۳ساده پرداختند ]

تدریج ی هیبریدی مقدار ضریب فنریت را بهرایانهی نوسانات سیستم اصلی گیری پیوستهپس از آن با اندازه .جاذب در نظر گرفته شد

محور یک ماشین ی نوسانات به حداقل برسد. این جاذب در عمل برای کاهش ارتعاشات مقدار بهینه هدایت کرد تا دامنهسمت به

های در سیستم میراگرو  فنر، به بررسی کاربرد جاذب دینامیکی جرم [۴]در ادامه آگروال و هالز  .کاری بورینگ به کار گرفته شدسوراخ

، پیکربندی جاذب با 1۹۷۶اما در سال  .شدصورت ساده به سیستم اصلی متصل میدر ابتدا جاذب به. تندشونده پرداخخودتحریک

و میرایی چنان تعیین گردید که پاسخ  سفتیآزادی ارائه شد و ضرایب بهینۀ درجهی تکویسکوالاستیک برای یک سامانه میراگر

توان به کاهش دامنۀ نوسانات ی این فناوری میاز کاربردهای عملی برجسته .[5] یکی سیستم اصلی به کمترین مقدار خود برسددینام

ی نوسانات را تشدید کوپتر در بسامدهای پایین، دامنههای وارد بر هلیبود. شتاب [۶]کوپتر اشاره کرد که موضوع پژوهش جونز هلی

از  [۷] زادههمچنین اسماعیل. رساندن این اثر ضروری تشخیص داده شدحداقلجاذب برای بهی رگیری سامانهکارو بهازاین .کنندمی

ویسکوالاستیک را با هدف  میراگراو پارامترهای سیستم تعلیق شامل فنر و . جاذب دینامیکی برای کاهش نوسانات خودرو بهره گرفت

ی تکرار هی گرادیانی با چندین مرحلسازی چندمتغیرهینه تعیین کرد. از روش بهینهصورت بهی خودرو، بهکاهش دامنۀ نوسانات بدنه

 .[8] ها استفاده شدبرای دستیابی به همگرایی پاسخ

ی روند. ایدههای گسسته به شمار میهایی از کاربرد جاذب در سیستماشاره شد همگی نمونهها هایی که بدانتمامی پژوهش

برای  میراگرو  فنر، بار از سوی یانگ مطرح گردید. او از جاذب دینامیکی جرمهای پیوسته برای نخستینسیستم کارگیری جاذب برایبه

این مفهوم را به  [۹و 1۰یک تیر نازک با سطح مقطع ثابت و رفتار خطی تحت شرایط مرزی گوناگون بهره گرفت. در ادامه جاکویت ]

فنر، میرایی، مقدار جرم و همچنین  سفتیضریب . نازک با سطح مقطع متغیر به کار بردتر بسط داد و جاذب را برای تیری حالت کلی

یب که ابتدا جرم جاذب تعیین گردید، سپس بدین ترت .عنوان پارامترهای تأثیرگذار در نظر گرفته شدندمحل نصب جاذب، همگی به

شد و در نهایت، دو پارامتر دیگر بر اساس نسبت جرم جاذب  داد انتخابی ارتعاشات در آن رخ میای که بیشینهمحل نصب آن در نقطه

 .ای بهینه محاسبه گردیدندگونهبه جرم تیر، به

یک  های مجزا و ممتد گردید.های پیوسته در دستگاههای ممتد منجر به استفاده از جاذبکارگیری جاذب برای سیستمی بهایده

و مقادیر شد عنوان جاذب در نظر گرفته بود به اصلی متصل شده میراگر-فنر-جرم تیر دو سر آزاد متقارن را که در وسط به سیستم

ی نوسانات سیستم اصلی در دامنه . مقادیر بهینه به نحوی انتخاب شدند تا مقدار[11] ندشدمحاسبه  میراییضرایب فنریت و 

کوچک نباشد، ح مقطع تیر نسبت به طول آن پرواضح است که اگر ابعاد سط های طبیعی سیستم و جاذب، به حداقل برسد.فرکانس

ی ارتعاشات تیرهای های گوناگونی در زمینهباید اثرات اینرسی دورانی و تغییر شکل برشی نیز وارد معادلات حرکت تیر شود. فعالیت

اثرات اینرسی در اولین مطالعات مربوط به تیر ضخیم،  است. های طبیعی و شکل مودها صورت پذیرفتهی فرکانسضخیم در حوزه

 گرفتها و توابع شکل مود در تیرهای یکنواخت با شرایط مرزی متداول مورد بررسی قرار را روی فرکانس دورانی و تغییر شکل برشی

د. وی نهای طبیعی تیرهای ضخیم را با انواع شرایط مرزی حل کموفق شد تا معادلات مربوط به فرکانس [. پس از آن گرنت1۳و 12]

های مود تیرهای نازک و ضخیم به طرز معناداری زیاد های طبیعی و شکلی بالا، اختلاف بین فرکانسدر مودهای ارتعاش نشان داد که

خطا نسبت به تیر نازک مشابه  %۳۰طور مثال برای یک تیر ضخیم با دو سر مفصل در فرکانس طبیعی مود دوازدهم حدود شود. بهمی

با استفاده از یک جاذب برای تیرهای ضخیم معادلات مذکور را با استفاده از  [1۶] و جلیلی هزاداسماعیل [.15و 1۴مشاهده گردید ]

 نقاط ثابت یبا استفاده از تئور ریبر ت یمبتن یکینامیجاذب ارتعاش د نهیبه یطراح [1۷] وانگهوا و  سازی کرد.روش گرادیان بهینه

رل ارتعاشات یک سیستم چند درجه آزادی تحت تحریک نامیکی را برای کنتاستفاده از جاذب دی [18]همکاران  ووانگ  .ندانجام داد

خارجی را مورد بررسی قرار دادند. در این تحقیق بر روی دو نوع جاذب چرخشی و انتقالی تحقیقاتی با استفاده از روش اجزا محدود 

اثر جاذب ارتعاشات بر  ی خارجی آنالیز شد.های دوگانههای یک درجه آزادی تحت تحریکاین پژوهش، پاسخ سیستم انجام گردید.

و یک جفت  . فرکانس چرخشی پاندول تابعی از سرعت چرخش فرض شدگرفتروی یک پاندول احاطه شده با فنر مورد بررسی قرار 
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ز یک [ ا2۰سمانی و پلیکانو ] [. در نهایت1۹پاندول یکنواخت و تحت اغتشاشات هارمونیک بر روی یک ساختار مناسب نصب شدند ]

های ی جاذبمیکی غیرخطی برای یک تیر نازک تحت بار متحرک استفاده کردند. هدف اصلی این تحقیق، مقایسهجاذب ارتعاشات دینا

 خطی و غیرخطی مورد استفاده در کاهش خیز تیرها بود.

لی و  .اندظور توسعه دادهفعال و هوشمند را برای این منتا نیمه غیرفعال های گذشته رویکردهای متنوعی ازمحققان طی سال

آلات را برای تجهیزات دقیق و ماشین غیرفعال با پیشنهاد ترکیب فنرهای سیلیکونی و جاذب دینامیکی، کاهش ارتعاش [21]همکاران 

و پاک ، دی2۰1۳در سال  .دهدمیکاهش  طور مؤثری مورد مطالعه قرار دادند. این روش با هزینه پایین و سادگی، دامنه ارتعاش را به

را معرفی کردند که با استفاده از عناصر پیزوالکتریک، همزمان ارتعاش سازه اصلی  کننده انرژیجاذب دینامیکی برداشت [22]همکاران 

کند. این رویکرد تعادل مناسبی بین کاهش ارتعاش و برداشت انرژی تحت تحریکات تصادفی را کنترل کرده و انرژی از آن برداشت می

شده با ضربه جرم را برای کاهش های دینامیکی تنظیممتاساختارهایی متشکل از جاذب [2۳] یانگ و همکاراندر ادامه  .یدنماایجاد می

ها با ایجاد شکاف فرکانسی و افزایش میرایی از طریق ضربه، عملکرد مؤثری در محدوده فرکانسی ارتعاش پیشنهاد کردند. این سیستم

عنوان راهکاری با مصرف انرژی کم و قابلیت به فعال هوشمندهای کنترل نیمهیفناور همین دوره،همچنین در . دهندهدف ارائه می

های پیشرفته انجام شد. تای و همکاران ، تحقیقات قابل توجهی بر روی جاذب2۰22در سال  .[2۴]تنظیم آنلاین مورد توجه قرار گرفت

گیری از اثر سختی منفی و اینرتانس، عملکرد بهتری رهاش توسعه دادند که با بهرا برای ایزولاسیون ارتع شدهسختی تنظیممنفی میراگر

را طراحی کردند  صفرجاذب میکروارتعاش فرکانس پایین مبتنی بر تیر با سختی شبه [2۶] در همان سال، لیان و همکاران[. 25دارد ]

روش طراحی بهینه تحلیلی  [2۷]کاران سو و هم سپس  .ستفرکانس بسیار مناسب اکه برای کاربردهای هوافضا و کنترل ارتعاشات کم

های ارتعاشی مبتنی بر اینرتر با سختی منفی را ارائه کردند که تعادل بین تقویت استاتیک و کاهش دینامیک را برقرار برای جاذب

مسیر بر اساس نشست زیرسازی روش شناسایی  [28] همچنین رن و همکاران. سازد و برای بارهای ترکیبی )مانند باد( مؤثر استمی

را با ترکیب  جاذب دینامیکی الکترومغناطیسی [2۹]ژو و همکاران  .های ارتعاشی خودرو و یادگیری ماشین را توسعه دادندسیگنال

این  دیگر نیز عملکرد [۳۰]ژو و همکاران . ای بررسی کردندای تجهیزات هستهبرای کاهش پاسخ لرزه بینیکنترل فازی متغیر و پیش

های نیز روش طراحی جاذب [۳1]لی و همکاران . سازی برای تجهیزات الکتریکی تأیید کردندهای میز لرزه و شبیهتسترا در سیستم 

ایجاد  رادر پیک  ،بلدسی 15بیش از ، ها ارائه دادند که کاهش قابل توجهیجریان گردابی غیرخطی را برای سرکوب ارتعاش پنل

باند ارتعاشات فرکانس پایین را برای کنترل پهن مغناطیسیجاذب غیرخطی موازی معلق مغناطیسی سه [۳2]نیانگ و همکارا .ردکمی

های سلاح لیزری توسعه دادند های دینامیکی افزودنی را برای سرکوب ارتعاش در سیستمنیز جاذب [۳۳]پارک و یون . معرفی کردند

 .سازدمی کاهش نیرو در فرکانس هدف را محقق درصد ۶۳که تا 

 رفتار با) غیرخطی یا خطی دینامیکی جاذب به که متحرک، بار تأثیر تحت برنولی-هش حاضر، دینامیک یک تیر اویلردر پژو

 نصب، موقعیت شامل جاذب بهینۀ پارامترهای تعیین مطالعه، این اصلی هدف. است گرفته قرار بررسی مورد است، متصل( مکعبی

 انرژی سازیبیشینه و تیر خیز بیشینۀ سازیکمینه: است عملکردی معیار دو در جاذب نوع دو کارایی مقایسۀ نیز و میرایی، و سفتی

 معادلات دستگاه به بابنوف-معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم بر سیستم، با استفاده از روش گالرکینجاذب.  توسط شدهجذب

 در کرونرود-گاوس عددی گیریانتگرال روش از گیریبهره با دستگاه، گذرای دینامیک سپس. اندشده تبدیل معمولی دیفرانسیل

های بهینه، دو رویکرد متفاوت دنبال شده است: نخست، جستجوی برای دستیابی به پاسخشود. می حل و سازیشبیه متمتیکا افزارنرم

شته و برای فضاهای پارامتری با ابعاد ی محاسباتی بالا همراه است، و دوم، جستجوی تصادفی که کارایی بیشتری داجامع که با هزینه

شده با استفاده از مراجع علمی معتبر های ارائهسازی، صحت مدلرسد. پیش از انجام فرآیند بهینهتر به نظر میبزرگ مناسب

 .منظور اطمینان از پایداری عددی نتایج، انجام شده استهای همگرایی نیز بهگردیده و آزموناعتبارسنجی 

 مسئله اکم برمعادلات ح -2

گیرد. ابتدا مدل کلی سیستم ارائه شده های دینامیکی مورد مطالعه قرار میاین بخش، ارتعاشات تیرهای ضخیم مجهز به جاذبدر 

دهد که سطح مقطع ثابت را نشان می و  Lطول  هطرح شماتیک یک تیر ضخیم ب 1شوند. شکل و سپس حالات خاص آن بررسی می

نظر شده است. تیر تحت اثر یک بار متمرکز متحرک ای داخلی تیر صرفقرار گرفته است و از استهلاک سازه B و A گاهبر روی دو تکیه
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 )x,t(F رار دارد که موقعیت آن با ق Fx سرعت حرکت ثابت آن با و ˙x نقطه نمایش داده شده و بار از ابتدای تیر A  شروع به حرکت

شود. زیر تیر متصل میبه  (j=1,2,…,J)د که هر جاذب در موقعیت دلخواه باش (J≥1) ند عددتواند یک یا چها میکند. تعداد جاذبمی

ها نسبت شود. جرم جاذبسختی فنر و عنصر میرایی به صورت مستقل در نظر گرفته می المان، jm برای هر جاذب، یک جرم متمرکز

 یت استاتیکی و شکل هندسی تیر ایجاد نشود. به جرم تیر بسیار کوچک فرض شده است تا تغییر قابل توجهی در وضع

 
از  یاهیهمراه با آرا F(x,t)، تحت اثر بار متمرکز متحرک Bو  Aساده  گاههیدو تک یبا سطح مقطع ثابت، بر رو میضخ ریت کیشمات ینما: 1شکل 

 .ریت ریدلخواه در ز یهاتیدر موقع راگریم-فنر-جرم یارتعاش یهاجاذب
Fig. 1: Schematic view of a thick beam with constant cross-section, simply supported at A and B, under a moving concentrated load F(x,t), 

along with a set of mass-spring-damper vibration absorbers placed at any positions under the beam. 

نمایی نمایش داده شده است که به صورت بزرگ B گاهنزدیک تکیه مت راست شکلدهنده هر جاذب در سجزئیات اجزای تشکیل

این مدل امکان  .شودمی  که ممکن است غیرخطی باشد u(f( و فنر با مشخصه  λu˙ ، عنصر میرایی با ضریب0m شامل جرم متمرکز

ر موارد فوق، این فرض نیز وجود علاوه ب .کندمی های متعدد و بار متحرک بر پاسخ دینامیکی تیر ضخیم را فراهمبررسی تأثیر جاذب

 ساید در نظر گرفت یعنی:ضربی از شکل مود در تابع هویتوان نیروی متحرک را به صورت حاصلدارد که می
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در ایرن رابطره، برا  .شی از عبور یک بار متحرک با سررعت ثابرت از روی تیرر اسرتمتمرکز خارجی نا دهنده نیروینشان (1)رابطه 

گیری روی شود که پس از انتگرالسازی میمدل استفاده از تابع ضربه دیراک، موقعیت مکانی بار در هر لحظه به صورت وابسته به زمان

گردد. همچنین استفاده تابع پله به عنوان یک پنجرره زمرانی ظاهر می vt(iφ( یرطول تیر، اثر حرکت بار متناسب با شکل مود ارتعاشی ت

کند تا تضمین شود این نیرو صرفاً در بازه زمانی حضور بار بر روی تیر از زمان ورود در تا زمان خروج از انتهای تیر در محاسبه عمل می

حرک با اسرتفاده از روش گرالرکین بره یرک برردار لات، این نیروی متدر فرآیند حل معاد .صفر گرددشده و پس از خروج بار، مقدار آن 

ای بار استفاده شده و انتگررال نیررو در طرول  شود. برای این کار، از تابع شکل مود عرضی در محل لحظهیافته تبدیل می نیروی تعمیم

هر سمت راسرت معرادلات دیفرانسریل حرکرت ظرا کننده درعنوان جمله تحریکیافته، به گردد. این بردار نیروی تعمیمتیر محاسبه می

طور مسرتقیم دهنده میزان مؤثر بودن نیروی خارجی در تحریک هر مود ارتعاشی است. بدین ترتیب، نیروی متحرک برهشود و نشانمی

 ت حاکم بر تیر،برای حل معادلا .شوداسبه میها وارد شده و پاسخ دینامیکی سیستم تحت تأثیر آن محدر معادلات حرکت تیر و جاذب
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شوند. در یافته بسط داده می کمک روش جداسازی متغیرها بر حسب توابع شکل مود و مختصات تعمیمهای جابجایی و دوران بهمیدان

تئوری تیموشنکو، به دلیل وجود دو میدان مستقل )جابجایی عرضی و دوران خمشی(، به دو مجموعه تابع شکل مود نیاز اسرت. روابرط 

 .دهندترتیب نشان میاین بسط را برای جابجایی عرضی و دوران خمشی به( 5و )( ۴)

(۴) 

1

( , ) ( ) ( )i bi
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y y x t X x q t
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( , ) ( ) ( )i bi

i

x t x q t  




  

ibq  ،تابع شکل مود زمانی iX  تابع شکل مود عرضی و نیز تابع)x(iφ هستند. با استفاده از روش انرژی و معرادلات  خمشی شکل مود

توان معادلات دیفرانسیل ارتعاشات اجبراری تیرر تابع شکل مود، میای یک سیستم پیوسته و استفاده از آنالیز مودال و خواص لاگرانژ بر

پرس از تعریر   گردنرد.برای سیستم به صرورت زیرر محاسربه می Uو انرژی پتانسیل  Tانرژی جنبشی  .صورت مسئله را به دست آورد

سه بخش اسرت: انررژی ناشری از جابجرایی رسد. انرژی جنبشی کل شامل های سیستم میانرژی های جابجایی، نوبت به محاسبهمیدان

سرازی هرای متمرکرز مدلصرورت جرمهای متصل به تیر که بهجنبشی جاذبعرضی تیر، انرژی ناشی از دوران خمشی مقاطع و انرژی 

هرا شده در فنرهرای جاذبی کرنشی برشی و انرژی ذخیرهاند. همچنین انرژی پتانسیل کل نیز از جمع انرژی کرنشی خمشی، انرژشده

 .دهندترتیب ارائه میها را بهاین کمیت( ۹تا )( ۶آید. معادلات )دست میبه
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(۹) 
beam absorbersU U U  

(     ) (     )b bending strain energy b Shering strain energy absU U U U   
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پس از محاسبه انررژی جنبشری و پتانسریل، برا . دهندیل میدینامیکی سیستم را تشک-ژیسازی انر، هسته اصلی مدلفوق معادلات

شروند. در یافته اسرتخراج می استفاده از معادلات لاگرانژ و اعمال روش گالرکین، معادلات دیفرانسیل حرکت بر حسب مختصات تعمیم

روند و با استفاده از کار میهای جابجایی و دوران بهگسترش میدان عنوان توابع پایه برایاین فرآیند، توابع شکل مود عرضی و دورانی به

ها، اثرر متقابرل گردد. همچنین در معادلات مربوط به جاذبتگاه معادلات دیفرانسیل معمولی حاصل میخواص متعامد بودن مودها، دس

با اعمال نیرروی متحررک خرارجی، معرادلات شود و در نهایت محل نصب جاذب لحاظ میجاذب و تیر از طریق جابجایی عرضی تیر در 
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ها نسبت به جرم تیر بسیار کوچک سازی، جرم جاذبآیند. لازم به ذکر است که در این مدلدست مینهایی حرکت برای کل سیستم به

ایرن در  پرذیرد.ها بر وضعیت استاتیکی تیر ناچیز باشد و تحلیرل دینرامیکی برا دقرت کرافی انجرام در نظر گرفته شده است تا تأثیر آن

کارگیری روش رایلری، حال با استفاده از اصل بقای انرژی در ارتعاشرات آزاد و برا بره عمومی است. سفتی iSجرم عمومی و iM معادلات

ر این روش، حداکثر انرژی جنبشری های طبیعی تیر را بدون نیاز به حل مستقیم معادلات دیفرانسیل، محاسبه نمود. دتوان فرکانسمی

شرود کره در می( 15ترا )( 1۳شوند. این برابری منجر به روابرط )رابر در نظر گرفته میثر انرژی پتانسیل در یک سیکل نوسانی بو حداک

آید. همین رابطه برای محاسربه دست میهای طبیعی بر حسب جرم و سختی عمومی بهبرای محاسبه فرکانس( 1۶نهایت، رابطه ساده )

با در نظر گرفتن ارتعاشات آزاد برای تیر و با در نظرر  نشان داده شده است( 1۷رود که در رابطه )کار میها نیز بهفرکانس طبیعی جاذب

 توان نوشت:ی تقریبی رایلی برای مود اصلی میگرفتن رابطه
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آینرد بره قررار می های طبیعی به دستروابطی که در نهایت برای فرکانسباشد. ام تیر میi دهنده فرکانس طبیعی مودشانن iω که

 .هستند زیر
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 عمریمانژ بررای هرر مختصرات تبا اعمال معادله لاگرهای طبیعی جاذب استفاده نمود. توان برای تعیین فرکانس( می1۷ی )از رابطه

شرکل کلری ایرن معرادلات را ( 1۹و )( 18آید. روابط )دست میها(، دستگاه معادلات دیفرانسیل حرکت بهیافته )مربوط به تیر و جاذب

روری توجه به این نکته ضر .شوندحاصل می( 22تا )( 2۰ها و اعمال روش گالرکین، معادلات )دهند. سپس با جایگذاری انرژینشان می

 iQ یافترهنیرروی تعمیم .اندتیر و جاذب از طریق جابجایی عرضی تیر در محل نصب جراذب بره یکردیگر کوپرل شرده است که معادلات

آیرد. بره عبرارت دسرت مینیروی خارجی وارد بر تیر در تابع شکل مود مربوطره بهضرب گیری از حاصلمتناظر با هر مختصه از انتگرال

کنرد و یافته مربوطه محاسربه مریازای یک تغییرات مجازی در مختصه تعمیمته، کار مجازی نیروی خارجی را بهیافدیگر، نیروی تعمیم

شرده بره دهنده میزان مؤثر بودن نیروی خارجی در تحریک هر مود ارتعاشی است. در مسئله مورد نظر، تنها نیروی خارجی اعمالنشان

گیرری از یافتره بررای هرر مرود از انتگرالباشرد و بنرابراین نیرروی تعمیممی( 1ه )شرده در رابطرسیستم، همان نیروی متحرک تعری 

 .گرددضرب این نیرو در تابع شکل مود عرضی محاسبه میحاصل
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 .توان مختصات عمومی جاذب را بدست آوردبا استفاده از روابط بالا می
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در معادلره حرکرت تیرر، جملره مربروط بره جراذب ( 22با جایگذاری رابطره ) است. عرف فرکانس تحریک خارجیم ω در حالی که

نشان داده شده است. در نهایرت، رابطره ( 25تا )( 2۳شود. این فرآیند در روابط )صورت تابعی از جابجایی تیر در محل نصب ظاهر میبه

باشد. در این مرحله، برای حل معادلات، نیاز بره ه تیر بر حسب نیروی تحریک و پارامترهای جاذب میفتیا بیانگر مختصات تعمیم( 2۶)

 .شودبعد داریم که در ادامه ارائه میتعری  پارامترهای بی
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 شود.ی مختصات عمومی تیر میی خود منجر به محاسبهکه به نوبه
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اسرتفاده  jcω+ijKت از عبار jK کار کافی است بجایتوان نیروی دمپینگ ویسکوز را برای جاذب محاسبه نمود. برای ایناکنون می 

 مود.توان به صورت زیر تعری  نشود. این اعداد را میبرای سادگی، در تحلیل مسئله از اعداد بدون بعد استفاده می کرد.

 فنر (25)
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بررای تسرهیل حرل عرددی و کراهش تعرداد  های بی بعدی به صورت زیر تعریر  کررد.توان نسبتها نیز میتوان برای فرکانسمی

لیرت شود که نتایج مسرتقل از مقیراس بروده و قابشوند. این کار باعث میبعد تعری  میصورت بیپارامترهای مؤثر، متغیرهای مسئله به

بعرد تعریر  صرورت بیهای جرم، سفتی، دمپینگ و فرکرانس بهتعمیم به طی  وسیعی از مسائل را داشته باشند. در این مرحله، نسبت

لات قبلری، دسرتگاه معرادلات بعرد در معرادایرن پارامترهرای بی اند. سپس با جایگرذاریارائه شده( 2۹و )( 28گردند که در روابط )می

نشان داده شده اسرت. ایرن روابرط، ارتبراط میران جابجرایی تیرر، نیرروی ( ۳۴)تا ( ۳۰شود که در روابط )بعد بازنویسی میصورت بیبه

 .کنندبعد بیان میصورت فشرده و بیخارجی و پارامترهای جاذب را به
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 شود:( مختصات عمومی تیر می2۴با جایگذاری مقادیر بدون بعد در )
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 شود:عبارات داخل آکولاد بر حسب مقادیر بدون بعد می
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 شود.( مختصات عمومی تیر به شکل زیر ساده می۳۰ایگذاری روابط بالا در )ج با
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iZ و iG .پارامترهایی بی بعد به شکل زیر هستند 
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ویژه در محرل نصرب توان جابجایی عرضی تیرر را در هرر نقطره از طرول تیرر )برهمی، (۳2با داشتن مختصات عمومی تیر از رابطه )

ای ، معادلره(۳5در )( ۳2کند. برا جایگرذاری رابطره )این جابجایی را بر حسب جمع مودها بیان می( ۳5ها( محاسبه کرد. رابطه )جاذب

هرا وابسرته اسرت. ایرن موضروع ر محل نصب سایر جاذبآید که در آن جابجایی تیر در محل نصب هر جاذب، به جابجایی ددست میبه

ایرن وابسرتگی متقابرل را نشران ( ۳8ترا )( ۳۶اند. روابرط )ان جابجایی تیر با یکدیگر کوپل شدهها از طریق میددهد که جاذبنشان می

شود کره ها حاصل میب جاذبهای نقاط نصگاه معادلات خطی بر حسب جابجاییدهند. در نهایت، با بازآرایی این معادلات، یک دستمی

 .ارائه گردیده است. حل این دستگاه معادلات خطی، گام اصلی در یافتن پاسخ دینامیکی سیستم است( ۴۴تا )( ۳۹در روابط )
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 در نتیجه:
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ی شود. معادلرهیک دستگاه معادلات خطی حاصل می jراین به ازای هر است و بنابدر هر دو طرف عبارت ظاهر شده t)jy(a,ی جمله

 آید.( به شکل زیر در می۳۶)
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 کنیم.طرف دوم دستگاه معادلات را به شکل زیر تعری  می
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 شود:میبه شکل زیر ی بالا باشد رابطه j=1اگر  
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 داریم: j=2به همین ترتیب برای 
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 :j=Jدر نهایت برای 
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اُم اسرت(  j که همان دامنه ارتعاشرات در محرل نصرب جراذبِ y)t,ja( ، بر حسب متغیردر نهایت، دستگاه معادلات خطی حاصلکه 

دهد که دامنه نوسانات در محل اتصال هر جراذب، تحرت ترأثیر دامنره نوسرانات وضوح نشان میشود. بررسی این معادلات بهنوشته می

د. این امر مؤید آن اسرت کره کوپله با یکدیگر در ارتباط هستن صورتبه عبارت دیگر، معادلات به .گیردها قرار میمربوط به سایر جاذب

صراحت در ساختار معادلات مشهود است. برای سرادگی در تحلیرل و ها بر عملکرد یکدیگر تأثیر متقابل دارند و این اثر متقابل بهجاذب

 :یر خلاصه کردتوان به فرم استاندارد دستگاه معادلات خطی زحل عددی، دستگاه معادلات مذکور را می
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 که در آن:
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 آیند:( به شکل زیر در می۴۳تعاری  )( با استفاده از ۴2پس دستگاه معادلات خطی  )
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نیرز دارای  Aاسرت و  Aمعکوس مراتریس  Bآید که در آن ( به دست می۴۴در نهایت جابجایی عرضی تیر از ) .]A]=[B[-1که در آن

حائز اهمیت است و باید  t,ja(y( آن یعنیبنابراین یک دستگاه معادلات با ضرایب مختلط حاصل شده که پاسخ . است iZط ضرایب مختل

پرس از حرل دسرتگاه  ی ارتعاشات عرضری را در هرر نقطره از تیرر بدسرت آورد.توان دامنهمی (۴۴)ی حداقل شود. با استفاده از رابطه

طرول آن محاسربه  توان پاسخ کامل جابجایی عرضی تیر را در هر نقطه ازها، میهای نقاط نصب جاذبمعادلات خطی و یافتن جابجایی

کند. همچنین با استفاده از رابطه تعادل جاذب، این پاسخ کلی را بر حسب پارامترهای جاذب و نیروی تحریک بیان می( ۴5کرد. رابطه )

دهنرد کره نشان داده شده است. ایرن روابرط نشران می( ۴۹تا )( ۴۶دست آورد که در روابط )توان دامنه نوسانات هر جاذب را نیز بهمی

توان این دامنه را کنترل ب با دامنه جابجایی تیر در محل نصب رابطه مستقیم دارد و با تغییر پارامترهای جاذب، میامنه نوسانات جاذد

دهرد کره صورت یک عبارت جبری بر حسرب پارامترهرای جراذب ارائره میاندازه نوسانات عرضی تیر را به( 5۰نمود. در نهایت، رابطه )

 .گیردرار میسازی قمبنای بهینه
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دست آورد. این رابطه تأثیر  ای برای نوسانات جاذب بهتوان رابطهی بالا پاسخ کلی جابجایی عرضی در طول تیر است. حال میرابطه

تیر در حل اتصال جراذب  دهد که زمانی که جاذب به تیر متصل باشد، جابجاییزیادی در تعیین پارامترهای جاذب ندارد فقط نشان می

 توان نوشت:( می22) رابطه ی جابجایی جاذب زیاد است. با استفاده ازرسد. دامنهبه حداقل می

(۴۶) 
2

),(

jj

jj

j
mK

tayK
q


 

(۴۷) 2 jjj MK  

(۴8) 

22

2

1

),(

jj

j

j

tay
q






   

2جای ها کافی است بهدر جاذب میراییبا در نظر گرفتن 

j مقدار مختلط jj i    بنابراین: .قرار داده شود 22
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 آید.دست می به jq(، مقدار ۴5) رابطه از t,ja(y( با قرار دادن مقدار
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 ت.ی زیر قابل محاسبه اساقل برسد، از رابطهی نوسانات عرضی تیر که باید به حداندازه
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 ررسی حالات خاص جاذب خطیب -1-2

( ۴5) هدستگاه معادلباشد  j=1ی نوسانات تیر از یک جاذب استفاده شود یعنی اگر برای کاهش دامنه: استفاده از یک جاذبال ( 

 شود.به یک معادله تبدیل می
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بره  ی بالا تبردیلتوان با استفاده از یک تقریب خوب تنها شکل مود اول را در نظر گرفت. در این صورت معادلهدر بیشتر موارد، می

 شود:می شکل زیر
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ها که بایرد ، نسبت جرم، محل نصب و نسبت فرکانسمیرایی، نسبت سفتیت این مقدار تابعی است از پارامترهای جاذب شامل نسب

 به حداقل برسد. Ωی تغییرات نسبت فرکانسی در محدوده

 .شودظاهر می 2×2در این حالت یک دستگاه معادلات : استفاده از دو جاذبب( 
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 مود اول در نظر گرفته شود: ت قبلی اگر فقطدرست مشابه حال
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گذارد.یمیر تأثشود که پارامترهای هر دو جاذب روی پاسخ کلی تیر، یمدر رابطه فوق مشاهده   

 یرخطیغررسی حالات خاص جاذب ب -2-2

ده( استفاده شده است. چنین رفتاری معمولاً با شونمنظور ایجاد رفتار غیرخطی در جاذب، از فنری با سفتی مکعبی )سختبه

ی نیروی بازگرداننده، شونده( قابل تحقق است که در آن، رابطهی خاص )مانند تیرهای خمستیک با هندسههای الاکارگیری المانبه

 ( 58)های سخ دینامیکی )رابطهدر روابط پا ۳/2های پیدایش توانتوان مکعبی منجر به شود. جایی بوده مدل میتابعی غیرخطی از جابه

ی باند آن، باعث افزایش کارایی جاذب در کاهش دامنهغیرخطی، به دلیل ماهیت پهن شود. استفاده از این نوعمنجر می ((۶۳) تا

 گردد.ارتعاشات در مقایسه با نوع خطی می

 آید.دست می ی زیر بهدر این حالت معادله :استفاده از یک جاذبال ( 
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 شود.می حاصلزیر  یو برای مود اول رابطه
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 شود.صورت زیر میبه  2×2مانند بخش قبل یک دستگاه : استفاده از دو جاذبب( 

(۶1)  
    1)()()()()()(1

)()(
)(

3

2

2

3

22

2

12221121
2

3

12111121

2

111

3

2

2

11

1 


















 ZaXBaXaXBZaXaXBaXB

MG

tFxK
xy i

b
 

(۶2)  
   

1 22 12

21 1111 22 12 21

1 A A
B A

A AA A A A

  
   

  
 

 شود:اول این رابطه محاسبه میکه برای مود 
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 مواد مدرج تابعیخواص  -3

 

دهنده در راستای ساخته شده است. در این نوع مواد، ترکیب تشکیل پژوهش تیر مورد بررسی از مواد با گرادیان تابعی در این     

کند که سطح بالایی تیر کاملاً از جنس سرامیک و سطح پایینی آن کاملاً از جنس ای پیوسته و تدریجی تغییر میگونهضخامت تیر به

شود که تیر همزمان از مقاومت حرارتی و سایشی بالای سرامیک در سطح فلز انتخاب شده است. این آرایش هوشمندانه باعث می

  اص مؤثر ماده در هر نقطه از ضخامت تیر که با نمادخو .مند شودپذیری بالای فلز در سطح تحتانی بهرهفوقانی و از چقرمگی و شکل

 fgP ها در دهنده )سرامیک و فلز( و همچنین کسر حجمی آنصورت تابعی از خواص ذاتی هر یک از مواد تشکیلشود بهمایش داده مین

یب انبساط حرارتی، چگالی، ضریب تر مقدار هر ویژگی مؤثر )مانند مدول الاستیسیته، ضرگردد. به عبارت دقیقهمان نقطه تعیین می

. [۳۴و ۳5 ]شودهدایت حرارتی و ...( از ترکیب وزنی خواص مربوط به سرامیک و فلز با استفاده از توابع توزیع کسر حجمی محاسبه می

ای ضخامت در راست مواداست که بر اساس آن توزیع کسر حجمی  هاترین مدل برای بیان این تغییرات مدل قانون ترکیب مخلوطرایج

شود. برای نمونه اگر کسر کسینوسی بیان مییا  انند مدل نمایی یا توانی ساده( یا توابع سینوسیمعمولاً با استفاده از یک تابع توانی )م

نشان دهیم خواص مؤثر در هر نقطه از ضخامت به شکل زیر قابل بیان  c=1−VmV  کسر حجمی فلز را با و cV  حجمی سرامیک را با

 .است
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سطح پایین   شوند که درای تعری  میگونهدر این روابط از سطح پایین فلزی تا سطح بالای سرامیکی بوده و توابع کسر حجمی به

لوگیری مشترک جفصل سطح بالا مقدار سرامیک بیشینه باشد. این تغییرات پیوسته نه تنها از تمرکز تنش در مقدار فلز بیشینه و در

این خواص شامل چگالی،  .شودکند بلکه موجب افزایش چشمگیر استحکام و طول عمر سازه در برابر بارهای مکانیکی و حرارتی میمی

این رویکرد امکان طراحی بهینه  .باشدتیر می ضخامت h وتوان ماده )شاخص گرادیان(  n مدول الاستیسیته و ضریب پواسون هستند.

 .سازدای و دینامیکی( فراهم میهای چندمنظوره مهندسی )حرارتی، سازهنیاز تیر را با توجه به

 سازیروش بهینه -4

 روش جستجوی منظم سازیمتکی است. استراتژی بهینه کاهش بیشینه دامنه ارتعاش به هدف اصلی کارسازی در این روش بهینه 

در این  .کندبرداری مینمونه ایصورت شبکهرا به یرایی، و ضریب مسفتیموقعیت،  که فضای پارامترها روش جستجوی منظم است.

روش، فضای پارامترهای طراحی جاذب دینامیکی شامل موقعیت نصب جاذب بر روی تیر، سختی جاذب )برای نوع خطی( یا ضریب 

ر پارامتر با رات هبندی گردید. بازه تغییسختی غیرخطی )برای نوع مکعبی( و ضریب میرایی ویسکوز، به صورت سیستماتیک تقسیم

های ممکن این نقاط به صورت جامع مورد ارزیابی قرار گرفت. برای هر ترکیب تعداد مناسبی از نقاط مساوی گسسته شد و تمام ترکیب

و  ای از معادلات دیفرانسیل معمولی کاهش یافتبوبنوف به مجموعه-پارامتر، ابتدا معادلات حاکم بر سیستم با استفاده از روش گالرکین

سازی شد. در هر حالت، تابع هدف اصلی بیشینه دامنه سپس با اعمال بار متحرک، پاسخ گذرا سیستم به صورت عددی یکپارچه

های پاسخ سیستم در فضای پارامترها ترسیم شود و رفتار جاذب این رویکرد اجازه داد تا نقشه .استارتعاش تیر در طول زمان عبور بار 

ده گردد. روش جستجوی منظم به دلیل پوشش کامل و منظم فضای طراحی، اطمینان بالایی از مشاه در شرایط مختل  به وضوح

سازد. در این مقاله، این کند و امکان تحلیل فیزیکی عمیق تأثیر هر پارامتر بر عملکرد سیستم را مهیا مییافتن نقاط بهینه فراهم می
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سازی بر پایه همین رویکرد به بی( به کار گرفته شد و نتایج اصلی بهینهروش هم برای جاذب خطی و هم برای جاذب غیرخطی )مکع

دست آمد. هرچند این روش از نظر محاسباتی نسبتاً پرهزینه است، اما شفافیت بالا و قابلیت اطمینان آن، آن را به انتخابی مناسب 

 برای مطالعه حاضر تبدیل کرد.

 نتایچ و بحث -5

شده از ماده مدرج تابعی سازی سیستم تیر ساختهکامل تحلیل و بهینهگام بهمراحل گام 2شکل نمایش داده شده در  فلوچارت زیر

های های نخست، خصوصیات هندسی و فیزیکی تیر، ویژگیدهد. در گامکننده ارتعاشات را نشان میتحت بار متحرک و مجهز به جذب

ازی رفتار مکانیکی ماده مدرج تابعی بر اساس کسر حجمی سکننده تعری  شده و سپس مدلبار متحرک و مشخصات سیستم جذب

کارگیری معادلات لاگرانژ، معادلات حرکت سیستم های جنبشی و پتانسیل و بهگیرد. در ادامه، با محاسبه انرژیاجزا صورت می

سازی مودها فرایند گسستهلاس شکجایی بر اسشوند. برای حل این معادلات، ابتدا با استفاده از روش گالرکین و بسط جابهاستخراج می

های عددی حل آمده با استفاده از روشدستشده بهگردند. دستگاه معادلات دیفرانسیل کوپلبعد میانجام شده و معادلات حاصل بی

های ا روشکننده را بسازی سیستم باشد، الگوریتم وارد یک حلقه تکرار شده و مشخصات جذبشود و در صورتی که نیاز به بهینهمی

های سازی، پاسخکند تا به حالت بهینه برسد. در نهایت، با اتمام حل عددی یا فرایند بهینهجستجوی مستقیم یا تصادفی اصلاح می

جایی بر گذار، جابهشده محاسبه شده و نمودارهای مربوط به پاسخکننده و میزان انرژی جذبجایی جذبنهایی شامل خیز تیر، جابه

 .گردندتوان ماده استخراج میاثر  حسب سرعت و

 
 .هاپاسخ استخراج تا هاداده ورودی از ارتعاشی، هایجاذب با متحرک بار-تیر دینامیکی یالگوریتم حل مسئله :2شکل 

Fig. 2. Algorithm for solving the dynamic problem of a beam under a moving load with vibration absorbers, from data input to extracting the 

responses. 

حاصل از  جینتا میمستق سهیو روش حل، مقا یسازاز صحت مدل نانیو اطم یعدد جینتا یپژوهش، به منظور اعتبارسنج نیدر ا

یمنحن سه،یمقا نیانجام شده است. در ا سیو واکاک ادسیشده در مقاله مرجع معتبر از جورجارائه جیشده با نتادادهتوسعه یکد عدد

شده گزارش جینتا یآب یهایشده در پژوهش حاضر هستند و منحنانجام یهایسازهیحاصل از شب جیتادهنده نرنگ نشانقرمز  یها

 یخوب اریتطابق بس شود،یم دهیوضوح دبه ۴و  ۳های طور که در شکل. هماندهندیرا نشان م [ ۳۶] سیو واکاک ادسیتوسط جورج
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 کیتحت تحر یمکعب یرخطیمتصل به جاذب غ ریت یارا بر یمشابه یکینامیرفتار د یوجود دارد و هر دو منحن جیدو دسته نتا نیب

 ن،یبه روش گالرک یسازکاررفته در مقاله )شامل گسستهبه یروش عدد یدهنده دقت بالاتطابق، نشان نی. ادهندینشان م یاضربه

که  شودیم دهید ن،یهمچن .کندیم دییتأ یخوبرا به یعدد یسازادهیصحت پ و اشدبیمعادلات( م یبعدسازیو ب یعدد یریگانتگرال

 .است یکینامیجاذب د در ییرایاز وجود م یکه ناش شودیدامنه نوسانات به مرور زمان مستهلک م
 

 

.[36]. مقایسه نتایج حاضر با کار انجام شده توسط جورجیادس  و واکاکیس 3شکل   

Fig. 3. Comparison of the present results with the work of Georgiades and Vakakis [36]. 

 

.[36]  مقایسه نتایج حاضر با کار انجام شده توسط جورجیادس  و واکاکیس :4شکل     
Fig. 4. Comparison of the present results with the work of Georgiades and Vakakis [36]. 

وو  اجانگیمنتشرشده توسط توسط ج جیبا نتا گرید مقایسه کیروش حل حاضر،  سنجی بیشتر عتباردقت و ا یه منظور بررسب

( هیمتر بر ثان ۷۰تا  ۰مختل  بار متحرک )از  یهاکننده در سرعتمجهز به جذب ریت یکینامی. پاسخ د(5)شکل  انجام شد[ ۳۷]

 یحاصل از مطالعه حاضر، انطباق خوب ریمرکز ت یعمود ییجاابهج یخروج نشان داده شده است کلطور که در ش. هماندیگرد یابیارز

 .دهدیمرجع نشان م جیبا نتا
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.[73]یاجانگ وومقایسه نتایج حاضر با کار انجام شده توسط ج :5شکل     
Fig. 5. Comparison of the present results with the work of Jia-JangWu [37]. 

یرکونیا )سرامیک( و الومینیم )فلز( به عنوان ماده تشکیل دهنده تیر  تابعی مدرج در نظر اده زسازی این مسئله دو مبرای شبیه

خواص مواد در طول ضخامت تیر به صورت پیوسته و بر اساس یک قانون  آمده است. 1ها در جدول گرفته شده است که مشخصات آن

دلیل سفتی و مقاومت حرارتی بالا در یک سطح )معمولاً سطح بالایی( و  کند. زیرکونیا بهتوزیع توانی )مانند قانون نمایی( تغییر می

شود که تیر همزمان از مزایای هر دو گیرد. این توزیع مدرج باعث میآلومینیوم به دلیل چقرمگی و وزن پایین در سطح دیگر قرار می

های ی فلز. هدف از این انتخاب، کاهش تنشانرژ پذیری و جذبمند شود: مقاومت حرارتی و سایشی سرامیک در کنار شکلماده بهره

 . پسماند و بهبود عملکرد دینامیکی تیر تحت بار متحرک است

 .دهنده تیرابعاد هندسی، مشخصات و خواص مکانیکی اجزای تشکیل: 1جدول 

Table 1: Geometric dimensions, specifications, and mechanical properties of the beam components. 

 

 

 

 

 

 

افزار متمتیکا پس از یافتن معادلات و مدل ریاضی ارتعاشات سیستم با استفاده از جاذب دینامیکی در بخش قبلی، معادلات در نرم

، پیاده شد و نتایج و نمودارهای مورد نیاز برای تحلیل بدست آمدند. اگر در حالت عادی، هیچ سیستم جاذبی  وجود نداشته باشد

یک جاذب دینامیکی خطی با جذب انرژی ارتعاشی از تیر اصلی و آید. )سمت چپ( در می ۶صورت نمودار شکل ارتعاشات عرضی تیر به

. در )وسط( نشان داده شده است ۶همانطور که در شکل  شوداتلاف آن از طریق میرای ویسکوز، باعث کاهش دامنه ارتعاشات می

شود که نیروی ناشی از بار متحرک را در ای طراحی میراگر است، به گونهل جرم، فنر خطی و میشده، جاذب که شامسیستم بررسی

توجهی از انرژی ورودی را به فرکانس نزدیک به مد اول تیر جذب کند. این جاذب با ایجاد نیروی مخال  در نقطه اتصال، بخش قابل

 مشخصات نوع پارامتر )یکا(مقدار

1 (m)  یر طول ت (L) 
  (h) ضخامت تیر ۰1/۰(m)  تیر هندسه

 (m)۰۳/۰ عرض تیر(b) 
(GPa) 2۰۰  مدول یانگ(E) 

 (ρ)چگالی  3m/kg( ۰۰5۷( سرامیک
 (υ) ضریب پواسون ۳۳/۰
(GPa) ۷۰  مدول یانگ(E) 

 (ρ)چگالی mkg( ۰۰2۷/3( آلومینیوم
 (υ)ضریب پواسون ۳۳/۰
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در  )سمت راست( اما جاذب غیرخطی )مکعبی(. یابدتیر اصلی کاهش می کند. در نتیجه، دامنه نوسانخود منتقل کرده و مستهلک می

تواند در طی  دهد، زیرا به دلیل غیرخطی بودن ذاتی خود، میاین مطالعه عملکرد بهتری در کاهش حداکثر دامنه ارتعاش نشان می

 .ستهلک کندبه خود جذب کرده و مطور مؤثرتری از حالت اولیه ها با تیر کوپل شود و انرژی را بهتری از فرکانسوسیع

خطی )وسطی( و غیرخطی )سمت راست(. کیاذب دینامیکی )سمت چپ(، با جاذب دینامیجمقایسه پاسخ گذرا بدون  :6شکل   

Fig. 6. Comparison of the transient response without a dynamic absorber (left), with a linear dynamic absorber (middle), and with a 

nonlinear dynamic absorber (right). 

 

 غیرخطی جاذب سیستم تیموشنکو)سمت راست( با برنولی )سمت چپ( و تیرهای برای زمان حسب بر مکان تغییر ماکزیمم : نمودار7 شکل
Fig. 7. Maximum displacement versus time for Bernoulli-Euler beams (left) and Timoshenko beams (right) with a nonlinear absorber system. 

تفاوت اصرلی در نررخ  نشان داده شده است. برنولی و تیموشنکو مجهز به جاذب غیرخطی-تحلیل پاسخ گذرای تیر اویلر ۷شکل  در

و تغییر شکل برشی،  نظر از اینرسی دورانیبرنولی، به دلیل صرف-شود. در تئوری اویلرجذب انرژی و زمان میرا شدن نوسانات ظاهر می

گرردد؛ در نتیجره انررژی عمردتاً در شوند و جاذب غیرخطی عمدتاً با مد اول کوپرل میمدهای بالاتر سیستم با تأخیر بیشتری فعال می

در همان فرکانس پایین جذب شده و پاسخ گذرا شامل نوساناتی با دامنه اولیه نسبتاً بزرگ ولی با نرخ میرایری تقریبراً ثابرت اسرت. امرا 

شوند و جاذب غیرخطی به دلیل ماهیت غیرخطی خرود )وابسرتگی سرفتی بره دامنره( های بالاتر زودتر تحریک میمدل تیموشنکو، مد

تر از تیر مکش کند. نتیجه آن که در تیرر تیموشرنکو، تری از مدها کوپل شود و انرژی را سریعباند با طی  وسیعتواند به صورت پهنمی

برنولی است، اگرچه ممکن -های نوسان )و در نتیجه افزایش عمر خستگی( بیشتر از مدل اویلررا و تعداد سیکلکاهش دامنه حداکثر گذ

 .است پیک اولیه پاسخ اندکی بالاتر باشد

افزایش طول تیر در حضور جاذب دینامیکی غیرخطی )مکعبی( اثرات قابل توجهی بر عملکررد جراذب و پاسرخ دینرامیکی سیسرتم 

یابد یعنی برای تیر بلندتر، جاذب باید سفتی نسبت به طول کاهش می ۹با توان  نه جاذب غیرخطیش طول تیر، سفتی بهیدارد. با افزای

بنرابراین در تیرر بلنردتر، میرایری . کنردبا توان اول نسبت به طول تغییرر می بسیار کمتری داشته باشد. به همین ترتیب، میرایی بهینه

شود، لذا جراذب غیرخطری زمران بیشرتری های طبیعی میذرا، افزایش طول تیر باعث کاهش فرکانسکمتری نیاز است. از نظر پاسخ گ
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تیر شوند. موقعیت بهینه جاذب نیز همرواره نزدیرک میرانتری میرا میبرای جذب انرژی خواهد داشت و نوسانات در مدت زمان طولانی

احتی پارامترهای بهینه را برای هرر طرول دیگرری توان به رمشخص، می برای یک طول 2جدول در  ماند. با داشتن نتایج بهینهباقی می

 .محاسبه کرد

 یل اثر طول تیر.ل. مشخصات جاذب و تیر برای تح2جدول 

Table 2. Specifications of the absorber and the beam for analyzing the effect of beam length. 

)یکا(طول تیر 1 ۳ ۹  
 (m/s)  تحرکسرعت بار م 5۳ 1۷ 5

2/۳  ۳/1  ۴/۰  (kg) جرم جاذب 

۴/1  ۷/۳  2/1  ضریب غیر خطی فنر 

1۳/1۹  2/1  ۰2/۰  (mm) بیشترین تغییرمکان 

 

 نمودار حداکثر تغییر مکان بر حسب سرعت برای یک تیر الومینیمی در مقایسه با تیر تابعی مدرج. :8 شکل
Fig. 8. Maximum displacement versus velocity for an aluminum beam compared with a functionally graded beam. 

شده از زیرکونیا و آلومینیوم، در مقایسه با تیر معمولی، حداکثر خیز را در ساخته دهد که استفاده از تیر مدرج تابعینتایج نشان می

گیگاپاسکال  2۰۰نگ بالای زیرکونیا )حدود . علت اصلی این کاهش، مدول یا(8)شکل  دهدتمام محدوده سرعت بار متحرک کاهش می

دهد. بیشترین کاهش خیز )حدود یری افزایش میگیگاپاسکال آلومینیوم( است که سفتی خمشی تیر را به طور چشمگ ۷۰در برابر 

داکثر است و دهد، زیرا در این ناحیه دامنه ارتعاشات حمتر بر ثانیه( رخ می ۳۰تا  2۰درصد( در ناحیه تشدید )سرعت حدود  25-۳۰

های بالا، کاهش خیز استاتیک( و سرعتهای پایین )ناحیه شبهاثر سفتی اضافی ناشی از لایه سرامیکی بیشترین تأثیر را دارد. در سرعت

 ۹5/1متر نص  خیز تیر معمولیمیلی 1 تابعی متر بر ثانیه، خیز تیر 5۰درصد است. همچنین در سرعت  15و  2۰به ترتیب حدود 

 .باشددهنده عملکرد برجسته مواد مدرج تابعی در کنار جاذب دینامیکی غیرخطی میها است که نشانیابی از دادهبرون متر میلی

به بررسی و مقایسه جامع  ۹سازی پارامترهای طراحی، نمودارهای شکل منظور تحلیل دقیق مشخصات دینامیکی و فرآیند بهینهبه

پردازند. برنولی و تیموشنکو می-جابجایی تیرهای مدرج تابعی بر اساس دو تئوری اویلرتأثیر تغییرات ضریب فنریت بر حداکثر 

های پاسخ هر دو مدل سمت چپ( برای حالت جاذب دینامیکی غیرخطی مکعبی قابل مشاهده است، منحنی) ۹طور که در شکل همان

سازی نوسانات گذرا است. در مدل بهینه برای کمینهدهنده وجود یک تراز سختی تیر دارای یک پهنه مینیمم مشخص هستند که نشان

دهد. در مقابل، ارزیابی نمودار شکل رخ می ۷1۰ه غیرخطی بهینتیر با جاذب غیرخطی، کمترین میزان جابجایی حداکثر در بازه سختی 
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پاسخ خیز حداکثر  دهد که با تغییر ضریب فنر خطی،سمت راست( که به تحلیل عملکرد جاذب خطی اختصاص دارد، نشان می) ۹

به عنوان سختی بهینه  15۰۰برنولی و تیموشنکو رفتار همگرایی پایداری را در محدوده مشخص-سیستم برای هر دو تئوری تیر اویلر

شده صلب رفتار کند که اگرچه جاذب خطی در یک فرکانس تنظیماثبات می ۹گذارد. تقابل نموداری در شکل خطی به نمایش می

مراتب پایدارتری پذیری و کارایی بهکنش وابسته به دامنه، انعطافد، اما جاذب غیرخطی مکعبی به دلیل ماهیت برهمسنتی موثری دار

 .آوردهای جهشی پاسخ گذرا تحت بار متحرک فراهم میدر سرکوب دامنه را

 
 ت راست(.جاذب خطی )سمطراحی مقدار بهینه ضریب فنریت برای جاذب غیر خطی)سمت چپ(،  نمودار :9 شکل

Fig. 9. Design diagram of the optimal spring stiffness for the nonlinear absorber (left) and the linear absorber (right). 

 
 (.چپدر پاسخ گذرا تیر)سمت  (n) توان مادهنحوه توزیع مواد در راستای ضخامت تیر)سمت راست(، تاثیر  :10 شکل

Fig. 10. Material distribution through the thickness of the beam (left) and the effect of the material power index (n) on the transient response 

of the beam (right). 

از دیدگاه فیزیک و مکانیک جامدات، دهد. تاثیر شاخص توزیع توانی را بر توزیع مواد در راستای ضخامت نشان می 1۰در شکل 

تر( در شده از زیرکونیا و آلومینیوم به این معناست که سهم ماده فلزی )آلومینیوم نرمساخته در تیر مدرج تابعی (n) افزایش توان ماده

(، بخش اعظم 2/۰کوچک است )مثلاً  n کند. وقتیشود، زیرا قانون توانی توزیع حجمی مواد را کنترل میرفتار کلی تیر بیشتر می

در نتیجه سفتی خمشی  .شود و فقط لایه نازکی در سطح زیرین فلز استپر می رامیک زیرکونیا با مدول یانگ بالاضخامت تیر از س

، توزیع مواد به ۳یا  1 به  nروند. با افزایشهای طبیعی بالا مییابد و فرکانسخیز حداکثر کاهش می یر به شدت افزایش یافتهمعادل ت

تر شده و تغییر شکل ، تیر نرمGpa ۹1 و سپس 1۳5به  1۷۳از حدود . یابدل یانگ مؤثر کاهش میمدو و کندسمت غلبه فلز تغییر می
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سرامیک باعث -های کوچک گرادیان شدید خواص در نزدیکی سطح تماس فلز n دهد. همچنین دربیشتری تحت بار متحرک نشان می

های پسماند کمتری ایجاد تر بوده و تنشرگتر انتقال خواص نرمهای بز n در حالی که در .شودای میلایههای برشی بینافزایش تنش

یابی بین حداکثر سفتی )کاهش خیز( و ک بهینهی  n بنابراین انتخاب شود.یابد جابحایی هم زیاد می افزایش می nهرچه  گردد.می

 .حداقل تمرکز تنش است

 گیرینتیجه -6

  خطی و غیرخطی )مکعبی( در کنترل ارتعاشات تیرهای مدرج تابعیهای دینامیکی این مطالعه، به بررسی عملکرد جاذبدر 

برنولی -شده از ترکیب زیرکونیا )سرامیک( و آلومینیوم )فلز( تحت تحریک بار متحرک پرداخته شد. با استفاده از تئوری تیر اویلرساخته

بوبنوف، پاسخ گذرای سیستم برای -الرکینو تبدیل معادلات دیفرانسیل جزئی به دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی به روش گ

از مواد مدرج تابعی به تنهایی، به دلیل مدول یانگ دهد که استفاده سازی گردید. نتایج نشان میهای مختل  بار متحرک شبیهسرعت

یکنواخت کاهش دهد. با تواند حداکثر خیز را به میزان قابل توجهی نسبت به تیر آلومینیومی بالای زیرکونیا در سطح بالایی تیر، می

بخشد به طوری که در سرعت این حال، افزودن جاذب دینامیکی غیرخطی با جرم مناسب، این کاهش را به میزان چشمگیری بهبود می

درصد نسبت به حالت تیر فلزی  ۶۰با توان ماده پایین و جاذب غیرخطی بهینه، حداکثر خیز را تا بیش از  تشدید اصلی، ترکیب تیر

درصد انرژی ورودی را دارد که این مقدار  8۷دهد. همچنین جاذب غیرخطی توانایی جذب و استهلاک حدود اذب کاهش میبدون ج

های بار متحرک است. مقایسه عملکرد جاذب باند آن در طی  وسیعی از سرعتدهنده عملکرد پهنل از طول تیر بوده و نشانمستق

کاهش حداکثر دامنه ارتعاش عملکرد بهتری دارد، در حالی که جاذب خطی در  خطی و غیرخطی نشان داد که جاذب غیرخطی در

نشان داد که با افزایش توان ماده، سهم فلز  شده اندکی برتر است. بررسی اثر توان ماده در قانون توزیع توانیبیشینه کردن انرژی جذب

یابد و عملکرد جاذب نیز تحت تأثیر خیز حداکثر افزایش می یابد که در نتیجهدر رفتار تیر بیشتر شده و مدول یانگ مؤثر کاهش می

هزینه برای کاهش دینامیکی غیرخطی راهکاری موثر، غیرفعال و کم گیرد. در مجموع، ترکیب مواد مدرج تابعی با جاذبقرار می

به دلیل کاهش چشمگیر  دهد که ضمن کاهش حداکثر خیز، طول عمر خستگی سازه راارتعاشات تیرهای تحت بار متحرک ارائه می

شود در مطالعات آتی، اثر دما، کسر حجمی بهینه مواد و نیز استفاده از دهد. پیشنهاد میهای نوسان، افزایش میتعداد سیکل

 .های غیرخطی با درجه غیرخطی بالاتر مورد بررسی قرار گیردجاذب

 فهرست علائم -7

 علائم انگلیسی

 A (m²) سطح مقطع تیر

 a (m) ام-j بموقعیت نصب جاذ

 C (N.s/m) ضریب میرایی ویسکوز جاذب

 E (N/m²) مدول الاستیسیته

 F (N) نیروی متحرک

 G (N/m²) مدول برشی

 H(t) تابع پله هوی ساید 

 I (m⁴) ممان اینرسی سطح مقطع

 J ها تعداد کل جاذب

 K (N/m) سختی فنر جاذب

 L (m) طول تیر

 M (kg) جرم کل تیر

 m (kg) جرم جاذب

 Q (N) یافتهنیروی تعمیم

 q (m) مختصات عمومی تیر

 qj (m) مختصات عمومی جاذب

 Si (N/m) سختی عمومی
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2۰ 

 

 T (J) انرژی جنبشی کل سیستم

 t (s) زمان

 U (J) انرژی پتانسیل کل سیستم

 V (m/s) سرعت بار متحرک

 یونانیعلائم 
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ABSTRACT   
In this paper, the influence of a dynamic vibration absorber on controlling vibrations in thin beams 

subjected to external excitation is examined. The primary objective is to compare the effectiveness of a linear 

absorber against a nonlinear one in order to attain the greatest possible reduction in beam displacement. The 

Timoshenko beam theory is employed to model the dynamic response of the structure. A cubic geometric spring 

is introduced to generate both linear and nonlinear restoring forces, enabling optimal spring parameters to be 

identified in each case so that beam deflection is minimized. Linear viscous damping is assumed throughout the 

study. Unlike the Euler-Bernoulli formulation, the adopted Timoshenko model incorporates shear deformation 

and rotary inertia effects. Accuracy of the numerical results is verified through direct comparison of the two 

beam theories. Findings are further validated against previously published results in the literature. Because 

beam amplitude may be amplified at multiple excitation frequencies, the number of absorbers is treated as a free 

parameter, and the governing equations impose no restriction on absorber count. Results obtained with both 

beam models are presented graphically, and a detailed comprehensive comparison of linear versus nonlinear 

absorber performance in suppressing the dynamic response is provided herein. 
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