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ABSTRACT  

Surface modeling is one of the most important stages in the design of mechanical parts, especially in creating 

free-form surfaces such as car bodies, ship and boat hulls, blade forms, bottle bodies, and the like, which are 

important in terms of both aesthetics and engineering. In this study, a method for manipulating and optimizing 

surfaces with constrained boundaries using a combination of the Coons and Bezier methods as well as Coons and 

Hermite bicubic is presented. In this method, first, based on the constrained boundaries, an initial Coons surface 

is created and then decomposed into several arbitrary Bezier or Hermite bicubic patches for surface 

manipulation. Bezier patches are created solely by points taken from the surface, whereas to create Hermite 

bicubic patches, the first and second tangent vectors must be calculated in addition to the points. Accordingly, 

the results obtained show that the combination of the two methods, the Coons method and the Hermite bicubic, 

provides a smooth surface with continuity of the first-order derivative at all points based on constrained 

boundary curves, where the combination of the two methods, the Coons and Bézier, has the property of easier 

control of points, but at the boundary where the patches connect inside the surface, there is no requirement for 

continuity of the first-order derivative. 
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1. Introduction 

Geometric modeling and free-form surface 

manipulation are considered fundamental pillars of 

computer-aided design, computer-aided engineering, 

and computer-aided manufacturing systems [1]. In the 

design of advanced mechanical components—such as 

turbine blades, automotive bodies, marine propellers, 

and plastic injection molds—the accurate and efficient 

representation of 3D surfaces plays a decisive role in the 

success of the analysis and manufacturing processes. 

Surface modeling entails generating a digital model 

of a specific component to facilitate subsequent design 

and manufacturing stages; this process requires defining 

all surface points through mathematical relationships. 

Surface design methods generally rely on either points 

or curves. Various techniques for surface modeling have 

been developed, including Bézier, Hermite, Coons, B-

spline, and NURBS methods [2, 3]. Among the 

numerous methods for parametric surface 

representation, this study examines three major, 

powerful families of surface modeling—Coons patches, 

Bézier patches, and Hermite patches—as well as the 

practical aspects of combining them. 

In many instances—such as automotive body design 

or reverse engineering (where boundary curves are 

obtained via scanning)—surface boundaries are 

predefined, and the objective is to generate a desired 

surface that ensures smooth continuity while precisely 

adhering to these boundary curves [4]. In this context, 

Wang et al. [5] proposed a method based on thin-plate 

bending to achieve C¹ continuity during the deformation 

of a surface with constrained boundaries. In the 

proposed method, the specified surface is first mapped 

to a 2D unit circle; subsequently, deformation is 

performed on this unit circle under boundary constraints 

using plate-bending differential equations, thereby 

determining the coordinates of the plate's new form. 

Finally, the shape is mapped back to 3D space to 

establish the new surface geometry. 

Most methods for surface manipulation rely on 

solving partial differential equations to ensure necessary 

continuity, resulting in computationally intensive and 

complex processes. To address this, the present study 

introduces a new, efficient method for the free-form 

manipulation of a surface with constrained boundaries; 

this method allows for arbitrary surface manipulation 

while maintaining first-order derivative continuity 

across the entire surface. To generate the initial surface, 

the method employs the Coons surface approach. The 

surface is then subdivided into arbitrary patches (sub-

surfaces), with Hermite patches utilized to ensure C¹ 

continuity. Subsequently, free-form deformation is 

achieved by manipulation the patch point parameters; 

this enables the method to offer various manipulation 

options while preserving the predefined boundary 

curves. Given that establishing a suitable search space is 

a crucial step in optimization, this approach facilitates 

the creation of the necessary search space for the 

optimization of surfaces with constrained boundaries. 

2. Methodology 

The efficient approach to surface modeling is the 

parametric method. In this method—as illustrated in 

Figure 1—surface modeling constitutes a mapping from 

2D u-v space to 3D xyz space, wherein the x, y, and z 

coordinates of each point on the surface are determined 

by functions of u and v. 

 

Fig. 1. Surface modeling is a type of mapping from 2D 

space to 3D space. 

The method proposed in this study uses the 

capability of the Coons method to generate a surface 

based on known boundaries; thus, the initial step 

involves creating a base surface using this method. 

Subsequently, to enable free-form surface 

modification—such as achieving desired aerodynamic 

properties or other engineering characteristics—the 

generated surface is subdivided into multiple Bézier or 

cubic Hermite patches. By adjusting the parameters of 

the internal points within these patches, it becomes 

possible to generate a variety of surfaces that all share 

the same boundaries. 

First, four arbitrary boundary curves are defined as 

Bézier curves. The initial Coons surface based on these 

boundary curves is shown in Fig. 2. Subsequently, the 

surface is decomposed into, for example, four Bézier 

patches; this is done by selecting four sets of 4×4 points 
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from the original Coons surface (indicated in red in Fig. 

3) and using them to construct a new surface composed 

of four patches, as shown in Fig. 3. 

 

Fig. 2. Generation of the initial Coons surface based on 

input constrained boundaries 

A close examination of Fig. 3 reveals that, firstly, 

the boundary curves are not well approximated for 

curves with high curvature (as evidenced by the 

discrepancy between the black and blue lines in Fig. 

3)—an issue that improves as the number of patches 

increases. Secondly, at the junction between two 

patches (as shown in the magnified view in Fig. 3), the 

connection is of the C0 type, lacking derivative 

continuity; this is unacceptable if a smooth surface is 

required. 

 

Fig. 3. Decomposition of the initial surface into 

four Bézier patches; the lack of derivative 

continuity and inadequate approximation of the 

boundary curves are evident. 

To address and resolve the two aforementioned 

issues, if Hermite patches are employed instead of 

Bézier patches—specifically by utilizing the corner 

points of the Bézier patches while replacing the 

intermediate points with first- and second-order 

derivatives (twist vectors) as shown in Fig. 4, the two 

cited defects are eliminated, and the capability for free-

form surface manipulation is simultaneously enabled. 

 
Fig. 4. Decomposition of the initial surface into 

four Hermite patches. First-order derivative 

continuity is maintained between the patches. 

It is worth noting that when joining two bicubic 

Hermite patches, C1 continuity across the shared 

boundary is guaranteed provided that the coordinates of 

the boundary's start and end points, the first-order 

tangent vectors (with respect to u and v), and the 

second-order tangent vector (with respect to uv, or the 

twist vector) are identical [6]. This characteristic 

demonstrates the superiority of the Hermite patch 

decomposition approach over that of Bézier patches. 

3. Results and Discussion 

Free-form surface manipulation for the surface 

decomposed in Fig. 4 can be achieved by altering the 

coordinates of point A, as well as the two tangent 

vectors and the twist vector. This process results in the 

displacement of all points within the surface (excluding 

the boundary curves). Accordingly, in Fig. 5a and 5b, 

only the Z-coordinate of point A has been adjusted—

from 0.3813 to 0.1 and 0.6, respectively—while the 

boundary curves remained entirely fixed, yielding a 

perfectly smooth surface anchored to these curves that 

can serve as input for optimization algorithms. 

The surfaces generated in MATLAB can be 

converted into usable surfaces using traditional 

computer aided design software. First, the `surf2patch` 

command in Matlab is used to convert the coordinates 

of all surface points into a triangular mesh, which is 

then saved as .stl file format. Subsequently, this file can 

be imported into CAD software—such as CATIA—as a 

mesh file (Fig. 6a) and then reconstructed into a surface 

using the surface reconstruction environment. Once the 

surface is created, subsequent design steps—such as 

thickening the surface to create a solid volume (Fig. 6b)  
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a) 

 
b) 

Fig. 5. Free-form surface manipulation and 

generation of new surfaces sharing the same 

boundary; a) Z-coordinate of the midpoint = 0.1; 

b) Z-coordinate of the midpoint = 0.6. 

 

 

 

 

 

 

a) 

 

 

 

 

 

 

b) 

 

 

Fig. 6. a) Importing the mesh file into CATIA, b) 

thickening and converting the surface into a 3D 

solid.  

4. Conclusions 

This research investigated the capabilities of hybrid 

methods combining Coons surfaces with Bézier 

surfaces, as well as Coons surfaces with Bicubic 

Hermite surfaces, to generate multiple surface patches 

sharing identical boundaries. Firstly, an initial surface 

was generated based on four input boundary curves 

using the Coons method implemented in MATLAB. 

Subsequently, point data were sampled to construct 

Bézier patches, while point data along with first- and 

second-order partial derivatives (twist vectors) were 

sampled to construct Bicubic Hermite patches. The 

results demonstrated that, compared to the Coons-

Bézier combination, the hybrid Coons-Bicubic Hermite 

method produced surfaces with superior smoothness at 

patch junctions and offered greater flexibility for free-

form surface control and manipulation. The proposed 

method provides various options for optimizing surfaces 

with constrained boundaries; when integrated with 

optimization algorithms and engineering software, it 

enables the generation of optimal, high-quality surfaces. 
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 مکعبیبزییر و کونز،  هایبا مرز مقید با ترکیب روشسطوح  آزاد فرم تغییر و مدلسازی 

 هرمیتی 

  *آبادیعلی حسن

بیرجند، ایران ،بیرجند ، دانشگاه، گروه مهندسی مکانیکمهندسی دانشکده   

 چکیده
فرم آزاد نظیر بدنه خودرو، سطوح بیرونی کشتی و قایق، فرم ا ترین مراحل طراحی قطعات مکانیکی به خصوص در ایجاد سطوح بمدلسازی سطح یکی از مهم

در این پژوهش قابلیت سه روش کونز، دوگانه مکعبی هرمیت و زیبایی و هم جنبه مهندسی در آنها اهمیت دارد.  باشد که هم جنبهنظایر آن می ها وبطری ها وپره

مچنین روش کونز و بزییر و ه به کمک ترکیبی از سطوح با مرز مقیدسازی و بهینه تغییر فرم آزادبزییر در مدلسازی سطوح مورد بررسی قرار گرفته و روشی برای 

مکعبی  ادر این روش ابتدا بر اساس مرزهای مقید، سطح کونز اولیه ایجاد شده و سپس به چندین پینه دلخواه بزییر یشود. و دوگانه مکعبی هرمیت ارائه میکونز 

های شوند در جایی که برای ایجاد پینههای بزییر صرفا توسط نقاط اخذ شده از روی سطح ایجاد میپینهشود. سطح، تجزیه می رم آزادهرمیت، به منظور تغییر ف

وگانه ددو روش روش کونز و دهد که ترکیب نتایج به دست آمده نشان مینقاط، بردار مماس اول و دوم نیز محاسبه شود. بر این اساس بر مکعبی هرمیت باید علاوه 

کند در جایی که ترکیب دو روش کونز و بزییر های مرزی مقید ارائه میسطحی هموار با پیوستگی مشتق مرتبه اول در تمام نقاط بر مبنای منحنی مکعبی هرمیت

 نخواهد داشت.وجود وستگی مشتق مرتبه اول، الزامی به پی ،سطحداخل های تر نقاط را دارا بوده اما در مرز محل اتصال پینهویژگی کنترل راحت

 کلمات کلیدی
 مقید هایدوگانه مکعبی هرمیت، سطح با مرز سطحبزییر،  سطحکونز،  سطحسطح،  تغییر فرم آزاد

 

 

 مقدمه -1

 یهاپایه از یکی ،سطوح و تغییر فرم آزاد هندسی مدلسازی

 هب مهندسی کامپیوتر، کمک به طراحی هایسیستم در اساسی

 دشومی محسوب کامپیوتر کمک به ساخت و  کامپیوتر کمک

 بین،تور هایپره مانند پیشرفته مکانیکی قطعات طراحی در .[1]

 هارائ پلاستیک، تزریق هایقالب و دریایی هایملخ خودرو، بدنه

 قیتموف در کنندهتعیین نقشی ،بعدیسه سطوح کارآمد و دقیق

 . کندمی ایفا تولید و تحلیل فرآیند

 مدنظر قطعه افزارینرم فایل ارائه معنی به سطح مدلسازی

 آن طی در که باشدمی ساخت و طراحی مراحل ادامه منظور به

. شود ممعلو ریاضی روابط از استفاده با سطح نقاط کلیه است لازم

 بر مبتنی یا معمولا مختلف، هایروش کمک به سطوح طراحی

                                                             
1 Bezier 
2 Hermite 
3 Coons 

های متعددی برای روش .هامنحنی بر مبتنی یا و است نقاط

توان به روش مدلسازی سطوح ارائه شده است که از جمله آنها می

. [3, 2] اشاره کرد 5و نربز 4اسپیلاین، بی3، کونز2هرمیت، 1ییربز

در این  سطوح، پارامتریک نمایش متعدد هایروش میان در

 شاملو قدرتمند مدلسازی سطوح،  اصلی خانواده سهپژوهش، 

و همچنین  هرمیت هایپینه و بزییر هایپینه کونز، های6پینه

های ترکیب آنها به صورت کاربردی، مورد بررسی قرار ویژگی

 گیرد.می

 1۹6۰ ههد در استیون کونز توسط بار نخستین که کونز پینه

 یک ،[4]شد  معرفیهای فضایی و به منظور طراحی سطوح سازه

 منحنی چهار داشتن با که است مبتنی بر مرزها درونیابی روش

4 B-Spline 
5 NURBS: NonUniform Rational B-splines 
6 Patch 
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 افص سطحی ،که به صورت متقابل قرار دارند متصل به هم مرزی

 هومیمف سادگی روش این اصلی مزیت .کندمی تولید پیوسته و

 اطنق به نیاز بدون مرزی هایمنحنی دقیق درونیابی توانایی و

 ضعیمو کنترل فاقد کونز پینه حال، این با. است داخلی کنترل

 کل بر مرزی منحنی یک در تغییر هرگونهاست به نحوی که 

قابل ذکر است که ایده اولیه پینه کونز . گذاردمی تأثیر سطح

توان برای تعداد بیشتر مبتنی بر چهار منحنی مرزی است اما می

 نیز، سطح متکی به آنها را ایجاد نمود [6, 5]های مرزی نحنیم

یجاد شده، ساختارهای تکرار و به عنوان نمونه، با تکرار پینه ا

  .[7]شونده متخلخل ایجاد نمود 

 ایهایچندجمله پایه بر بزییر پینه مقابل پینه کونز، در

 شود. سطوح بزییرمی تعریف ایشبکه کنترل نقاط و 1برنشتاین

در ابتدا توسط پییر بزییر از شرکت خودروسازی رنو در سال 

. [8]شد  معرفیدر طی کنفرانس انجمن مهندسین خودرو  1۹68

دنه خودرو مورد استفاده وی این سطوح را برای طراحی فرم ب

 ود.شنترل میک ،توسط نقاط ،پینه بزییر اساسا قرار داده بود.

کند اما در مورد قطعا عبور می ،پینه یسطح از چهار نقطه گوشه

ه آن بویژگی این کند. زنی رفتار میسایر نقاط به صورت تقریب

. [۹] کندسهولت کنترل در طراحی سطوح با فرم آزاد را اعطا می

سازی چند هدفه سطوح بزییر را بر بهینه [1۰]لو و همکاران 

ترین طول کمان، کمترین انرژی و اساس معیارهایی نظیرکوتاه

زین  .کمترین نرخ تغییرات انحنای سطح، مورد بررسی قرار دادند

نوع خاصی از سطوح بزییر تحت عنوان سطوح ، [11]و همکاران 

ابلیت که ق اندوویل را مورد بررسی قرار دادهلی -بزییر کسری ریمن

 د.کنکنترل بیشتری، علاوه بر کنترل صرف نقاط، فراهم می

های پیشین خود و دیگران، در سال کونز، مبتنی بر پژوهش

را در طراحی  بندی سطوح دوگانه مکعبی هرمیتفرمول 1۹67

دوگانه مکعبی  پینه .[4]سطوح به کمک کامپیوتر ارائه کرد 

جزئی  مشتق بردارهای گوشه، نقاط موقعیت بر علاوه هرمیت،

 هاگوشه در نیز را جزئی مرتبه دوم مشتق و( مماس) اول مرتبه

 اجازه هرمیت پینه به مشخصه این .دهدمورد استفاده قرار می

 طور به را (𝐶1)پیوستگی از نوع  مماسی پیوستگی تا دهدمی

در  که در حالی [12] کند برقرار مجاور هایپینه بین طبیعی

، در صورت عدم اعمال فرضیات های بزییر به همدیگراتصال پینه

توان اتصال رخ نخواهد داد و تنها می ،𝐶1پیوستگی از نوع ، اضافی

. ( را تضمین کرد𝐶0ها به هم، )پیوستگی از نوع صرف پینه

                                                             
1 Bernstein polynomials 

 شودمی باعث همچنین ایجاد سطح صرفا توسط مجموعه نقاط

مثلا در  منفرد، بزییر پینه توسط دلخواه سطح یک زنیتقریب که

  .بعضا با خطای قابل توجهی همراه شود مهندسی معکوس سطح،

 این مزایای از همزمان مندیبهره برای ترکیبی کردهایروی

همواره مورد توجه پژوهشگران و مهندسین طراحی بوده  هاروش

 با کونز هایپینه از شناورها، بدنه طراحی حوزه در است.

ها بین پینه 𝐶1 پیوستگی با سطوح ایجاد برای هرمیت یابیدرون

تا سطحی نرم و هموار برای بدنه کشتی،  است شده استفاده

. در [13]بعدی ایجاد شود های سهای از منحنیمبتنی بر شبکه

 سطح یک عنوان به 2سطوح کونز اس کیو پژوهشی دیگر،

 ه بزییرتوابع پای توسط شکل کنترل قابلیت با جدید پارامتریک

 مرزی، هایمنحنی دقیق درونیابی ضمن که است شده ارائه

سازی سطح، مثلا بر مبنای و بهینه طراحی در بیشتری انعطاف

کاهش ضرائب آیرودینامیک به کمک دینامیک سیالات 

، [16, 15]ژو و همکاران  .[14] کندمی فراهم محاسباتی،

وشی بعدی را با رسه نقاط ابر بر مبنای سطوح پارامتریک بازسازی

ار جزئی مورد بررسی قر دیفرانسیل معادلات و پینه کونز مرکب از

ظیر ن لیزری اسکن هایدهدا پارامترسازی چالش اندتوانسته داده و

همچنین وانگ و همکاران  .سازند برطرف راها پیوستگی پینه

، با ترکیب مدلسازی پارامتریک معادلات دیفرانسیل جزئی [17]

ماغه سازی فرم دو استفاده از الگوریتم ژنتیک، روشی برای بهینه

 السیر به منظور کاهش ضریب درگ ارائه کردند.قطارهای سریع

ه خودرو( یا در بسیاری مواقع در طراحی )نظیر طراحی بدن

های مرزی توسط اسکن، در مهندسی معکوس )مواقعی که محنی

دست هستند( مرزهای سطح از قبل مشخص شده است و هدف، 

ضمن اتصال نرم و هموار بتواند ایجاد سطح مطلوبی است که 

در این راستا  .[18]های مرزی را نیز دقیقا رعایت کند منحنی

روشی مبتنی بر خمش یک صفحه نازک  [1۹] وانگ و همکاران

، در تغییر فرم سطح 𝐶1از نوع به منظور برقرار بودن پیوستگی 

ابتدا سطح مشخص  ،پیشنهادیبا مرز مقید ارائه کردند. در روش 

ر و سپس تغییشود شده، به یک دایره واحد دو بعدی، نگاشت می

فرم روی دایره واحد با مرز مقید با استفاده از معادلات 

پذیرد که در نتیجه آن دیفرانسیلی خمش صفحه صورت می

شود. سپس مجددا نگاشت مختصات فرم جدید صفحه معلوم می

به فضای سه بعدی برای معلوم شدن فرم جدید سطح انجام 

، با استفاده از [2۰]در پژوهشی دیگر وانگ و همکاران  شود.می

2 SQ‑Coons surface 
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مشخصات مرزها و استفاده از معادلات دیفرانسیل جزئی، سطوح 

اتصال دو پینه جدا از هم به منظور ها را ایجاد کردند. داخل پینه

روشی با استفاده از  [21]با مرزهای مشخص، یو و همکاران 

نه را با دو پی که معادله دیفرانسیل جزئی مرتبه ششم ارائه کردند

کند. در روش حفظ پیوستگی و نرمی لازم، به هم متصل می

ا کننده رپیشنهادی آنها، عملا مشخصات مرزها، فرم سطح متصل

های با استفاده از پینه [22]ونگ و همکاران یل کند.معلوم می

، تغییر فرم سطح بر اساس تغییر 1اسپیلاین و توابع شکلبی

 ارائه کردند.   دلخواه یک منحنی روی سطح را

در تغییر فرم  های مورد استفادهبا توجه به اینکه عمده روش

حل معادلات دیفرانسیل جزئی به منظور ایجاد  سطح، مبتنی بر

های لازم هستند، دارای محاسبات زیاد و پیچیده پیوستگی

جدید و کارا  به همین منظور در این پژوهش، روشیخواهند بود. 

ود شمرزهای مقید ارائه می به منظور تغییر فرم آزاد یک سطح با

بلیت اکه ضمن حفظ پیوستگی مشتق مرتبه اول در کل سطح، ق

کند. روش ارائه شده برای فراهم مینیز تغییر دلخواه سطح را 

ایجاد سطح اولیه ابتدا از ایده قابلیت روش کونز استفاده کرده و 

سازد. سپس سطح را به چندین پینه )زیرسطح( سطح اولیه را می

از پینه  𝐶1کند. به منظور حفظ پیوستگی دلخواه تقسیم می

سپس به منظور تغییر فرم آزاد سطح، شود. هرمیت استفاده می

وش رشوند که در نتیجه آن ها تغییر داده میمشخصات نقاط پینه

های مرزی از ارائه شده این توانمندی را دارد که با حفظ منحنی

 های مختلفی را به منظور تغییر فرم آزادپیش تعیین شده، گزینه

 سازیث بهینهاز آنجا که یکی از مراحل مهم در مبحفراهم نماید. 

ر د تواندمی ایدهاین است  بفراهم کردن فضای جستجوی مناس

 انیبه آس ار فضای جستجوی لازمبا مرز مقید، ح وسازی سطبهینه

 ورد.فراهم آ

 سازی سطوحلمد -2

دارد و یا توسط  2یا مبنای آنالیتیک مدلسازی سطوح اساسا

  شود.ایجاد می 3های سینتتیکروش

توان به سطوح ریلی، دورانی و ، میآنالیتیکهای از روش

هایی نظیر روشسطوح اکسترود شده اشاره نمود. همچنین 

اسپیلاین، کونز و نربز، مورد دوگانه مکعبی هرمیت، بزییر، بی

وح سینتتیک هستند که قابلیت و انعطاف استفاده برای ایجاد سط

                                                             
1 Shape functions 
2 Analytic 

ای را برای مدلسازی سطوح، هم در طراحی و هم در العادهفوق

 آورند.هندسی معکوس فراهم میم

روش کارآمد در مدلسازی سطوح، استفاده از روش پارامتریک 

مدلسازی سطح نوعی ، 1مطابق با شکل است. در این روش، 

𝑢نگاشت از فضای دو بعدی  − 𝑣 بعدیبه فضای سه𝑥𝑦𝑧  است

برای هر نقطه سطح، بر  𝑧و  𝑥 ،𝑦که در آن هر کدام از مقادیر 

 شوند.معلوم می 𝑣و  𝑢اساس تابعی از 

 
مدلسازی سطح نوعی نگاشت از فضای دوبعدی به فضای  .1شکل 

 بعدی است.سه

Fig. 1. Surface modeling is a type of mapping from 

2D space to 3D space. 

 میا به کمک نقاط انجاهای سینتتیک، مدلسازی سطح در روش   

ها باید به . به هر حال در همه روشهاشود و یا توسط منحنیمی

نحوی توابع تعیین مختصات نقاط سطح بر اساس پارامترها، 

 معلوم شود.

سطوح بندی و فرمول نحوه مدلسازی ،این قسمت یدر ادامه

 .گیردمورد بحث قرار می بزییر، دوگانه مکعبی هرمیت و کونز

3 Synthetic 
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 سطح بزییر -2-1

جاد اسپیلاین، ایهایی نظیر بزییر و در بعضی موارد بیدر روش

از  هایینمونهپذیرد. سطح فقط توسط نقاط کنترل، صورت می

، [8] توان با این روش ایجاد نمود توسط بزییرمیسطوحی که 

پذیری بالا و قابلت ایجاد که انعطاف ارائه شده است 2در شکل 

 های دلخواه از مشخصه این روش است.فرم

 

 
 یر بزییرپیهایی از سطوح بزییر ارائه شده توسط نمونه .2شکل 

[8] 

Fig. 2. Examples of Bézier surfaces presented by 

Pierre Bézier [8] 

قطعا روی سطح قرار  بزییر ، نقاط گوشه پینه3مطابق شکل 

 کند.از حوالی آنها عبور می لی برای سایر نقاط، سطحو دارند

 
سطح بزییر ایجاد شده توسط پنج ردیف و چهار ستون  .3شکل 

 [2] مرتب از نقاط کنترل

Fig. 3. Bézier surface generated by five rows and 

four columns of control points [2] 

𝑛)سطح بزییر برای  + 1) × (𝑚 + نقطه کنترل به  (1

 :[3, 2] شودصورت زیر بیان می

(1)           
     , ,

0 0

, ,  

0 1 , 0 1 

n m

ij i n j m

i j

P u v P B u B v

u v

 



   

  

 

 𝐵𝑗,𝑚(𝑣)و  𝐵𝑖,𝑛(𝑢)نقاط کنترل بوده و  𝑃𝑖𝑗که در آن 

مشخص،  𝑣و  𝑢باشند. برای هر مقدار ضریب هر نقطه کنترل می

𝐵𝑗,𝑚(𝑣)ضرب حاصل × 𝐵𝑖,𝑛(𝑢)  توابع اختلاط را ایجاد

محاسبه  ،[23] های برنشتاینایکنند که بر اساس چند جملهمی

 𝑢برای هر کنترل، شوند به نحوی که جمع همه ضرائب نقاط می

     ، برابر با یک خواهد شد.مشخص 𝑣و 

نقطه کنترل با استفاده از  16سطح بزییر برای ، 4 در شکل  

 ( و کدنویسی متلب، ایجاد شده است.1رابطه )

 
نقطه کنترل، به صورت چهار ردیف و  16سطح بزییر با  .4شکل 

 چهار ستون نقطه 

Fig. 4. Bézier surface with 16 control points, 

arranged in four rows and four columns 
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ایجاد سطح بزییر،  یشود که برا( مشخص می1رابطه ) بر اساس

 ،غیر از نقاط کنترل، به داده دیگری نیاز نیست که این ویژگیبه 

 کند.تر میکنترل سطح را آسان

 سطح دوگانه مکعبی هرمیت -2-2

 16یک پینه دوگانه مکعبی هرمیت، برای مدلسازی نیاز به 

ها عبارتند از چهار ، این داده5داده ورودی دارد. مطابق شکل 

نقطه گوشه، چهار بردار مماس مرتبه اول در چهار گوشه نسبت 

در چهار گوشه بر  ، چهار بردار مماس مرتبه اول𝑢به پارامتر 

و نهایتا چهار بردار مماس مرتبه دوم در چهار  𝑣حسب پارامتر 

 . (1)بردار تویست 𝑣و  𝑢گوشه نسبت به 

هرمیت به صورت زیر ارائه بندی پینه دوگانه مکعبی فرمول

 :[4] شودمی

(2)        ( , ) ,0 1,0 1T T

H HP u v U M BM V u v     

 

3که در آن  2    1 TU u u u     و𝑉  نیز مشابه𝑈  اما بر

یک ماتریس  𝑀𝐻. همچنین ماتریس شودتعریف می 𝑣حسب 

 𝐵داده ورودی، ماتریس چهار در چهار  16بوده و )ثابت( عددی 

 کنند.را ایجاد می
 

 
 .[2] باشدورودی می 16، نیاز به هرمیتبرای هر پینه  .5شکل 

Fig. 5. Sixteen inputs are required for each 

Hermite patch [2]. 

داده ورودی دلخواه، با استفاده از  16، بر حسب 6در شکل 

 ت.یت، ارائه شده اسکدنویسی در متلب، پینه دوگانه مکعبی هرم

توانمندی این پینه در این است که با در دست داشتن چهار 

ورودی دیگر برای تغییر سطح و ایجاد سطح  12نقطه ثابت، هنوز 

جدید، متکی به همان چهار نقطه اولیه، وجود خواهد داشت که 

                                                             
1 Twist 

در نتیجه آن فضای وسیعی برای ایجاد تغییرت دلخواه و نهایتا 

ر از طرف دیگ بهینه مد نظر فراهم خواهد آورد.دستیابی به سطح 

رهای مماس از بردا و درک مناسب های کافیدر صورتی که داده

وجود نداشته باشد در ها، در گوشه مرتبه اول و بردارهای تویست

در این  ،ر که صرفا متکی به نقاط کنترل استمقایسه با پینه بزیی

 دشوارتر خواهد بود.حالت، ایجاد پینه دوگانه مکعبی هرمیت، 

 

 
ورودی، با  16ایجاد پینه دوگانه مکعبی هرمیت بر اساس  .6شکل 

 (2استفاده از رابطه )

Fig. 6. Generation of a bicubic Hermite patch 

based on 16 inputs, using Eq. (2) 

 

لازم به ذکر است که بین مشخصات یک پینه دوگانه مکعبی 

هرمیت، یعنی نقاط گوشه، بردارهای مماس مرتبه اول نسبت به 

𝑢  و𝑣  و مشخصات پینه درجه سه بزییر، یعنی  تویستو بردار

ن توان با دانستنقطه رابطه برقرار است. یعنی می  4×4مختصات 

 𝐻هر کدام، مشخصات آن یکی را محاسبه نمود. اگر ماتریس 

 مشخصات پینه هرمیت به صورت زیر باشد:

(3)H
 

  
 

صات شخ  م  در قطه  ن  دوم صات شخ  م  در قطه     ن ل او

صات شخ  م  در قطه  ن صات شخ  چهارم  م  در قطه  ن م سو
 

 

 4×4که در آن مشخصات در هر نقطه، خود یک زیرماتریس  

 شود:است که به صورت زیر تعریف می

(4)                                             v

u uv

P P
SH

P P

 
  
 
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، v، بردار مماس نسبت به vP، مختصات نقطه، Pکه در آن 

uP بردار مماس نسبت به ،u  وuvP  بردار تویست در آن نقطه

مشخصات نقاط پینه بزییر  𝐵آن صورت اگر ماتریس در  هست،

 :[3]باشد، رابطه زیر بین آنها برقرار است 

    (5)                                                       TB AH A 

یک ماتریس عددی ثابت بوده و به صورت زیر  𝐴که در آن 

 شود:تعریف می

 

1 0 0 0

1
1 0 0

3

1
0 0 1

3

0 0 1 0

A

 
 
 
 


 
 
 
  

                                     )6( 

 سطح کونز -2-3

یجاد و مبنای سطوح کونز با دو روش قبلی کاملا نحوه ا

متفاوت است زیرا که در دو روش بزییر و دوگانه مکعبی هرمیت، 

کار، نقاط و بردارهای مماس بود در حالی که در سطح  یمبنا

تر بردارهای مماس های مرزی و در نوع پیشرفتهکونز، مبنا، محنی

 .[5, 4]باشد های مرزی میدر منحنی

 ایده ایجاد سطوح کونز با استفاده از تئوری جمع بولی

,𝐹(𝑢های تیلور ارائه شده است. اگر تابع زنندهتقریب 𝑣)  فقط

,𝐹(0برای مقادیر  𝑣)  و𝐹(𝑢, توان تابع معلوم باشد می (0

𝑃(𝑢, 𝑣)  زننده تابع رابه عنوان تقریب𝐹(𝑢, 𝑣)  به صورت زیر

 تعریف کرد:

  (7)                , 0, ,0 0,0P u v F v F u F     

 

ر ابتدا دو منحنی مرزی به عنوان ورودی در نظ 7در شکل 

اند به نحوی که نقطهگرفته شده   0,0 0 0 2F   در هر دو

 ظ شده است و سپس بابه عنوان نقطه مشترک و مبدا، لحا

( سطح متکی به دو منحنی مرزی که در واقع 7استفاده از رابطه )

 باشد ارائه شده است.زننده تابع اصلی میتقریب
 

 
 

 
های مرزی با ایجاد یک سطح، با استفاده از منحنی .7شکل 

 (7استفاده از رابطه )

Fig. 7. Generation of a surface using boundary 

curves based on Eq. (7) 

 

( برای چهار منحنی مرزی معلوم که به 7مبتنی بر رابطه )

برای  ( را8توان رابطه )صورت دو به دو نقطه اشتراک دارند می

پینه کونز نوشت در جایی که 1 1    U u u    و بردار𝑉 

نیز به صورت 1 1    V v v   4] شونددر نظر گرفته می ,

های مرزی و همچنین نقاط تقاطع آنها به صورت منحنی .[12

 شوند.( در نظر گرفته می8ق رابطه )یک ماتریس سه در سه، مطاب

  (8)    

   

     

     

0 ,0 ,1

, 0, 0,0 0,1

1, 1,1 1,1

P u P u

P u v U P v P P V

P v P P

 
 

   
 
 
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( در واقع سه رابطه است زیرا که 8لازم به ذکر است که رابطه )

، باید به صورت جداگانه ،هر نقطه 𝑧و  𝑥 ،𝑦برای هر مختصه 

 محاسبه شود. (4مقادیر رابطه )

با  ۹و در شکل  ، چهار منحنی بزییر ترسیم شده8در شکل 

( و کدنویسی متلب، سطح پینه کونز مربوطه، 8استفاده از رابطه )

 ایجاد شده است.

 

 
ورودی پینه کونز؛ چهار منحنی مرزی که به صورت دو به  .8شکل 

 نقطه تقاطع دارند. ،دو

Fig. 8. Input of Coons patch; four boundary 

curves that intersect in pairs. 

 

 

                                                             
1 Fill 

( و کدنویسی در 8ایجاد پینه کونز با استفاده از رابطه ) .9شکل 

 متلب

Fig. 9. Generation the Coons patch using Eq. (8) 

and coding in Matlab 

توان خروجی کتیا و متلب را مقایسه الف و ب می 1۰در شکل 

ای دیگر نمایش از زاویه ۹الف، پینه شکل  1۰نمود. در شکل 

در  8های شکل ب، نیز ابتدا منحنی 1۰داده شده است. در شکل 

در محیط  1ور فیلکتیا ترسیم شده و سپس با استفاده از دست

، پینه مربوطه ایجاد شده است. مشاهده 2طراحی سطح کتیا

 شود که تطابق ظاهری خوبی بین دو پینه وجود دارد.می

 

 الف(

2 GSD: Generative Shape Design 
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 ب(
ب( ایجاد همان سطح با  ای دیگراز زاویه 9شکل الف(  .10شکل 

 در کتیاستفاده از محیط ایجاد سطح ا

Fig. 10. a) Fig. 9 from another angle; b) Creation of 

the same surface using the Generation Shape 

Design environment in CATIA. 

 سطح با مرز مقید تغییر فرم آزادمراحل ایجاد و نحوه  -3

مبتنی بر این است که با  روش ارائه شده در این پژوهش

توجه به توانمندی روش کونز در ایجاد سطح مبتنی بر مرزهای 

، توسط روش کونز ایجاد شود. اولیه معلوم، در گام اول، سطح

سطح مثلا برای دستیابی به خواص  تغییر فرم آزادسپس برای 

آیرودینامیکی مطلوب یا هر ویژگی مهندسی دیگر، سطح ایجاد 

د. با تقسیم شو یا مکعبی هرمیت بزییر ی متعددهاشده به پینه

ای توان فضایی را برمیها داخلی پینه نقاطمشخصات تغییر دادن 

 ایجاد انواع سطوح که همه آنها مرزهای یکسان دارند فراهم نمود.

سطح ایجاد شده به روش کونز به  به این منظور ابتدا تقسیمِ

 گیرد.ی بزییر مورد بررسی قرار میهاپینه

مربوطه که توسط محیط ی الگوریتم سازمراحل پیاده

 شود به صورت زیر است:کدنویسی در متلب، اجرا می

 چهار منحنی مرزی دلخواهها؛ دیودریافت ور: 1گام 

 (8: ایجاد سطح کونز اولیه بر اساس رابطه )2گام

×𝑚تقسیم سطح به  :3گام 𝑛  پینه دلخواه 

از سطح کونز  نقاط  4×4برداری یک شبکه نمونه :4گام
 و ایجاد آنها 3های گام به تعداد پینه برای هر پینه اولیه

نقاط میانی و به دست آوردن سطح  مشخصات تغییر: 5گام 
 جدید که مرزهای آن همان چهار منحنی دلخواه ورودی

 د.نباشمی اولیه

های در ادامه تقسیم سطح اولیه کونز ایجاد شده به پینه

گیرد. به این منظور لازم است گام هرمیت مورد بررسی قرار می

 فوق به صورت زیر اصلاح شود:الگوریتم  4

برداری یک شبکه نقاط نمونه )برای پینه هرمیت(:  4گام 
برای هر  )بردار تویست( رئوس و مشتقات مرتبه اول و دوم

 و ایجاد آنها 3های گام به تعداد پینهپینه 

یر های بزیقابل ذکر است در مورد اول که سطح کونز به پینه

ها یکسان خواهند بود اما شود صرفا نقاط مرزهای پینهتقسیم می

های هرمیت، علاوه بر یکسان بودن نقاط رئوس در مورد پینه

 یکساننیز )بردار تویست( ها، مشتقات مرتبه اول و دوم پینه

خواهند بود که آثار آن در بخش نتایج و بحث، مورد بررسی قرار 

 گیرد.می

 نتایج و بحث -4

 ایجاد سطوح به کمک متلب -4-1

سازی روش ارائه شده، ابتدا چهار منحنی به منظور پیاده

ود. شمرزی دلخواه به صورت چهار منحنی بزییر در نظر گرفته می

 11های مرزی در شکل منحنیسطح کونز اولیه، مبتنی بر این 

 ارائه شده است.

 
 ایجاد سطح کونز اولیه مبتنی بر مرزهای مقید ورودی .11شکل 

Fig. 11. Generation of the initial Coons surface 

based on input constrained boundaries. 

 

ود شدر ادامه تجزیه سطح به مثلا چهار پینه بزییر انجام می

نقطه از روی سطح کونز اولیه   4×4که چهار دسته  به این صورت
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( و بر مبنای آن سطح 12برداشته شده )نقاط قرمز رنگ در شکل 

 شود.با استفاده از چهار پینه ایجاد می 12جدید مطابق شکل 

های شود که اولا منحنیمشخص می 12با دقت در شکل 

زده  قریبتهای دارای انحنای بالا به خوبی مرزی برای منحنی

که  (12نمی شوند )اختلاف بین خطوط مشکی و آبی در شکل 

ینکه وم اد یابد.ها بهبود میالبته این مورد با افزایش تعداد پینه

در محل اتصال بین دو پینه )مطابق قسمت بزرگنمایی شده در 

باشد و پیوستگی مشتق وجود می 𝐶0(، نوع اتصال، 12شکل 

سطح صاف و هموار مدنظر باشد ندارد که این مورد در صورتی که 

 قایل قبول نخواهد بود. 

 

تجزیه سطح اولیه به چهار پینه بزییر، عدم پیوستگی  .12شکل 

 های مرزی مشهود است.قریب زنی مناسب منحنیتمشتق و عدم 

Fig. 12. Decomposition of the initial surface into 

four Bézier patches; the lack of derivative 

continuity and inadequate approximation of the 

boundary curves are evident. 

ه ببه منظور بهبود و رفع دو مورد ذکر شده، در صورتی که  

های بزییر از پینه هرمیت استفاده شود یعنی نقاط چهار جای پینه

های بزییر استفاده شود اما به جای نقاط وسط، گوشه پینه

( 2مطابق با رابطه ))بردار تویست( مشتقات مرتبه اول و دوم 

خواهد بود که در آن دو  13نتیجه مطابق شکل  استفاده شود،

طح س ه و ضمنا قابلیت تغییر فرم آزادعیب ذکر شده برطرف شد

 نیز وجود خواهد داشت.

قابل ذکر است در اتصال دو پینه دوگانه مکعبی هرمیت، در 

صورتی که مختصات دو نقطه ابتدا و انتهای مرز مشترک و 

و همچنین  𝑣و  𝑢همچنین بردارهای مماس مرتبه اول نسبت به 

یا همان بردار تویست، برابر  𝑢𝑣بردار مماس مرتبه دوم نسبت به 

تضمین شده  𝐶1ز نوع باشند الزاما در مرز اتصال پیوستگی ا

های هرمیت این ویژگی، برتری تجزیه به پینه .[24] خواهد بود

 آورد.های بزییر را فراهم مینسبه به پینه

 

 
؛ پیوستگی تجزیه سطح اولیه به چهار پینه هرمیت .13شکل 

 شود.ها برقرار میق مرتبه اول بین پینهمشت

Fig. 13. Decomposition of the initial surface into 

four Hermite patches. First-order derivative 

continuity is maintained between the patches. 

، از 13سطح برای سطح تجزیه شده در شکل  تغییر فرم آزاد

و همچنین دو بردار مماس و یک  Aطریق تغییر مختصات نقطه 

پذیر خواهد بود که در آن ( امکان5)مطابق با شکل  تویستبردار 

های مرزی( تغییر کلیه نقاط داخل سطح )غیر از منحنی ،صورت

الف و ب، به ترتیب صرفا  14 در شکل بر این اساس خواهند کرد.

 6/۰و  1/۰ ترتیب به به 3813/۰از  Aمختصات نقطه  Zمقدار 

های مرزی کاملا ثابت تغییر داده شده است در جایی که منحنی

 ا،هرم و هموار متکی به این منحنیباقی مانده و سطحی کاملا ن

های تواند ورودی برای الگوریتمایجاد شده است که می

 سازی باشد.بهینه
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 الف

 
 ب

سطح و ایجاد سطوح جدید که همگی  تغییر فرم آزاد .14شکل 

ب(  1/0نقطه وسط برابر با  Zمرز یکسان دارند؛ الف( مختصه 

 6/0نقطه وسط برابر با  Zمختصه 

Fig. 14. Free-form surface manipulation and 

generation of new surfaces sharing the same 

boundary; a) Z-coordinate of the midpoint = 0.1; b) 

Z-coordinate of the midpoint = 0.6. 

توان در صورتی که نیاز به کنترل نقاط بیشتری از سطح باشد می

( تعداد 15ها )مطابق با شکل با بیشتر کردن تعداد پینه

 پارامترهای تحت کنترل را بیشتر نمود.

 
شتر کنترل بی قابلیتتجزیه سطح به نه پینه به منظور  .15شکل 

 روی سطح

Fig. 15. Decomposition of the surface into nine 

patches to provide greater control over the surface. 

با تغییر مختصات دو نقطه از  16به عنوان نمونه در شکل 

توان سطح جدید با همان مرزهای قبلی ، می15های شکل پینه

 اما با قابلیت کنترل بیشتر روی فرم، ایجاد نمود.

 
کنترل بیشتر روی سطحی که با نه پینه هرمیت قابلیت  .16شکل 

تغییر داده شده  15ایجاد شده است. مختصات دو نقطه از شکل 

 است.

Fig. 16. Greater control over the surface generated 

using nine Hermite patches. The coordinates of two 

points from Fig. 15 have been modified. 

 تحلیل خطا -4-2

 د: اولباشد منشا خطا توانروش پیشنهاد شده دو مورد میدر 

 1-4که در بخش  ،های هرمیتونز به پینهتجزیه سطح اولیه ک

تضمین شده است و دوم  𝐶1اشاره شد که پیوستگی از مرتبه 

 های مرزی در تولید هر سطح جدید.حفظ منحنی

های هرمیت، منحنی با توجه به اینکه در مرزهای پینه

مربوطه نیز از نوع مکعبی هرمیت خواهد بود، بر این اساس 

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



   11 

 

واه زنی هر منحنی دلخبررسی این مورد، به بررسی قابلیت تقریب

 شود.مرزی توسط منحنی مکعبی هرمیت تبدیل می

ار دبا دو نقطه ابتدا و انتها و دو بر، هر منحنی مکعبی هرمیت

اگر یک  .[2]شود می مماس به منحنی در ابتدا و انتها تعریف

منحنی پارامتریک دلخواه توسط یک منحنی مکعبی هرمیت 

تقریب زده شود، یعنی نقطه ابتدا و انتهای منحنی دلخواه و 

بردارهای مماس در ابتدا و انتهای آن برای ایجاد منحنی مکعبی 

ابطه ، بر اساس ر𝐸مورد استفاده قرار گیرند، مقدار خطا، هرمیت 

 :[26, 25] شودمعلوم می (۹)

(۹)                                 4 41

384
maxE max C h 

 ℎمشتق مرتبه چهار منحنی دلخواه اولیه و  𝐶(4)که در آن 

باشد. این به این معنی است که اولا طول بازه مورد بررسی می

و مقدار خطا دارای مشتق مرتبه چهارم باشد اولیه، باید منحنی 

، و ثانیا با نصف کردن منحنی اولیهدقیقا به مقدار آن وابسته است 

اگر الزامی به  همچنین یابد.خطا به یک شانزدهم، کاهش می

محدود کردن خطای حداکثر وجود داشته باشد با استفاده از 

ینه مورد نیاز در توان طول بازه و در نتیجه تعداد پ( می۹رابطه )

 را مشخص نمود. 3الگوریتم بخش 

( با توجه به 11در مثال مورد بررسی در این مقاله )شکل 

ده کنترل گرفته شاینکه منحنی مرزی از نوع بزییر با چهار نقطه 

است، منحنی بزییر مربوطه از درجه سه بوده و  در نتیجه مشتق 

مرتبه چهار آن برابر با صفر و حداکثر خطا برابر با صفر خواهد 

الی  13بود. یعنی مرزهای پینه مکعبی هرمیت در همه شکلها )

 ( کاملا بر مرزهای اولیه منطبق خواهند شد.16

طای ماکزیمم به نوع منحنی و با توجه به وابستگی مقدار خ

دایره به عنوان منحنی مرزی در صورتی که مثلا نیم ،طول بازه

( مقدار ۹مورد استفاده قرار گیرد با استفاده از رابطه ) 11در شکل 

برابر با  14و  13نسبت خطای حداکثر به شعاع، در شکلهای 

 خواهد بود. ۰۰3/۰برابر با  16و  15های و در شکل ۰15/۰

 تکمیل مدلسازی سطح در کتیا -4-3

 لمطابق فلوچارت شک توانسطوح ایجاد شده در متلب را می

تور با استفاده از دس تبدیل نمود. ابتدابه سطوح قابل کاربرد  17

surf2patch مشبه توان مختصات کلیه نقاط سطح را می 

ذخیره  stl.مثلثی تبدیل نمود و سپس در یک فایل با فرمت 

                                                             
1 Digitized Shape Editor 
2 Import 

افزارهای طراحی به توان فایل مربوطه را در نرمنمود. سپس می

به صورت فایل مش در محیط ویرایش  نظیر کتیا کمک کامپیوتر

سپس به کمک محیط و الف(  81)شکل  2وارد کرده 1ابر نقاط

 81، سطح مربوطه را ایجاد نمود )شکل 3سطحبازسازی سریع 

 ب(. 

 
 فلوچارت مراحل مدلسازی سطح  .17شکل 

Fig. 17. Flowchart of surface modeling steps 

های ادامه مراحل طراحی، مثلا اضافه کردن بخش ،با ایجاد سطح

یا ضخامت دادن و در واقع  GSDدیگر به سطح توسط محیط 

 4ج( در محیط طراحی قطعه 81حجم  دادن به سطح )شکل 

الف تا د مراحل تبدیل به  18در شکل  پذیر خواهد بود.امکان

همچنین  الف، ارائه شده است. 14سطح شکل  دیبعجسم سه

ارائه شده  16دار( شکل بعدی )ضخامت، جسم سه1۹در شکل 

 است.

 الف

3 Quick Surface Reconstruction 
4 Part Design 
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 ب

 ج

 د
در کتیا ب( تبدیل  شده بندیالف( وارد کردن فایل مش .18شکل 

ن کرد بعدیسهدهی و تبدیل به جسم امتخبه سطح کردن و ج( ض

 ای دیگردار از زاویهد( نمایش سطح ضخامت سطح

Fig. 18. a) Importing the mesh file into CATIA; b) 

converting to a surface; c) thickening and 

converting the surface into a 3D solid; d) view of 

the thickened surface from another angle. 

 

 
 16بعدی سطح ایجاد شده در شکل جسم سه .19شکل 

Fig. 19. 3D model of the surface created in Fig. 16. 

 گیرینتیجه -5

های ترکیبی سطوح کونز و بزییر در این پژوهش قابلیت روش

و همچنین سطوح کونز و مکعبی هرمیت به منظور ایجاد سطوح 

گرفت. به این متعدد اما با مرزهای یکسان مورد بررسی قرار 

منظور ابتدا با استفاده از قابلیت روش کونز، سطح اولیه بر مبنای 

چهار منحنی مرزی ورودی و کدنویسی متلب ایجاد شد و سپس 

های بزییر و همچنین برداری نقاط به منظور ایجاد پینهداده

)بردار  برداری نقاط و مشتقات جزئی مرتبه اول و دومداده

های مکعبی هرمیت صورت اد پینهبه منظور ایج تویست(

عبی مکپذیرفت. بر مبنای نتایج حاصله، روش ترکیبی کونز و 

هرمیت، در مقایسه با روش کونز و بزییر، سطوحی کاملا هموار 

آزاد  تغییر فرمها و با قابلیت کنترل و در محل اتصال بین پینه

های متعددی شده قادر است گزینه فراهم کرد. روش ارائه سطح

سازی یک سطح با مرزهای مقید فراهم نموده که در ای بهینهبر

افزارهای مهندسی منجر سازی و نرمترکیب با الگوریتمهای بهینه

 و بهینه خواهد شد.به ایجاد سطح مطلوب 

 تشکر و قدردانی

این تحقیق در قالب طرح پژوهشی به شماره ابلاغیه 

اعتبارات و با استفاده از  18/1۰/14۰4مورخ  14۰4/د/1836۹

پژوهانه دانشگاه بیرجند انجام شده است که بدین وسیله از 

 شود.حمایت دانشگاه تشکر و قدردانی می
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