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ABSTRACT  

Free-piston Stirling engines have attracted considerable attention as an efficient technology for converting 

thermal energy into mechanical and electrical power due to their simple structure. However, the inherently 

nonlinear dynamic behavior of these engines makes the prediction of stable oscillations and operating frequency 

a challenging task in their analysis and design. In this study, the nonlinear dynamics of a Free-piston Stirling 

engine are analytically investigated using the homotopy method to obtain an approximate analytical solution of 

the governing nonlinear equations. In addition, a genetic algorithm is employed to determine and adjust the 

effective parameters of the system. Based on this framework, the oscillatory behavior of the engine is analyzed, 

and the conditions required to achieve a stable limit cycle are examined. The main novelty of this work lies in 

proposing an integrated analytical approach based on the homotopy method combined with a genetic algorithm 

that simultaneously enables the analysis of nonlinear dynamics and the derivation of a parametric relation for 

predicting the nonlinear operating frequency of a Free-piston Stirling engine. The obtained results demonstrate 

that the proposed approach can effectively capture the nonlinear behavior of the system and provide a useful 

tool for the analysis, design, and optimization of Free-piston Stirling engines.  
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1. Introduction 

Free-piston Stirling engines (FPSEs) have attracted 

considerable attention as an efficient technology for 

converting thermal energy into mechanical and electrical 

power due to their simple structure, reduced mechanical 

friction, and ability to operate with various heat sources. 

These engines are an advanced version of beta-type 

Stirling engines in which mechanical linkages and a 

flywheel are removed, leading to lower manufacturing 

costs and reduced friction losses [1, 2]. However, this 

structural simplification transforms the engine into a 

coupled oscillator system, making startup and stable 

oscillation a fundamental challenge [3]. 

Initial studies focused on linear dynamic analysis to 

evaluate stability conditions using coupled linear 

equations and dominant poles of the closed-loop matrix 

[3, 4]. However, linear analysis can only provide 

necessary conditions, as an engine might start but then 

become unstable after several working cycles. Therefore, 

nonlinear analysis is essential to evaluate sufficient 

conditions for stable oscillations [5, 6]. 

Various attempts have been made to analyze the 

nonlinear dynamics of FPSEs using direct numerical 

simulation of nonlinear differential equations [6]. 

However, with each change in design parameters, the 

entire computational process must be repeated, which is 

time-consuming and computationally expensive. Zare et 

al. [7] proposed nine parametric conditions using the 

practical stability method to guarantee stable oscillations. 

However, for designing a linear generator to convert the 

reciprocating motion into electricity, accurate knowledge 

of the engine's operating frequency is essential. None of 

the previous studies have simultaneously addressed both 

stable limit cycle guarantee and a parametric relationship 

for nonlinear frequency prediction. 

The main novelty of this paper is to present an integrated 

analytical framework based on the homotopy method 

combined with a genetic algorithm that simultaneously 

enables the analysis of nonlinear dynamics and provides 

a parametric relation for calculating the nonlinear 

frequency of FPSEs. 

2. Methodology  

2.1. Free-Piston Stirling Engine Modeling 

The FPSE consists of two masses (power piston and 

displacer), two springs attached to the pistons, and a rod 

connecting the displacer piston. The governing equations 

of motion are derived based on Newton's second law, 

incorporating the gas pressure forces acting on both 

pistons. The working gas pressure is a nonlinear function 

of the displacer and power piston displacements, as well 

as the hot and cold space temperatures. 

 

2.2. Homotopy Method Implementation 

The homotopy perturbation method is an analytical 

approach for solving nonlinear differential equations, 

introduced by He [8]. The method is based on two 

fundamental principles: homotopy in topology and the 

perturbation method. 

To implement this method, the nonlinear pressure 

function is first expanded using a Taylor series up to third 

order. The solution for piston displacements is then 

assumed as a power series in the homotopy parameter. 

Substituting this series into the governing equations and 

equating coefficients of equal powers yields a sequence 

of linear equations that can be solved recursively. The 

zeroth-order solution corresponds to the linear response, 

while higher-order terms capture the nonlinear effects. 

To ensure stable periodic oscillations, the secular terms 

(resonant components at the fundamental frequency) 

must be eliminated. This condition leads to a set of 

algebraic equations that, when solved, yield a parametric 

relation for the nonlinear operating frequency. This 

relation expresses the nonlinear frequency as a function 

of the linear natural frequency, the piston oscillation 

amplitudes, and their phase difference. The linear natural 

frequency is obtained from the linearized system by 

solving the corresponding eigenvalue problem. 

2.3. Genetic Algorithm for Parameter Estimation 

For estimating unknown design parameters based on a 

desired operating frequency, a genetic algorithm is 

employed [8]. The cost function is defined as the absolute 

difference between the desired frequency and the 

nonlinear frequency predicted by the parametric relation. 

The genetic algorithm parameters include a population 

size of 500, stochastic selection, scattered crossover, 

adaptive feasible mutation, and a termination value 

of 10−5. 

3. Results and Discussion 

3.1. Phase I: Validation of the Parametric 

Frequency Relation 

To validate the parametric relation for nonlinear 

frequency prediction, the specifications of the B10-B 

engine were substituted into this relation, yielding a 

nonlinear frequency of 86.1 rad/s. The actual operating 

frequency of this engine under similar conditions is 

reported as 85 rad/s in references [5, 6]. Comparison of 

these two values shows an error of 1.3%, confirming the 

accuracy of the proposed analytical relation. 

3.2. Phase II: Parameter Estimation Using Genetic 

Algorithm 

After confirming the validity of the parametric relation, 

the genetic algorithm was employed to estimate unknown 

design parameters based on a desired frequency of 85 

rad/s. The estimated values for the power piston mass and 
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the displacer spring stiffness were 0.538 kg and 579 N/m, 

respectively. Comparison with actual values of the B10-

B engine (0.529 kg and 600 N/m) reveals errors of 1.7% 

and 3.5%, respectively, demonstrating the capability of 

the proposed method for accurate parameter estimation. 

The dynamic behavior of the engine was then simulated 

based on the predicted nonlinear frequency. Figure 

1 shows the displacement time histories of the power 

piston and the displacer, confirming stable periodic 

oscillations in the steady-state regime. As can be seen, 

both pistons exhibit harmonic-like oscillations with 

constant amplitudes, which indicates the existence of a 

stable limit cycle. The displacer oscillates with a larger 

amplitude compared to the power piston, which is 

consistent with the physical behavior of FPSEs. 

Figure 2 presents the velocity variations of both pistons 

over time. The velocity curves also exhibit stable 

periodic behavior, and their phase relationship with the 

displacement curves confirms the harmonic nature of the 

oscillations. The maximum velocity of the displacer is 

higher than that of the power piston, which is in 

agreement with its larger oscillation amplitude. 

These results confirm that the proposed analytical 

framework, based on the homotopy method combined 

with the genetic algorithm, is capable of predicting the 

stable dynamic behavior of the free-piston Stirling engine 

in the steady-state regime. The stable limit cycle obtained 

from the analysis guarantees that the engine will operate 

continuously without diverging or decaying oscillations, 

which is essential for practical applications. 

4. Conclusion 

In this study, the nonlinear dynamics of a free-piston 

Stirling engine were investigated using the homotopy 

method combined with a genetic algorithm. The main 

achievements are: 

1. An analytical framework for analyzing the 

nonlinear dynamics of FPSEs was developed. 

2. A parametric relation for predicting the 

nonlinear operating frequency was derived and 

validated with B10-B engine data with 1.3% 

error. 

3. A genetic algorithm was successfully employed 

to estimate unknown design parameters (Mp

 and Kd) with errors of 1.7% and 3.5%, 

respectively. 

4. Stable limit cycle oscillations were achieved in 

the steady-state regime, confirming the 

capability of the proposed method. 

The proposed integrated approach provides an effective 

analytical tool for the design, optimization, and 

performance evaluation of free-piston Stirling engines. 

 
a) 

 
b) 

Figure 1: Piston motion variations: a) Power 

piston, b) Displacer piston 
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b) 

Figure 2: Piston velocity variations: a) Power 

piston, b) Displacer piston 
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تحلیل دینامیک غیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد با استفاده از روش هوموتوپی و 

 الگوریتم ژنتیک

 1مصطفی برزگر گردرودباری، 1، شهریار نیکنژاد2، محمد حسین سنگدانی*1شهریار زارع

  لمی و صنعتی ایران، تهران، ایرانپژوهشکده مکانیک، سازمان پژوهش های ع -1

 ، تهران، ایراندانشگاه تهران، دانشکده علوم و فنون -2
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  چکیده
های گزینه زموتورهای استرلینگ پیستون آزاد به دلیل ساختار ساده، کاهش اصطکاک مکانیکی و قابلیت استفاده از منابع حرارتی مختلف، به عنوان یکی ا

ستیابی رها ذاتاً غیرخطی بوده و داند. با این حال، رفتار دینامیکی این موتومناسب برای تبدیل انرژی حرارتی به انرژی مکانیکی و الکتریکی مورد توجه قرار گرفته

شود. در این پژوهش، به منظور تحلیل دینامیک ها محسوب میهای مهم در تحلیل و طراحی این سامانهها از چالشبینی دقیق فرکانس آنبه نوسانات پایدار و پیش

لگوریتم ، اطراحیپارامترهای  تخمینمنظور تم استفاده شده و بهغیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد، از روش هوموتوپی برای استخراج پاسخ تحلیلی سیس

 شده است.ارائه  رژنتیک به کار گرفته شده است. بر این اساس، چارچوبی تحلیلی برای بررسی رفتار نوسانی سیستم و تعیین شرایط دستیابی به چرخه حدی پایدا

وش هوموتوپی و الگوریتم ژنتیک است که امکان بررسی دینامیک غیرخطی موتور استرلینگ پیستون نوآوری اصلی این مقاله ارائه یک رویکرد تحلیلی مبتنی بر ر

دهد که روش پیشنهادی نتایج حاصل نشان می کرده است.زمان فراهم آزاد و استخراج یک رابطه پارامتریک برای محاسبه فرکانس غیرخطی سیستم را به طور هم

 .ابزار مؤثری برای تحلیل و طراحی موتورهای استرلینگ پیستون آزاد فراهم آورد میتواند ورد دارفتار غیرخطی سیستم را  بینیپیشتوانایی 

 

 : انرژی تجدیدپذیر، موتورهای استرلینگ پیستون آزاد، روش هوموتوپی، الگوریتم ژنتیککلمات کلیدی
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 مقدمه -1

نظیر  های بنیادینیویژه نفت و گاز، همواره با چالشهای فسیلی، بهوابستگی گسترده و ساختاری اقتصاد و صنایع نوین به سوخت

ژیک ی در مناطق استراتهای ژئوپولیتیکپذیری بالا در برابر تنشپذیری منابع، نوسانات شدید قیمت در بازارهای جهانی و آسیباتمام

ای و اختلافات دیپلماتیک میان های منطقههای اقتصادی، ناآرامیها، تحریم. وقوع جنگ[2, 1] کننده انرژی همراه بوده استتامین

تواند زنجیره تامین جهانی را مختل کرده و امنیت ملی و اقتصادی کشورها را تحت کننده، به سرعت میکشورهای تولیدکننده و مصرف

های انرژی ای، گذار از سیستمهای بالقوه و همچنین ضرورت کاهش انتشار گازهای گلخانه. در مواجهه با این بحران[4, 3]تاثیر قرار دهد

ناپذیر برای دستیابی به امنیت پایدار و استقلال در تولید اجتنابعنوان راهبردی حیاتی و سنتی و حرکت به سمت منابع تجدیدپذیر به

ی های گوناگونترین منابع انرژی تجدیدپذیر است. تاکنون، فناوریشدهانرژی خورشیدی یکی از شناخته. [6, 5]انرژی مطرح شده است

های انرژی حرارتی ترین مبدلشدهیکی از شناخته 1اند. موتور استرلینگعه یافتهبرای تبدیل انرژی خورشیدی به انرژی الکتریکی توس

 را دارد وبرگشتیاست که قابلیت تبدیل انرژی حاصل از منابع گرمایی مختلف، از جمله گرمای حاصل از تابش خورشید، به حرکت رفت

شایان ذکر  .[9, 8]شودموتور به ژنراتور، به انرژی الکتریکی تبدیل می . این حرکت نیز با استفاده از سازوکار مکانیکی مناسب و اتصال[7]

مورد استفاده قرار گرفته اند که مهترین آن ها شامل تولید همزمان  دیگری موتورهای استرلینگ در حیطه های مختلفاست که تاکنون 

یکی از جدیدترین انواع موتورهای استرلینگ نوع پیستون آزاد میباشد. . [10] استبرق و حرارت در ساختمان ها و بازیافت حرارت اتلافی 

وت که لینک های مکانیکی و فلای ویل در ساختارشان هستند، با این تفا 2موتورهای استرلینگ پیستون آزاد در واقع ورژن جدید نوع بتا

, 13]آزاد باعث کاهش اصطکاک مکانیکی و هزینه ساخت میگردداین ویژگی موتورهای استرلینگ پیستون . [12, 11]حذف شده است

که موتورهای استرلینگ پیستون آزاد عملا به  رددمیگدر کنار این مزیت ها، حذف لینک های مکانیکی و فلای ویل منجر به این . [14

  . [15]مطرح میگردد ییک چالش اساسعنوان بحث راه اندازی به  در نتیجه و شوندیک نوسانگر کوپل تبدیل 

همانطور که بیان شد، مبحث راه اندازی یکی از مهمترین چالش های محققان در حیطه موتورهای استرلینگ پیستون آزاد است. در 

قیقات انجام شده در این زمینه بر روی دینامیک خطی موتورهای استرلینگ بخشی از تحاین راستا تحقیقات مختلفی انجام پذیرفته است. 

 س حلقه بسته و قطبدر این راستا محققان با استفاده از معادلات خطی کوپل موتور و بکارگیری ماتری. [17, 16]پیستون آزاد بوده است

تحلیل خطی این نوع موتورها میتواند تنها مبحث راه . [19, 18]انددینامیک پرداخته  ییا ناپایدار یبه بررسی پایدار ،های غالب آن

اندازی موتور در لحظه اولیه شروع به کار را بررسی کند، اما ممکن است موتور در شروع حرکت راه اندازی شود، ولی بعد از چند سیکل 

ت بنابراین، لازم اسند شرط لازم را برای دینامیک موتور ارزیابی کند. کاری دوباره پایدار شود. بر این اساس تحلیل خطی تنها میتوا

این موضوع باعث شد . [21, 20]عنوان شرط کافی، نیز فراهم شودای انجام شوند که امکان ارزیابی نوسانات پایدار، بهگونهها بهتحلیل

در تحلیل غیرخطی این نوع موتورها وق داده شوند. سان به سمت تحلیل و ارزیابی غیرخطی موتورهای استرلینگ پیستون آزاد ققمح

تلاش های گوناگونی در این رابطه انجام پذیرفته است. تاکنون است.  )در فاز مانا( در رفتارشانهدف اصلی ایجاد سیکل حدی پایدار 

بخشی از تحلیل های غیرخطی انجام شده مربوط به شبیه سازی مستقیم معادلات دینامیکی بوده است. به گونه ای که معادلات غیرخطی 

ان در قق. به بیان بهتر، مح[23, 22]ددرفتار موتور و نوسانات آن بررسی میگربا استفاده از نرم افزاهایی مانند متلب شبیه سازی شده و 

ده است ش یجاداین راهکار با تغییر پارامترهای موتور و انجام شبیه سازی بررسی میکنند که آیا سیکل حدی پایدار در دینامیک موتور ا

سازی مستقیم معادلات غیرخطی موتورهای استرلینگ پیستون آزاد، با هر تغییر در پارامترهای طراحی، کل فرآیند در شبیه یا نه.

امع عنوان یک راهکار جتواند بهبر بوده و نمیهای محاسباتی، زمانمحاسباتی باید از ابتدا تکرار شود. این موضوع علاوه بر افزایش هزینه

نیاز به یک روش تحلیلی برای بررسی و تضمین نوسانات پایدار در  بر همین اساس  .سازی در نظر گرفته شودفرآیند تحلیل یا بهینه در

استا نیز محققان تاکنون تحقیقاتی انجام داده اند. به طور مثال زارع ردر این دینامیک غیرخطی این نوع موتورها کاملا احساس میگردد. 

شرط، نوسانات پایدار موتور  9شرط پارامتریک ارائه داده اند که درصورت ارضا شدن هر  9باکمک روش پایدار عملی  [24] و همکاران

ه زاد به منظور تبدیل حرکت رفت و برگشتی پیستون قدرت به انرژی الکتریسیتآدر ساختار موتورهای استرلینگ پیستون  تضمین میگردد.

ق از فرکانس کاری موتور است که بتوان با ینیاز به یک جنتراتور خطی میباشد. از طرفی طراحی جنراتور خطی نیز مستلزم اطلاع دق
                                                             
1 Stirling engine 
2 beta 
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هم بتواند سیکل حدی پایدار را تضمین  وشی ارائه داد کهاستفاده از آن جنراتور را طراحی نمود. بر همین اساس نیاز است که بتوان ر

. این موضوع تاکنون در هیچکدام از تحقیقات پیشین مورد متریک برای فرکانس غیرخطی موتور ارائه نمایداکند و هم بتواند یک رابطه پار

مورد بررسی و ارزیابی قرار  1ک روش هوموتوپیاساس در این مقاله برای اولین باراین دو موضوع با کم نبررسی قرار نگرفته است. بر همی

 گرفته است. 

هم دینامیک  2با توجه به تحقیقات گذشته تاکنون مقاله ای ارائه نگردیده است که بتواند باکمک روش هوموتوپی و الگوریتم ژنتیک

محاسبه فرکانس غیرخطی ارائه دهد.  متریک برایاغیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد را مورد بررسی قرار دهد و هم یک رابطه پار

تکمیلی درمورد معرفی روش هوموتوپی و موتور استرلینگ پیستون آزاد پرداخته بر همین اساس در این مقاله ابتدا به ارائه توضیحات 

سپس، عملکرد روش هوموتوپی در دوفاز با کمک داده های شده است. در ادامه روش هوموتوپی بر روی موتور پیاده سازی شده است. 

در پایان نیز به بحث و نتیجه گیری در مورد عملکرد روش مذکور پرداخته شده یک موتور ساخته شده مورد ارزیابی قرار گرفته است. 

 است. 

 مبانی اولیه -2

 خواهد شد. در این بخش به معرفی روش هوموتوپی و موتور استرلینگ پیستون آزاد پرداخته 

 موتوپیوروش ه -1-2

موتوپی اختلالی یک روش تحلیلی میباشد که برای حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی به کار برده میشود. این روش توسط وروش ه

 :[27, 26]دربه طور کلی ایده این روش بر پایه دو اصل قرار دا. [25]معرفی گردید 2004هی در سال 

 موتوپی در توپولوژی که یک تغییر پیوسته بین دو مسئله را توصیف میکند. وه-1

 روش اختلال که پاسخ را به شکل سری نسبت به یک پارامتر کوچک بسط میدهد. -2

 این روش یک مساله غیرخطی به شکل زیر در نظر گرفته میشود: در

(1)     0L u N u   

 

نیز مجهول مساله  uبه عنوان عملگر غیرخطی. همچنین  Nبه عنوان عملگر خطی و  Lکه در آن دو عملگر تعریف شده است یعنی 

 موتوپی به صورت زیر تعریف میگردد:ومیباشد. بر این اساس یک ه

(2)            0, 1 0H v p p L v L u p L v N v             

موتوپی ودر معادله ه 0,1p ، 0u  یک تقریب اولیه وv  تابع مجهولی است که بصورت پیوسته از مساله ساده به مساله اصلی

0pن راستا به ازای آدر  میگذرد. دیل میشود )دله به صورت یک مساله خطی ساده تب، معا     0,0 :  H v L v L u و به )

1pازای   دنیز مساله اصلی بازیابی میگرد (     ,0 :  H v L v N v.) 

 :[29, 28]موتوپی نوشتورا بتوان به شکل یک سری در پارامتر ه vفرض میشود که جواب 

(3) 2

0 1 2v v pv p v    

، یک دنباله از مسائل خطی pدر نهایت با جایگذاری سری نامبرده در معادله هوموتوپی و هم ارز قرار دادن ضرایب توان های مختلف 

0برای  1 2, , ,v v v   1به دست می آید. با جمع این ترم ها در حالتی کهp :تقریب جواب مسئله اصلی حاصل میگردد ، 

(4) 
0 1 2u v v v    

حلیلی های تای نسبت به سایر روشآزاد، مزایای برجسته-در تحلیل دینامیکی موتورهای استرلینگ پیستون هوموتوپی تکنیکاستفاده از 

در معادلات نیست، که این ویژگی امکان  های سنتی اختلال، این روش نیازمند وجود پارامتر کوچکتکنیک و عددی دارد. برخلاف 

ای از معادلات خطی . همچنین، باتبدیل یک مسئله غیرخطی پیچیده به مجموعهایدنمهای قوی در فشار گاز را فراهم میتحلیل غیرخطی

                                                             
1 homotopy 
2 Genetic algorithm  
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های عددی، درک این روابط برخلاف حل .شوداستخراج روابط تحلیلی می باعثساده و بازگشتی، علاوه بر کاهش حجم محاسبات، 

های دهند. در نهایت، دقت بالای این روش در تقریبارائه می فیزیکی عمیقی از وابستگی متقابل پارامترهایی چون فرکانس نوسان به دامنه

 .های رزونانسی تبدیل کرده استسازی پارامتریک و طراحی سیستمرا به ابزاری کارآمد برای بهینه نآ ،مرتبه اول و دوم و همگرایی سریع

 

 موتور استرلینگ پیستون آزاد -2-2

سترلینگ دینامیکی هستند که تجاری سازی شده اند و تاکنون نمونه های صنعتی موتورهای استرلینگ تنها نمونه مدل موتورهای ا

استرلینگ پیستون آزاد نوع پیشرفته و بروز شده موتورهای  یان شد، موتورهایهمانطور که ب. [31, 30] ارائه شده است به بازار آن ها نیز

لینگ پیستون بتا، موتورهای استراسترلینگ نوع بتا هستند. به بیان بهتر با حذف لینک های مکانیکی در ساختار موتورهای استرلینگ نوع 

 1نشان داده شده است. همانطور که از شکل  2و  1مکانیزم یک موتور استرلینگ پیستون ازاد در شکل آزاد طراحی و ساخته شده اند. 

یک میله ، دو فنر متصل به پیستون ها و 2و و جابجاگر 1موتور استرلینگ پیستون آزاد از دو جرم با نام پیستون قدرتمشخص است، 

نشان میدهد که ساختار موتور استرلینگ پیستون آزاد با حذف لینک  1 متصل به پیستون جابجاگر تشکیل شده است. از طرفی شکل

های مکانیکی به یک نوسان گر کوپل تبدیل شده است. بر همین اساس بحث نوسانات پایدار در دینامیک این موتور یک چالش جدی و 

 اساسی میباشد. 

 
 موتور استرلینگ پیستون آزاد :1شکل

Figure 1: Free-piston Stirling engine 
 

 
                                                             
1 Power piston  
2 Displacer  

  پیستون قدرت

جابجاگرپیستون    

 فضای گرم

 فضای سرد

 فنر متصل به پیستون قدرت فنر متصل به پیستون جابجاگر
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 :شماتیک یک موتور استرلینگ پیستون آزاد2ل 

Figure 2: Schematic of a free-piston Stirling engine 
 

 و قانون دوم نیوتون، معادلات حاکم بر موتور به شرح زیر میباشد: 2با توجه به شکل 

(5) 
    

¨

0p p p rM y b y x b y K y P P A A         

(6) 
   

¨

0d d d rM x b x y b x K x P P A        

 

 جایی که

(7) 1

c h r

c h r

V V V
P MR

T T T



 
   

 
 

(8)  h hoV V Ax  

(9)    c co r rV V A A x A A y      

 پیاده سازی روش هوموتوپی بر روی دینامیک غیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد -3

غیرخطی موتور میباشد. در این راستا ابتدا نیاز است تا معادلات  کهدف پیاده سازی روش هوموتوپی بر روی دینامی در این بخش

 قرار گیرند: غیرخطی مربوط به تغییرات فشار در فرم بسط تیلور

 

(10)                 21 2 3

0, , , , ,P x y P P x y P x y P x y O x y      

که در آن  1
P  تا 3

P  .مربوط به ترم های مرتبه اول تا سوم فشار هستند 

 می گردد:(( به فرم زیر تبدیل 7ابتدا رابطه غیر خطی فشار )معادله )به منظور ساده سازی، 

(11) 
    

1

0

0

,
MR

P x y MR V x y
V x y

 
 


   

 
 

 جایی که

(12) 
 0 0 0

0
c h r

c h r

V V V
V

T T T
    

(13) 2

/ c hr r

h c c h r

V VA A VA

T T T T T


   
        
   

 

(14) 2

/ c hr r

c c h r

V VA A V

T T T T


   
       
   

 

هستند که با توجه به تغییرات حجم و وزن دهی دمایی  yو  xضرایب موثر حساسیت حجم نسبت به  و  شایان ذکر است که 

 تعریف میشوند.

 ( و بسط سری تیلور خواهیم داشت:11رابطه )با توجه به 

(15)  

     2 2 3 2 2 3

0

1 1
, 2 3 3

2 6
x y xx xy yy xxx xx xyy yyyP x y P C x C y C x C xy C y C x C yx y C xy C y         

 

 جایی که
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(16) 
2

0 0

x

P MR
C

x V


  


 

(17) 
 

2

00

y

P MR
C

y V


  


 

(18) 
 

2 2

2 3

00

2
xx

P MR
C

x V


 


 

(19) 
 

2 2

2 3

00

2
yy

P MR
C

y V


 


 

(20) 
 

2

3

00

2
xy

P MR
C

x y V


 
 

 

(21) 3 3

3 4

00

6
xxx

P MR
C

x V


  


 . 

(22) 3 2

2 4

00

6
xxy

P MR
C

x y V

 
  
 

 

(23) 
 

3 2

2 4

00

6
xyy

P MR
C

x y V


  
 

 

(24)  

 

، سیستم دینامیکی به شرح زیر ((6( و )5اکنون با جایگذاری معادلات فشار بسط داده شده در معادلات دینامیکی موتور )معادلات )

 تبدیل میگردد:

(25)        
¨

2 3
            ,    

x
f f

y

 
       

 
Mq Cq Kq q q q  

به ترتیب ماتریس های جرم، میرایی و سختی متناظر با بخش خطی هستند )حاصل از ترم های  Kو  M ،C  که در آن 1
P)  و

 2
f 

و  3
f  نیز نیروهای غیرخطی ناشی از 2

P  و 3
P  2هستند و شامل ترکیباتی نظیرy ،xy ،2x  3وy ،2x y ،2y x ،3y  .میشوند 

 به صورت زیر معرفی میگردند: از طرفی پارامترهای هوموتوپی

(26)         2

0 1 1t t p t p t   q q q q 

 

معادلات دینامیکی موتور به روش هوموتوپی ابتدا پاسخ تیلور پیاده سازی گردیده است. برای حل تاکنون معادله غیرخطی فشار در بسط 

 تعریف میگردد: (p) پیستون قدرت و جابجاگر بصورت سری توان هایی از پارامتر هوموتوپی

(27)        2

0 1 2x t x t px t p x t    

(28)        2

0 1 2y t y t py t p y t    

 

و  1xپاسخ های پایه )مرتبه صفر( هستند که بخش اصلی نوسان را تشکیل میدهند و جملات  0yو  0x(، 82( و )72در معادله های )

1y  .و... اصلاحات ناشی از اثرات غیرخطی هستند 

 هارمونیک پایه(حل مرتبه صفر )پاسخ الف( 
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 ( بصورت زیر نوشته میشود:25معادله )(، 0pدر مرتبه صفر )

(29) 
 

¨

0 00
0    Mq Cq Kq 

 

زاد، آاز طرفی با توجه به ماهیت نوسانی موتور استرلینگ پیستون بخش خطی دینامیک موتور حاصل میشود.  در حل مرتبه صفر درواقع

 رفتار پیستون های موتور را بصورت یک حالت سینوسی یا کسینوسی درنظر گرفت:میتوان 

(30)      0x t Xcos t 

(31)     0y t Ycos t   

شایان نیز اختلاف فاز بین پیستون ها میباشد.  دامنه های نوسان پیستون های جابجاگر و قدرت و  Yو  X(، 31( و )30در روابط )

 بصورت مجهول در نظر گرفته میشود و در ادامه یک رابطه با توجه به روش هوموتوپی ارائه خواهد شد. ذکر است که فرکانس نیز اکنون 

 

 ه اول و اثر جملات غیرخطیب(تشکیل معادلات مرتب

 ( به صورت زیر تبدیل میگردد:25در حالت مرتبه اول نیز معادله )

(32) 
  

¨

1 1 11
  r t  M q Cq Kq 

که  1r t  0از جایگذاریq :در ترم های غیرخطی به دست می آید 

(33)           2 3

1 0 0r t f f q q 

 

 ج(شرط حذف جملات سکولار 

( یک سیستم خطی با تحریک 32معادله ) 1r t  است. اگر بخش تحریک شامل مولفه هایی با فرکانس دقیقا برابر با فرکانس سیستم

یعنی باشد ) cos t  و sin t 1(، در حل خاصq  جملاتی از نوع tcos t  و tsin t  نها ترم آظاهر میشوند که به

مین منظور به هسکولار گفته میشود. این ترم ها منجر به رشد پاسخ با زمان شده و با مفهوم فیزیکی نوسانات پایدار ناسازگار میباشند. 

به طور حذف شوند.  انات پایدار باشد، باید تمام مولفه های تحریک هم فرکانس با ور یک نوستپاسخ نهایی دینامیک مو هبرای اینک

کلی میتوان معادله  1r t :را به صورت زیر نوشت 

(34)        1 cos sin 2 ,3 ,c s hr t R t R t f        

 (، باید دو شرط زیر به منظور ایجاد نوسانات پایدار دینامیک موتور رخ دهد:34و معادله ) ارائه شدهبا توجه به توضیحات 

(35)  0,   0 c sR R  

به دست می آید  و همچنین   ،Y ،Xبه صورت توابعی از  cRو  sR  پس از انجام تبدیل های مثلثاتی و ساده سازی، ضرایب

 که به شرح زیر میباشد:

(36)    2 2

0 1 2 3cR a a X a XY a Y      

(37)    2 2

0 1 2 3sR b b X b XY b Y      

میگردد که  حذف سکولار، یک دستگاه جبری حاصل میشود. حل این دستگاه منجر به یک رابطه بسته برای اکنون با اعمال شرط 

 شکل استاندارد آن چنین است:

(38) 2 2 2 2

0 1 2 3X XY X         

 جایی که 

(39) 
 30

1 3

0
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4
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d

A P
S

M V
  

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



8 

 

(40

) 
 20

2 3

0

9

4

r
x y

d

A P
S S

M V
  

(41) 
 20

3 3

0

9

4

r
y x

d

A P
S S

M V
  

(42) 
 r

x

c h

A A A
S
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با این تفاسیر، یک رابطه پارامتریک با استفاده از روش هوموتوپی به منظور محاسبه فرکانس غیرخطی موتور ارائه شد که به شرح زیر می 

 باشد:

(44)  2 2 2

0 1 2 3X XY X        

 

ند؛ شوصورت صریح ظاهر نمیاند، اما در رابطه نهایی فرکانس بهلازم به ذکر است که ضرایب میرایی در معادلات حاکم مدل لحاظ شده

غیرمستقیم از طور از شرط حذف جملات سکولار در هارمونیک اصلی به دست آمده است. با این حال، اثر میرایی به( 44معادله ) زیرا

 .شودهای پایدار نوسان و اختلاف فاز در پاسخ نهایی منعکس میطریق دامنه

( مشخص است به منظور محاسبه فرکانس غیرخطی موتور ابتدا نیاز است که فرکانس طبیعی موتور نیز 44همانطور که در معادله )

 رایی به شرح زیر تبدیل میگردد:در این راستا معادله حاکم بر موتور با حذف ضرایب میمحاسبه گردد. 

(45) 
   

¨

0p p rM y K y P P A A      

(46) 
 

¨

0d d rM x K x P P A     

 

 (:(15معادله )ین مهم برابر با بخش خطی بسط تیلور است )ه نیاز است که رابطه فشار نیز خطی سازی گردد که امدر ادا

 

(47)  
0 x yP P C x C y   

 معادلات حاکم بر موتور در فاز خطی بدین شرح تبدیل میشوند:با این تفاسیر 

(48) 
     

¨

0p r x p r yM y A A C x K A A C y      

(49) 
  

¨

0d d r x r yM x K A C x A C y    

 معادله خطی حاکم بر موتور را میتوان بصورت خطی به شرح زیر نوشت:اکنون 

(50) 
 

¨

11
0   Mq Kq 

 جایی که: 

(51) 
 

0

0

d

p

M

M

 
  
 

M 

(52) 
 

   
d r x r y

r x p r y

K A C A C

A A C K A A C

 
  

   
K 

 با محاسبه دترمینال ماتریس خطی، فرکانس طبیعی موتور به شرح زیر محاسبه میشود:
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(53)  

     
2

2

1,2

4

2

p r y p r y r r y xd r x d r x

d p d p p d

K A A C K A A C A A A C CK A C K A C

M M M M M M


      
     

 
 

 بوط به پیستون قدرترفرکانس مید که فرکانس اصلی همان آ( دو فرکانس طبیعی برای موتور در فاز خطی بدست می 53در معادله )

 را محاسبه نمود.  ر(، میتوان فرکانس غیرخطی موتو44در نتیجه با جایگذاری فرکانس طبیعی حاصل شده در معادله )میباشد. 

ن یموتور استرلینگ پیستون آزاد با تضم غیرخطی همانطور که بیان شد، هدف در این کار ارائه یک رابطه پارامتریک برای فرکانس کاری

در ادامه ( محقق گردید. 44این امر با توجه به روش هوموتوپی و معادله )وجود سیکل حدی پایدار در دینامیک غیرخطی آن بوده است. 

  تور استرلینگ پیستون آزاد پرداخته خواهد شد. واین روش با استفاده از داده های یک مدر بخش بعد به بررسی و ارزیابی 

 

 بحث و شبیه سازی -4

ر فاز د. اندبندی شدهشده در بخش پیشین، در دو مرحله دستهها بر اساس روش هوموتوپی و نتایج ارائهبخش، تحلیل و ارزیابی در این

پرداخته را پیش بینی میکند، (( که فرکانس غیرخطی 44)معادله ) 3اول به ارزیابی و میزان دقت رابطه پارامتریک ارائه شده در بخش 

خواهند و در فاز دوم با استفاده از این معادله پارامترهای طراحی مجهول موتور بر اساس فرکانس مطلوب طراحی، تخمین زده  میشود

شایان ذکر است که توانایی روش هوموتوپی صرفا در فاز مانا رفتار موتورهای استرلینگ پیستون آزاد میباشد که البته مهمترین . شد

 سانات پایدار یا همان فاز مانای این نوع موتورها است. چالش محققان نیز بررسی نو

 فاز اول -4-1

یک امر ضروری و شرط لازم و  )در فاز مانا( ایجاد نوسانات پایدار در دینامیک موتورهای استرلینگ پیستون آزادهمانطور که بیان شد، 

ور موت ،ینک های مکانیکی در ساختار موتور بتاکافی به منظور بررسی های بیشتر بر روی این نوع موتورها است. درواقع با حذف ل

بر همین اساس ابتدا نیاز هست که برای دینامیک غیرخطی استرلینگ پیستون آزاد به وجود می آید و میتوان آن را یک نوسانگر دانست. 

ژوهش . بر همین اساس در این پموتور استرلینگ پیستون آزاد روشی ارائه گردد که ابتدا نوسانات پایدار دینامیک موتور را تضمین کند

روش هوموتوپی باید ابتدا نوسانات پایدار را تضمین کند و سپس بتواند به بررسی عملکرد موتور از روش هوموتوپی استفاده شده است. 

بر همین  .((44)معادله ) داردنیز  را اما روش هوموتوپی توانایی ارائه یک رابطه مهم و پارامتریک برای فرکانس غیرخطی موتور بپردازد. 

حله در این مر ان دقت رابطه پارامتریک ارائه شده برای پیش بینی فرکانس غیرخطی موتور است.زاساس در این بخش هدف بررسی می

مشخصات موتور  1از موتورهای استرلینگ پیستون آزاد در نظر گرفته شود. در جدول  ساخته شدهابتدا نیاز است که یک نمونه موتور 

آورده  1که در جدول  B10-Bموتور  ی(، پارامترها44رابطه ) یاعتبارسنج یبرا آورده شده است. B10-Bسترلینگ پیستون آزاد با نام ا

 یواقع یفرکانس کار ی. از طرفدیمحاسبه گرد هیبر ثان انیراد 1/86برابر با  یرخطیشده و فرکانس غ یگذاریرابطه جا نیشده است، در ا

دهنده دو مقدار نشان نیا سهیزارش شده است. مقاگ  [33, 32] مراجعدر  هیبر ثان انیراد 85مشابه، برابر با  یاتیعمل طیموتور در شرا نیا

 .کندیم دییموتور تأ یرخطیغ یفرکانس کار ینیبشیرا در پ یشنهادیپ یلیدرصد است که دقت مناسب رابطه تحل 3/1معادل  ییخطا

 
 [34] مشخصات موتور استرلینگ پیستون آزاد مورد مطالعه :1جدول 

Table 1: Specifications of the investigated free-piston Stirling engine [34] 
 مقدار پارامتر مقدار پارامتر

dM 086/0 )کیلوگرم( A 00101/0)متر مربع( 

hT 600 )کلوین( 
0P 100)کیلوپاسکال( 

cT 300 ) کلوین M 10-5* 58/4 )کیلوگرم( 

R 287 
pK 650 )نیوتن بر متر( 
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  فاز دوم -4-2

بعد از تایید معتبر بودن رابطه پارامتریک ارائه شده،  .در فاز نخست این پژوهش، دقت رابطه پارامتریک غیرخطی مورد ارزیابی قرار گرفت

پیستون  از طرفی مشخص است که حرکت اکنون زمان استفاده از آن به منظور طراحی پارامترهای موتور بر اساس اهداف مدنظر است.

بر همین ت. ور خطی لازم اسنراتژبه منظور تبدیل این حرکت رفت و برگشتی به الکتریسیته، یک  است ورفت و برگشتی  بصورتقدرت 

موضوع باعث گردیده است که بخشی از محققان  ینا. اساس، فرکانس غیرخطی موتور باید با مشخصات ژنراتور خطی مطابقت داشته باشد

(، میتوان یافت که 53( و )44با توجه به روابط ) هدفشان طراحی موتورهای استرلینگ پیستون آزاد بر اساس فرکانس مشخص باشد.

ن مقاله در ای نها است.آرابطه پارامتریک فرکانس غیرخطی تابعی از پارامترهای مهم موتور نظیر جرم پیستون ها و سختی فنر متصل به 

تخمین دو پارامتر مهم یعنی جرم پیستون قدرت و سختی فنر متصل به پیستون جابجاگر بر اساس فرکانس مطلوب  در فاز دومنیز هدف 

ط گیری از روابتوان با بهرهنماید، میاز آنجا که روش هوموتوپی، پایداری نوسانات را در دینامیک غیرخطی موتور تضمین مییباشد. م

 .، این موضوع را تحلیل کرد(53و )( 44)

پس با استفاده از روش است،  ((44( در معادله )53)یعنی جایگذاری معادله ) با توجه به اینکه سیستم دارای دو مجهول و یک معادله

در این راستا میتوان با کمک الگوریتم ژنتیک این معمول نمیتوان مقادیر این دو پارامتر مجهول را بر اساس فرکانس مطلوب تخمین زد. 

م شده در حوزه محاسبات نرم و هوش مصنوعی، یک الگوریتهای شناختهالگوریتم ژنتیک، به عنوان یکی از روشمهم را انجام داد. 

ها و استفاده وجوی موازی در فضای پاسخ. این روش با جست[35] سازی فراابتکاری مبتنی بر اصول تکامل طبیعی و ژنتیک استبهینه

 .[37, 36] رودسائل پیچیده و غیرخطی مهندسی به کار میاز عملگرهای انتخاب، تقاطع و جهش، جهت یافتن نقاط بهینه در م

تابع هزینه تعریف گردد. با توجه به هدف مساله میتوان تابع هزینه را به شرح ظور استفاده از الگوریتم ژنتیک ابتدا نیاز است که یک به من

 اب نمود:خزیر انت

(54)    2 2 2

0 1 2 3,d d df K M X XY X         

 

اند، اما در رابطه فرکانس غیرخطی لحاظ شده موتور ضرایب میرایی در معادلات دینامیکی حاکم (54در رابطه ) شایان ذکر است که

از اعمال شرط حذف جملات سکولار در  رابطه فرکانس غیرخطیشوند؛ زیرا صورت مستقیم ظاهر نمی( به54شده در معادله )ارائه

صورت ، بههاف فاز بین پاسخهای پایدار نوسان و اختلاهارمونیک اصلی استخراج شده است. با این حال، اثر میرایی از طریق تأثیر بر دامنه

 .شودغیرمستقیم در فرکانس کاری سیستم منعکس می

نیز ویژگی  2در جدول ( کمتر گردد، هدف مساله به نحو بهتری محقق شده است. 54نشان میدهد که هرچه مقدار معادله )( 54معادله )

 های الگوریتم ژنتیک استفاده شده بیان شده است. 

 
 تم ژنتیک ارائه شده ویژگی الگوری :2جدول 

Table 2: Parameters of the proposed genetic algorithm 

 مقدار/نوع پارامتر

 500 اندازه جمعیت

 (0،1) بازه پارامترها)بعد از نرمال سازی(

 فرایند تصادفی استراتژی انتخاب

 تصادفی چندنقطه ای تقاطع/بازترکیب

 انطباقی شدنی جهش

 5-10 مقدار معیار خاتمه
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 2با توجه به ویژگی های ذکر شده در جدول در نظر گرفته شده است. رادیان بر ثانیه 85فرکانس مطلوب برای موتور انتخاب شده برابر با  

 همگراییروند  3در شکل الگوریتم ژنتیک در برنامه متلب، میتوان مقدار پارامترهای مجهول مساله را تخمین زد.  جعبه ابزاربا کمک  و

-4که مقدار آن برابر با  تولید حاصل شده است 241این مقدار بعد از داده شده است.  مایشن  10-4تابع هزینه به مقداری کمتر از مقدار 

 محاسبه شده است.  9/0*10

 

  
 تابع هزینه الگوریتم ژنتیک همگراییروند  :3شکل 

Figure 3: Convergence curve of the genetic algorithm cost function 
 

 نیز مقادیر تخمین زده شده به وسیله الگوریتم ژنتیک برای پارامترهای طراحی آورده شده است. 3در جدول 

 
 مقادیر پارامترهای طراحی تخمین زده شده به وسیله الگوریتم ژنتیک: 3جدول 

Table 3: Design parameter values estimated by the genetic algorithm 

 مقدار پارامتر

 pM kg 538/0 

 /dK N m 579 

 

 

کیلوگرم و مقدار سختی فنر  529/0موتور برابر با  قدرت)مقدار جرم پیستون  مقایسه بین مقادیر تخمین زده شده با مقادیر واقعی موتور

 7/1مقدار جرم پیستون قدرت را با خطای  نشان میدهد که روش ارائه شده توانسته است نیوتون بر متر( 600برابر با متصل به پیستون 

 تخمین بزند. درصد  5/3درصد و سختی فنر متصل به آن را با خطای 

 

را نیز بر اساس فرکانس غیرخطی موتور  ردینامیک موتودر کنار تخمین پارامترهای طراحی موتور با کمک روش هوموتوپی، اکنون میتوان 

نوسانات پیستون قدرت و جابجاگر برای موتور رسم گردیده است.  4و رفتار شبه سینوسی شبیه سازی نمود. بر همین اساس در شکل 

تغییرات سرعت پیستون ها نشان داده شده است. با توجه به تغییرات سرعت و جابجایی، میتوان نمودار فازی برای  5در شکل همچنین 

 به نمایش درآمده است.  6هرکدام از پیستون ها را رسم نمود که در شکل 
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 ب( الف(

 تغییرات حرکت پیستون ها الف(پیستون قدرت ب(پیستون جابجاگر :4شکل 

Figure 4: Piston displacement variations: a) Power piston, b) Displacer piston 
 

  
 ب( الف(

 تغییرات سرعت پیستون ها الف( پیستون قدرت ب(پیستون جابجاگر :5شکل 

Figure 5: Piston velocity variations: a) Power piston, b) Displacer piston 
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 الف(

 
 ب(

 نمودار فازی پیستون ها الف(پیستون قدرت ب(پیستون جابجاگر :6شکل 

Figure 6: Phase portraits of the pistons: a) Power piston, b) Displacer piston 
 

نشان میدهد که دینامیک موتور در حالت مانا دارای نوسانات پایدار میباشد و این یکی از اهداف مهم در این  6تا  4بررسی شکل های 

 مقاله بوده است. 

ارائه شده است. این نمودار روند  7در شکل  جاگرجابه پیستون به منظور اعتبارسنجی رفتار دینامیکی غیرخطی مدل، نمودار صفحه فازی

-Bدهد. تطابق کیفی و ساختاری این نمودار با الگوهای نوسانی گزارش شده برای موتوررا نشان می گذار از حالت سکون به نوسانات پایدار

10B  شایان ذکر است که روش دهنده توانمندی روش هوموتوپی در بازسازی فیزیک نوسانات غیرخطی موتور است. ، نشان[38, 33]در

 6کل ساس در شامنظور بررسی حالت مانا در دینامیک موتور اسرلینگ پیستون آزاد بکار برده شده است. بر همین هوموتوپی صرفا به 

 صرفا حالت مانا پیستون ها مشاهده میگردد. 
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 B10-B [38]. نمودارفازی پیستون جابجاگر موتور 7شکل 

Figure 7. Phase portrait of the B-10B engine displacer piston [38] 

با استفاده از روش عددی  موتور، معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم بر هوموتوپی  نتایج حاصل از روش تحلیلی بیشتر منظور ارزیابیبه

ترتیب تاریخچه زمانی جابجایی پیستون قدرت به 8 . شکل)به وسیله برنامه متلب( حل شدند (ode45) کوتا مرتبه چهارم و پنجم-رونگه

که  دهدنشان می هوموتوپی شده توسط روشبینیدهند. مقایسه نتایج حل عددی با مقادیر پیشو جابجاگر را در حالت مانا نشان می

ودن و معتبر ب طول کورس پیستون قدرت و طول کورس جابجاگر با مقادیر تخمینی حاصل از تحلیل هموتوپی قابل مقایسه هستند.

با  شده از حل عددی نیزهمچنین، فرکانس نوسانات استخراج روش هوموتوپی را به منظور ارزیابی عملکرد این نوع موتورها تایید میکند.

 .خوانی داردهم هوموتوپی توسط روش شدهبینیفرکانس پیش

  
 ب( الف(

 الف(پیستون قدرت ب(پیستون جابجاگر حاصل از حل عددی معادلات غیرخطی هاتاریخچه زمانی جابجایی پیستون . 8شکل 

Figure 8. Time history of piston displacements obtained from the numerical solution of nonlinear equations: a) 

Power piston, b) Displacer piston 

 

 نتیجه گیری -5

د مورد بینی فرکانس عملکردر این پژوهش، دینامیک غیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد با هدف تحلیل رفتار نوسانی و پیش

 نوان یک رویکرد تحلیلی برای استخراجعبررسی قرار گرفت. با توجه به ماهیت غیرخطی معادلات حاکم بر سیستم، از روش هوموتوپی به
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پارامترهای مؤثر و دستیابی به پاسخ پایدار، الگوریتم ژنتیک در  طراحیمنظور تنظیم و پاسخ تقریبی معادلات استفاده شد. همچنین به

راهم گیری چرخه حدی پایدار را فتر رفتار غیرخطی و بررسی شرایط شکلچارچوب حل به کار گرفته شد. این ترکیب امکان تحلیل دقیق

 ساخت.

رکانس بینی کرده و وابستگی فدقت مناسبی پیشنتایج نشان داد که چارچوب پیشنهادی قادر است رفتار دینامیکی سیستم را با 

تواند نقش مهمی در طراحی، صورت یک رابطه پارامتریک ارائه دهد. این موضوع میغیرخطی به پارامترهای طراحی و عملکردی را به

ملکرد را بر پایداری و فرکانس عسازی موتورهای استرلینگ پیستون آزاد ایفا کند، زیرا امکان ارزیابی اثر تغییر پارامترها کنترل و بهینه

عنوان ابزاری تحلیلی و کاربردی تواند بهشده میسازد. در مجموع، رویکرد ارائهبر فراهم میهای عددی زمانسازیبدون اتکا صرف به شبیه

 در توسعه و بهبود عملکرد این نوع موتورها مورد استفاده قرار گیرد.

 

 بدین صورت میباشد: بطور کلی دستاوردهای مهم این مقاله

  ارائه یک چارچوب تحلیلی برای بررسی دینامیک غیرخطی موتور استرلینگ پیستون آزاد 

 کارگیری روش هوموتوپی برای استخراج پاسخ تحلیلی تقریبی معادلات غیرخطی سیستم به 

 سازی پارامترها منظور تنظیم و بهینهترکیب روش هوموتوپی با الگوریتم ژنتیک به 

 بینی فرکانس غیرخطی عملکرد موتور ج رابطه پارامتریک برای پیشاستخرا 

  تحلیل شرایط دستیابی به چرخه حدی پایدار در سیستم 

 دسازی عملکرد موتورهای استرلینگ پیستون آزاسازی ابزاری مؤثر برای طراحی و بهینهفراهم
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