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ارتعاشی  برروی ویژگی های  ترموالاستیک  میرایی  اثرات  از  آگاهی  به منظور طراحی سیستم های میکرو-نانوالکترومکانیکی، 
مثل فرکانس تشدید و حساسیت فرکانسی امری ضروری است. در این مقاله اثر میرایی ترموالاستیک بر ارتعاشات میکرو ـ نانو 
 تشدیدگر های با سطح مقطع مستطیلی مورد بررسی قرار می گیرد. معادلات حاکم بر رفتار سیستم شامل معادله انتقال حرارت 
هدایتی و معادلات حرکت ارتعاشی که به یکدیگر کوپل هستند، برای حالت سه بعدی استنتاج شده اند. در حل معادلات حاکم، 
با اتکا به روش های تحلیلی و در نظر گرفتن فرضیات مناسب ابتدا معادله انتقال حرارت برای توزیع دمای سه بعدی در راستای 
ضخامت، عرض و طول میکرو  تیر حل می شود، سپس معادله حرکت ارتعاشی با لحاظ کردن کوپلینگ ترموالاستیک از طریق 
اثرات میرایی  انتقال فرکانس و فاکتور کیفیت تحت  برای مطالعه مود خمشی حل می شود.  به توزیع دما  یک گشتاور وابسته 
ترموالاستیک مورد تجزیه و تحلیل قرار گرفته اند. انتقال فرکانس به دست آمده در حالت های خاص با انتقال فرکانس حاصل از 
توزیع دمای دو بعدی مقایسه شده  است، همچنین فاکتور کیفیت به دست آمده نیز با مدل های تحلیلی توزیع دمای یک بعدی 
مقایسه شده است. نتایج به دست آمده، نشان می دهد که مدل مطرح شده در این مقاله انطباق خوبی با سایر مدل ها دارد و اثر 

میرایی ترموالاستیک را بر رفتار میکرو – نانو  تشدیدگر ها به صورت دقیق تری پیش بینی می کند.
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مقدمه-11
که  دلیل  این  به  نانو  و  میکرو  ابعاد  در  مکانیکی  تشدیدگر های 
بنابر این  می دهند،  پاسخ  سریع  بسیار  دارند،  بالایی  خیلی  حساسیت 
قرار  استفاده  مورد  و مدولاتور ها  به عنوان حسگر ها  به صورت گسترده ای 
می گیرند. تخمین مشخصه های میرایی در بهبود سیستم های مکانیکی، 
زیرا  است.  طراحی  فرآیند  در  گام ها  مهم ترین  و  ضروری ترین  از  یکی 
این مشخصه ها، به ویژه در مورد میکرو- نانو سیستم ها، عملکرد دینامیکی 
ترمو الاستیک  میرایی  که  است  این  بر  باور  می کنند.  تعیین  را  سیستم 
مکانیکی  نانو تشدیدگر های   – میکرو  در  ذاتی  اتلافی  مکانیزم  مهم ترین 

است.
هنگامی که یک جامد الاستیک شروع به حرکت می کند و از حالت 
تعادل خارج می شود، در انرژی جنبشی و پتانسیل تغییراتی به وجود می آید. 
انرژی  تغییرات  باشد،  ایزو ترمال  و  کامل  الاستیک خطی،  جامد  چنانچه 
همین  و  است  اجتناب ناپذیر  به یکدیگر  آنها  تبدیل  و  پتانسیل  و  جنبشی 
امر اسباب اتلاف انرژی مکانیکی را به وجود می آورد. به عبارتی در مواد 
جامد ترمو الاستیک، کوپل شدن میدان کرنش با میدان دما به یک مکانیزم 
اتلاف انرژی منتهی می شود که نتیجه برگشت به حالت تعادل و آسایش 
جریان  کوپلینگ  طریق  از  ترمو الاستیک  جامد  آ سایش  است.  سیستم 
گرمای برگشت ناپذیر )که به وسیله گرادیان دمای موضعی به وجود آمده 
است( با میدان کرنش انجام می شود. این فرآیند اتلاف انرژی که اساساً 

منحصر بفرد است میرایی ترمو الاستیک نامیده می شود.
توسط   1937 سال  در  بار  اولین  برای  ترموالاستیک  میرایی  وجود 
این تئوری را  او مفاهیم اساسی  زنر پیش بینی شد ]1 و 2[. سپس خود 
به صورت آزمایشگاهی نشان داد ]3[. مجدداً آزمایش های شامل تئوری زنر 
در سال 1955 به وسیله بری برای فاز آلفای فلز برنج1 انجام شدند. بری 
میرایی را به عنوان تابعی از فرکانس در دمای معمولی مورد بررسی قرار 
داد ]4[. رزهارت در سال 1990 پدیده میرایی ترمو الاستیک را در میکرو 
– تشدیدگر های سیلیکونی تک کریستالی در دمای معمولی مشاهده کرد 
]5[. همچنین یاسومورا و همکاران، در سال 2000 گزارش هایی راجع به 
این پدیده برای میکرو – تشدیدگر های با جنس نیترید سیلیکون در دمای 
معمولی ارائه دادند، اما نتایج اندازه گیری شده آنها کمتر از مقادیری بود که 
رزهارت گزارش کرده بود ]6[. لیفشیتز و راکس در سال 2000 رابطه ای 
تحلیلی برای فاکتور میرایی ترمو الاستیک تیر با سطح مقطع مستطیلی به 
دست آوردند. آنها دریافتند که بعد از پیک دبای2، میرایی ترمو الاستیک با 
افزایش اندازه، ضعیف می شود ]7[. زنر با توجه به این فرض که سرعت 
ترمو الاستیک  تئوری کلاسیک  از  است،  بی نهایت  تیر  در  انتقال حرارت 
استفاده کرد. در حالی که سان و همکاران، در سال 2006 برای به دست 
آوردن حل دقیق معادلات کوپلینگ ترمو الاستیک و برای اصلاح تئوری 
زنر، از تئوری ترمو الاستیک عمومی با یک زمان آ سایش3 استفاده کردند. 
1 α-Brass
2 Debye peak
3 Relaxation time

اندازه تیر و شرایط مرزی مکانیکی و حرارتی مختلفی را در دو  اثر  آنها 
انتهای تیر در نظر گرفتند. همچنین آنها با مقایسه اثر میرایی ناشی از هوا 
و اثر میرایی ترمو الاستیک، برای تشدیدگر از نوع میکرو تیر4 دریافتند که 
در دمای معمولی، اثر میرایی ترمو الاستیک برای این تشدیدگر ها بزرگتر از 
اثر میرایی ناشی از هوا است ]8[. وانگ و همکاران، در سال 2006، میرایی 
با  سیلیکونی  رینگ های  درون صفحه ای5  ارتعاشات  در  را  ترمو الاستیک 
میرایی  فاکتور  آنها  دادند.  قرار  بررسی  مورد  مستطیلی،  مقطع  سطح 
تعمیم  را  راکس  و  لیفشیتز  و  زنر  وسیله  به  دست آمده  به  ترمو الاستیک 
دادند تا ارتعاشات خمشی درون-صفحه ای رینگ های نازک را نیز در بر 
بگیرد. رابطه تحلیلی که به وسیله وانگ و همکاران برای فاکتور میرایی 
ترمو الاستیک به دست آمد، به جز در مقدار طول مشخصه، که بر طبق شکل 
تشدیدگر ها تغییر می کند، همان رابطه تحلیلی ای بود که به وسیله لیفشیتز 
و راکس، برای تیر ها بدست آمده بود ]9[. اخیراً اثر میرایی ترموالاستیک 
با قید های کمتری بررسی شده است. مثلًا علاوه بر ارتعاشات خمشی تیر، 
 .]10[ است  گرفته شده  نظر  در  ترموالاستیک  میرایی  بر  نیز  اثر کشش 
همچنین اثر میرایی ترموالاستیک در هندسه های پیچیده تری که به عنوان 
زیادی  کارایی  الکترو مکانیکی6،  نانو   - میکرو  سیستم های  در  تشدیدگر 
دارند نیز مورد بررسی قرار گرفته است ]11 و 12[. از آن جمله می توان به 
ورق های مستطیلی و دایروی، پوسته های سیلندری و رینگ ها اشاره کرد. 
همچنین اثر میرایی ترموالاستیک بر انتقال فرکانس در ارتعاشات خمشی 
یک تیر، با در نظر گرفتن توزیع دمای دو بعدی در شرایط مرزی مختلف 

نیز در سال 2009 بوسیله پرابهاکار و همکاران بررسی شده است ]13[.
به صورت  ترمو الاستیک  میرایی  مورد  در  مطالعات  بیشتر  اگر چه 
بسیار  فرض های  مبنای  بر  تحلیل ها  این  اما  است  شده  انجام  تحلیلی 
محدود کننده ای استوار است و به اندازه کافی رفتار یک مدل سه بعدی را 
به صورت دقیق پیش بینی نمی کند. بنابراین در این مقاله سعی بر این است 
که با مدل سازی دقیق تر این مکانیزم اتلافی، تأثیر پارامتر های مختلف بر 
فاکتور کیفیت و همچنین اثرات کوپلینگ ترموالاستیک بر روی فرکانس 
قرار  بررسی  مورد  نانو  و  میکرو  ابعاد  در  مکانیکی  تشدیدگر های  طبیعی 
انتقال حرارت  ابتدا معادله کوپلینگ  برای مدل سازی دقیق تر، در  بگیرد. 
برای توزیع دمای سه بعدی در راستای ضخامت، عرض و طول میکرو تیر 
کوپلینگ  کردن  لحاظ  با  ارتعاشی  حرکت  معادله  سپس  می شود.  حل 
ترموالاستیک از طریق یک گشتاور وابسته به توزیع دما برای مطالعه مود 
خمشی مورد بررسی قرار می گیرد. در نهایت انتقال فرکانس تحت اثرات 
مورد  کیفیت  فاکتور  بر  مختلف  پارامتر های  اثر  و  ترموالاستیک  میرایی 

تجزیه و تحلیل قرار گرفته اند.

4 Micro-beam resonators
5 In-plane
6 MEMS and NEMS
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معادلات1حاکم-21
2-1-1ارتعاشات1کوپلینگ1ترمو1الاستیک1تیر1نازک

میکرو تیری که در میکروسکوپ نیروی اتمی )AFM( مورد استفاده 
قرار می گیرد، مثالی از یک میکرو - تشدید گری است که فاکتور کیفیت و 
مشخصه های ارتعاشی آن تحت تأثیر میرایی ترموالاستیک است. شکل 
 ،D عرض  به  مستطیلی  مقطع  سطح  با  نازک  میکرو  تیر  این  دیاگرام   1
آوردن معادلات  به دست  برای  را نشان می دهد.   L h و طول  ضخامت 
حاکم بر حرکت ارتعاشی این میکرو  تیر در حالت کوپلینگ ترموالاستیک، 
 u(x,y,z,t( کلی  به صورت  تیر  این  در  جابجایی  میدان  ابتدا  در 
محور                                                              راستای  در  جابجایی   v(x,y,z,t( ،X محور  راستای  در  جابجایی 
w(x,y,z,t( ،Y جابجایی در راستای محور Z و )φ(x,t زاویه پیچش حول 
محور X تعریف می شود. در حالی که )T(x,y,z,t میدان توزیع دما در این 

تیر است.
رابطه بین مؤلفه های جابجایی به صورت رابطه )1( خواهد بود.

در صورتی که v0 ، u0 و w0 مؤلفه های جابجایی محور مرکزی تیر 
هستند. میدان کرنش که علاوه بر کرنش های مکانیکی، شامل کرنش های 

حرارتی نیز می باشد، به صورت رابطه )2( قابل بیان خواهد بود.

به طوری که )T(x,y,z,t توزیع دمای تیر، T0 دمای ثابت اولیه تیر در 
حالت بدون تنش و α فاکتور انبساط حرارتی ماده است. بنابر این مجموع 

کرنش های نرمال به صورت رابطه )3( بیان می شود.

و  تنش  مؤلفه های  بین  رابطه  مشخص کننده  ساختاری  معادلات 
کرنش است. با توجه به شکل میکرو تیر مورد استفاده در این تحلیل )نسبت 
پهنای تیر به ضخامت تیر نسبتاً بزرگ است(، رابطه بین تنش و کرنش به 

صورت تنش صفحه ای در نظر  گرفته شده است. بنابراین

در روابط بالا E مدول یانگ، ν نسبت پواسون و G مدول الاستیسیته 
برشی است. بعد از محاسبه مؤلفه های تنش، برای به دست آوردن معادلات 
حاکم بر حرکت تیر، با استفاده از قانون دوم نیوتن، معادلات دیفرانسیلی 
حول  پیچش   ،Z و   Y محور های  حول  خمشی  ارتعاشات  برای  حرکت 
محور X و ارتعاشات طولی در راستای محور X به صورت رابطه )5( به 

دست می آیند.

- الف(1)

)1- ب(

)1- پ(

دیاگرام یک میکرو تیر نازک: 1شکل 

- الف(2)

)2- ب(

)2- پ(

)2- ت(

)2- ث(

)2- ج(

(3)

- الف(4)

)4- ب(

)4- پ(

)4- ت(

)4- ث(

)4- ج(

- الف(5)

)5- ب(
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و   My ،Mx و  نرمال  تنش  از  ناشی  نیروی  برآیند   ،Nx به طوری که 
Mz برآیند گشتاور های ناشی از تنش نرمال و نیرو های برشی هستند که 

به صورت رابطه )6( تعریف می شوند.

از  ناشی  نیروی  برآیند   )6( روابط  در   )4( معادلات  جایگذاری  با 
تنش نرمال و برآیند گشتاور های ناشی از تنش نرمال و نیرو های برشی 

به صورت رابطه )7( بدست می آیند.

سطح  برای  برشی  تنش  تصحیح  فاکتور  به  مربوط   q به طوری که 
مقطع مستطیلی است که در ادامه تعریف خواهد شد. نیرو  ها و گشتاور های 
بیان   )8( معادلات  به صورت   )7( معادلات  در   MTz و   MTy ،NT حرارتی 

می شوند.

دوبار  و   x به  نسبت  )7ت(  و  )7الف(  روابط  از  مشتق گیری  با 
مشتق گیری از روابط )7ب( و )7پ( نسبت به x و جایگذاری در معادلات 
کوپلینگ  ترم های  گرفتن  نظر  در  با  حرکت  دیفرانسیلی  معادلات   ،)5(

ترموالاستیک به آسانی به دست خواهند آمد.

فاکتور تصحیح تنش برشی q برای سطح مقطع مستطیلی، به صورت 
رابطه )10( قابل تعریف خواهد بود.

بنابراین معادله )9- ت(، با جایگذاری Ix=Iy+Iz به فرم رابطه )11( 
ساده می شود.

آمده اند   )11( و   )10(  ،)9( معادلات  در  که  پارامتر هایی 
فاکتور   J مقطع،  سطح   A جرمی،  چگالی   ρ می باشند.  مقابل  به صورت 
گشتاور   Iz ،Y محور  حول  مقطع  سطح  اینرسی  گشتاور   Iy پیچش، 
قطبی  اینرسی  گشتاور   Ix و   Z محور  حول  مقطع  سطح  اینرسی 
مستطیلی  مقطع  سطح  با  میکرو تیر  این  برای  است.  مقطع  سطح 
و                                                                                       A=Dh ، Iz=hD3/12 ، Iy=Dh3/12 ، Ix=(1/12((Dh3 + hD3(

)J≈(1/3)Dh3(1-0.63(h/D(+0.052(h/D(5 است.

)5- پ(

)5- ت(

- الف(6)

)6- ب(

)6- پ(

)6- ت(

- الف())

))- ب(

))- پ(

))- ت(

- الف(8)

)8- ب(

)8- پ(

- الف(9)

)9- ب(

)9- پ(

)9- ت(

(11)

(11)
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2-2-1تحلیل1کوپلینگ1ترمو1الاستیک
2-2-1-1معادله1توزیع1دمای1سه1بعدی

ترم های  شامل  که  سه بعدی  حرارت  انتقال  دیفرانسیلی  معادله 
کوپلینگ ترموالاستیک است، به صورت رابطه )12( خواهد بود ]14[.

e همان مجموع  و  ثابت  ویژه در حجم  cv گرمای   )12( معادله  در 
کرنش های نرمال است که در معادله )3( آمده است. از طرفی با استفاده 
از قانون عمومی هوک رابطه بین تنش  ها وکرنش  ها به صورت رابطه )13( 

است ]15[.

به   εy و   εx بر حسب   εz )13- ب(،  و  الف(   -13( معادلات  با حل 
صورت بیان شده در رابطه )14( به دست می آیند.

با جایگذاری معادلات )2- الف(، )2- ب( و )14( در معادله )3( و 
به   )16( و   )15( به فرم  روابطی   )12( معادله  در  آن  جایگذاری  سرانجام 

دست خواهد آمد.

با توجه به اینکه در اکثر مواد aaaaaaaaaaaaa )مثلًا در مورد 

 aaaaaaaaaaaaaaaa ،T0=300 K یک میکرو صفحه سیلیکونی با دمای

و ρcv=1.6 ×106 ]16[( است، پس می توان معادله )16( را به فرم رابطه 
)17( ساده کرد.

جایگذاری  با  است.  گرمایی  رسانش  فاکتور   k به طوری که 
θ(x,y,z,t)=T(x,y,z,t)-T0 در معادله )17(، معادله )18( به دست خواهد 

آمد.

با توجه به این واقعیت که در تیر یکسر گیر دار سفتی خمشی حول 
 Y دو برابر سفتی خمشی حول محور X و پیچش حول محور Z محور
 Y و سفتی کششی چهار تا پنج برابر بزرگتر از سفتی خمشی حول محور
است، در این تحلیل از جابجایی در راستای محور X صرفنظر شده است 
]17[. بنابراین معادله دیفرانسیلی انتقال حرارت سه بعدی که در بر گیرنده 

ترم های کوپلینگ ترموالاستیک است به فرم رابطه )19( ساده می شود.

2-2-2-1حل1معادله1توزیع1دمای1سه1بعدی
در ارتعاشات هارمونیک، توزیع دما و جابجایی ها را می  توان به صورت 

معادلات )20( در حالت هارمونیک در نظر گرفت.

با جایگذاری معادلات )20( در معادله )19(

دامنه میدان توزیع دما Θ در حالت کلی به صورت مختلط خواهد بود 
و نشان دهنده این واقعیت است که توزیع دما با تنش های اعمالی بر جسم 

هم فاز نیستند. بنابراین

به طوری که ΘR و ΘI به ترتیب قسمت های حقیقی و موهومی میدان 
توزیع دمای درون تیر هستند. با توجه به اینکه در یک تشدیدگر که در 
فرکانس های بالا در حال ارتعاش است، زمان کافی برای انتقال حرارت 
بین سطوح تشدیدگر با هوا وجود ندارد. بنابراین شرایط مرزی حرارتی در 

آن به فرم زیر خواهند بود:
یعنی  ندارد  وجود  پایین  و  بالا  از سطوح  حرارتی  انتقال  هیچ   -

  (∂θ/∂z)|z=±(h/2(=0

(12)

- الف(13)

)13- ب(

)13- پ(

(14)

(15)

(16)

(1()

(18)

(19)

- الف(21)

)13- ب(

)13- پ(

(21)

(22)
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یعنی  نمی دهد  رخ  جانبی  سطوح  در  حرارتی  انتقال  هیچ   -
(∂θ/∂y)|y=±(D/2(=0

برای تیر یک سر گیر دار در انتهای ثابت، تیر در تماس حرارتی   -
کامل با تکیه گاه که دمای آن T0 است، می باشد یعنی θ|x=0=0 و 
در انتهای آزاد و انتهای تکیه گاه ساده تیر باز هم شرایط آدیاباتیک 

(∂θ/∂x)|x=L=0 حکمفرماست یعنی
اثرات  به دلیل  دما  تغییر  حرارتی،  مرزی  شرایط  این  از  استفاده  با 
زیر  به صورت  فوریه  سری های  به فرم  می تواند  ترموالاستیک،  کوپلینگ 

بیان شود.

سه بعدی  دمای  توزیع  دامنه  در  بیان شده  پارامتر های  حالی که  در 
به صورت روابط )24( هستند.

در صورتی که βp ،αm و γq در شرایط مرزی مختلف به صورت رابطه 
)25( بیان می شوند.

تیر یک سر گیر دار – یک سر تکیه گاه ساده

تیر دو سر گیر دار

 )25( و   )24( روابط  در  شده  بیان  پارامتر های  تعریف  با  بنابراین 
معادله توزیع دمای سه بعدی در این میکرو تیر به صورت کامل در معادله 
 MTz MTy و  از گرادیان دما  ناشی  آمده است. گشتاور های حرارتی   )23(
را می توان با جایگزینی برای مقدار θ از رابطه )23( در معادلات )8( به 
دست آورد. سرانجام با جایگزین کردن MTy و MTz در رابطه )9( می توان 
معادلات حرکت این تیر را با در نظر گرفتن توزیع دمای سه بعدی به دست 
آورد. در این تحلیل برای ساده سازی معادلات حرکت )با توجه به آنچه 
X صرفنظر  راستای محور  در  جابجایی  از  گفته شد(  قبل  در بخش  که 

می کنیم بنابراین

در صورتی که Pmpq ،Impq ،Rmpq و Qmpq به صورت روابط )29( خواهند 
بود.

(23)

- الف(24)

)24- ب(

)24- پ(

)24- ت(

)24- ث(

)24- ج(

)24- چ(

)24- ح(

(25)

(26)

(2()

(28)

- الف(29)
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به عنوان  تیر  یک  از  آنها  در  که  کاربرد هایی  در  غالب  شکل  تغییر 
یعنی  است   Z محور  راستای  در  جابجایی  می شود،  استفاده  تشدیدگر 
نوع  این  تحلیل،  این  در  بنابراین   ،Y محور  حول  تیر  خمشی  ارتعاشات 
قرار  بررسی  نظر گرفتن شرایط مرزی مختلف مورد  در  با  تیر  ارتعاشات 
 ،)26( روابط  در  بیان شده  حرکت  معادلات  ساده سازی  با  گرفت.  خواهد 
)27( و )28( و صرفنظر کردن از ترم اینرسی پیچشی معادله حرکت برای 
ارتعاشات خمشی حول محور Y، با در نظر گرفتن توزیع دمای سه بعدی 

به فرم رابطه )30( ساده می شود.

حل1معادله1کوپلینگ1ترموالاستیک-31
ترم های کوپلینگ  بیان کننده   ،)30( معادله حرکت  در   Impq و   Rmpq

ام هستند. فرکانس   n تیر در مود  ارتعاشات خمشی  برای  ترموالاستیک 
طبیعی تیر که از این معادله حرکت به دست می آید به صورت مختلط خواهد 
بود. قسمت حقیقی آن یک فرکانس جدید است که در واقع مشخص کننده 
بخش  حالی که  در  است.  ترموالاستیک  میرایی  از  ناشی  فرکانس  انتقال 
موهومی فرکانس، میرایی را نشان می دهد. معادله حرکت به دست آمده در 
رابطه )30( خود تابع فرکانس است زیرا Rmpq و Impq توابعی از فرکانس 
طبیعی تیر هستند. بنابراین برای حل معادله حرکت )30( و به دست آوردن 
حل  پروسه  یک  ترموالاستیک  کوپلینگ  حالت  در  تیر  طبیعی  فرکانس 
قرار  استفاده  مورد  گالرکین  وزن دار  باقیمانده  روش  اساس  بر  تکراری 
معادلات  خاص  شده  گسسته سازی  فرم  یک  از  روش  این  در  می گیرد. 
حرکت برای محاسبه فرکانس های طبیعی استفاده می شود. گام اول در 

پروسه حل انتخاب یک جواب تقریبی به فرم )31( است.

توابع شکل )ϕr(x باید به گونه ای انتخاب شوند که شرایط مرزی مسئله 
را ارضا کنند. توابع شکل به کار رفته شده در این تحلیل مود شیپ های تیر 
بدون در نظر گرفتن ترم های کوپلینگ ترموالاستیک هستند که در حالت 

کلی به صورت رابطه )32( بیان می شوند ]18[.

در صورتی که ϑr و γr با توجه به شرایط مرزی مسئله تعیین می شوند 
که در شرایط مرزی مختلف به فرم زیر خواهند بود.

تیر یک سر گیر دار

تیر یک سر گیر دار – یک سر تکیه گاه ساده

تیر دو سر گیر دار

ارتعاش می کند.  آن  در  تیر  که  است  مودی  به شماره  وابسته   γr و 
 ωr رزونانس  فرکانس  با  هارمونیک  خمشی  ارتعاشات  برای  زمانی  تابع 
 )33( رابطه  به صورت  ترموالاستیک(  کوپلینگ  دلیل  به  فرکانس  )انتقال 

خواهد بود.

تقریبی(  ارضای جواب  برای  معادله حرکت  )یعنی خطای  باقیمانده 
معادله حرکت )30( به فرم رابطه )34( است.

حل تقریبی  که در )31( بیان شده است باید به طور میانگین معادله 
حرکت را ارضا کند. چنان که میانگین باقیمانده وزن دار با در نظر گرفتن 
یک تابع شکل مناسب در بازه aaaaaaa به سمت صفر میل کند. در 

روش گالرکین توابع وزن و توابع شکل ϕj یکسان هستند.

اعمال  رابطه )33( و  از   qr(t( تعریف  با  انتگرال  این  برای محاسبه 
تیر(، بدون در نظر  تیر )مود شیپ های  توابع شکل  این شرط که  کردن 
گرفتن میرایی نسبت به هم متعامدند N معادله گسسته شده حرکت به 

شکل زیر به دست می آیند.

)29- ب(

)29- پ(

)29- ت(

(31)

(31)

(32)

(33)

(34)

0 ≤ x ≤ L

(35)



تحلیلاثرمیراییترموالاستیکبرارتعاشاتخمشیمیکروـنانوتشدیدگرها

|   نشریه علمی پژوهشی امیرکبیر - مهندسی مکانیک، دوره 48، شماره 2، تابستان 1321395

در حالی که δij تابع دلتای کرونکر است. 
بنابراین از این سیستم معادلات یک معادله خاص به صورت زیر برای 

ωn بدست می آید.

در حالی که ترم اول معادله )37( بیان کننده فرکانس طبیعی تیر بدون 
در نظر گرفتن کوپلینگ ترموالاستیک است. بنابراین فرکانس طبیعی تیر 

به صورت رابطه )38( خلاصه می شود.

رابطه )38( یک معادله جبری غیر خطی از ωn است، که می تواند با 
استفاده از روش تکراری حل شود. در اولین تقریب Rmpq و Impq با استفاده 
از رابطه )29( با قرار دادن ωn= ωn|isothermal به دست می آیند. بعد از آن 
معادله )38( برای به دست آوردن ωn حل می شود. در تکرار دوم همین 
 m=p=q=30 تکرار می شود. این حل برای ωn پروسه برای مقادیر جدید
همگرا می شود. بعد از آن مقدار جدید ωn به دست آمده، فرکانس ارتعاشات 
ترموالاستیک نشان می دهد که یک عدد مختلط  را در حالت کوپلینگ 

خواهد بود.

ارائه1یافته1ها1و1نتایج-41
در این بخش بر اساس روش بحث شده در این مقاله، خطای نسبی 
انتقال فرکانس در تکرار K ام، مقدار انتقال فرکانس و فاکتور کیفیت مورد 

بررسی قرار خواهند گرفت.

4-1-1خطای1نسبی1انتقال1فرکانس
خطای نسبی انتقال فرکانس در تکرار  Kام در مود n ام به صورت 

رابطه )39( خواهد بود.

 .ωn= ωn|isothermal آن  در  که  است  تقریب  اولین  به  مربوط   K=0

خطای نسبی بیان شده در رابطه )39( به صورت تابعی از ضخامت برای 
تیر یکسر گیر دار، در شکل 2 نشان داده خواهد شد. مشخصات مکانیکی 
این میکرو تیر، سیلیکون در دمای K 300 به صورت جدول 1 در نظر گرفته 
می شود. و مشخصات هندسی آن به صورت L=10h و D=5h است. در 
حالی که ضخامت تیر در محدوده 100 نانومتر تا 100 میکرو متر در حال 

تغییر است.

شکل 2 نتایج محاسبات تکراری معادله )38( را برای تیر یک سر گیر دار 
ارتعاش می کند، نشان می دهد. همانگونه که  سیلیکونی که در مود اول 
در این شکل دیده می شود، در تکرار دوم خطای نسبی ε که در معادله 
)39( تعریف شده است به مقداری کمتر از 12-10 می رسد. در نتیجه انتقال 
از  استفاده  با  می توان  را  ترموالاستیک  کوپلینگ  اثرات  به دلیل  فرکانس 

معادله )40( که در قسمت بعد خواهد آمد، محاسبه کرد.

شکل 2 نتایج محاسبات تکراری معادله )38( را برای تیر یک سر گیر دار 
ارتعاش می کند، نشان می دهد. همانگونه که  سیلیکونی که در مود اول 
در این شکل دیده می شود، در تکرار دوم خطای نسبی ε که در معادله 
)39( تعریف شده است به مقداری کمتر از 12-10 می رسد. در نتیجه انتقال 
از  استفاده  با  می توان  را  ترموالاستیک  کوپلینگ  اثرات  به دلیل  فرکانس 

معادله )40( که در قسمت بعد خواهد آمد، محاسبه کرد.

(36)

(3()

(38)

(39)

Kمشخصات مکانیکی سیلیکون در دمای    300 ]13[: 14 دول 

تغییرات خطای نسبی)ε(K مربوط به حل تکراری معادله )39( : 2شکل 
برای انتقال فرکانس نسبت به ضخامت میکرو تیر
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4-2-1انتقال1فرکانس
مقدار انتقال فرکانس ناشی از اثرات کوپلینگ ترموالاستیک به صورت 

معادله )40( خواهد بود ]13[.

به  فرکانس  انتقال  این قسمت،  در  پروسه حل  اعتبار سنجی  برای 
میدان درجه حرارت  از  ناشی  فرکانس  انتقال  با  این مدل  از  آمده  دست 
دو بعدی ]13[ در شکل 3 مورد مقایسه قرار گرفته است. انتقال فرکانس 
 D=5h و عرض L=90 μm برای یک تیر دو سر گیر دار سیلیکونی با طول
و ν=0 و در دمای K 300 محاسبه شده است. در حالی که ضخامت تیر 

در محدوده 10-3 میکرو متر در حال تغییر است.

همانطور که در شکل 3 دیده می شود، در ضخامت های کم میکرو تیر 
و  دو بعدی  حرارت  توزیع  از  ناشی  فرکانس  انتقال  بین  اختلاف  میزان 
افزایش  با  که  در صورتی  است.   10% از  کمتر  موارد  همه  در  سه بعدی 
میزان  می شود  نیز  آن  عرض  افزایش  به  منجر  که  میکرو تیر  ضخامت 
این اختلاف در حال افزایش یافتن است و در ضخامت μm 10 به 27% 

می رسد.

4-3-1فاکتور1کیفیت
می تواند   Q-1 کیفیت  فاکتور  معکوس  به وسیله  جامدات  در  میرایی 
ارتعاش  حال  در  تیر  یک  برای  کیفیت  فاکتور  این  شود.  اندازه گیری 
انرژی هدر رفته در هر سیکل است. در واقع هدف  از  به صورت بخشی 
اصلی از بررسی میرایی ترموالاستیک به دست آوردن فاکتور کیفیت ناشی 
نسبت  به صورت  کیفیت  فاکتور  این  است.  تشدید گر  یک  در  اثر  این  از 
بخش حقیقی فرکانس به بخش موهومی آن به صورت معادله )41( تعریف 

(41)

مقایسه انتقال فرکانس محاسبه شده با استفاده از مدل توزیع : 3شکل 
دمای سه بعدی و مدل توزیع دمای دوبعدی بیان شده در مر ع ]13[

می شود.

ثابت  دمای  از  تابعی  به صورت  کیفیت،  فاکتور  ابتدا  قسمت  این  در 
اولیه T0 در این مدل به دست آورده شده و با مدل زنر ]1[ و مدل راکس 
و لیفشیتز ]7[ مقایسه شده است. فاکتور کیفیت برای تیر یک سر گیر دار 
 ν=0 و D=5h و عرض L=10h طول ،h=5μm سیلیکونی با ضخامت

و در محدوده دمای K 400-100 محاسبه شده است.
با  کیفیت محاسبه شده  فاکتور   4 آمده، شکل  به دست  نتایج  بنا بر 
استفاده از مدل بیان شده در این مقاله را با مدل های زنر و راکس و لیفشیتز 
مقایسه می کند. همانطور که در شکل 4 دیده می شود، مدل موجود در 
نسبت پواسون صفر )برای اینکه بتوان آن را با یک تیر ساده تقریب زد 

]16[( انطباق خوبی با مدل های تحلیلی توزیع دمای یک بعدی دارد.

در ادامه، در شکل 5 فاکتور کیفیت با استفاده از مدل توزیع دمای 
دو سر گیر دار  تیر  برای   T0 اولیه  ثابت  دمای  از  تابعی  به صورت  سه بعدی 
سیلیکونی با ضخامت h=5μm، طول L=10h، عرض D=5h و نسبت 
پواسون میانگین ν=0/25 در محدوده دمای K 400-100 محاسبه شده 
است. همانگونه که از شکل 5 دیده می شود، با افزایش دمای ثابت اولیه 

T0، فاکتور کیفیت کاهش پیدا می کند. 

همانگونه که از شکل های 4 و 5 دیده شد در حالت کلی افزایش دما 
منجر به کاهش فاکتور کیفیت یا به عبارتی افزایش میرایی تر موالاستیک 
می شود. مشابه این نتیجه در کار انجام شده بوسیله لیفشیتز و راکس ]7[ 
نیز دیده شده است. بنابراین برای کاهش این نوع از میرایی باید تا حد 

امکان دمای تشدیدگر را کاهش داد.

(41)

مقایسه فاکتور کیفیت محاسبه شده با استفاده از مدل : 4شکل 
بیان شده در این مقاله با مدل های زنر و راکس و لیفشیتز در مقادیر 

T0 مختلف دمای ثابت اولیه
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اثر تغییرات ضخامت، تغییرات عرض و تغییرات طول میکرو تیر بر 
فاکتور کیفیت در شکل هایی که در ادامه خواهند آمد، نشان داده خواهد 

شد.

یک  در  عرض  و  ضخامت  تغییرات  اثرات   7 و   6 شکل های  در 
میکرو تیر دو سر گیر دار سیلیکونی با طول ثابت L=200μm، در دمای اولیه 
K 300 و در چند مقدار مختلف نسبت عرض به ضخامت، D/h، نشان 
کلی  در حالت  دیده می شود،  این شکل ها  در  که  داده شده اند. همانطور 
افزایش ضخامت و عرض در یک طول ثابت و در یک نسبت D/hخاص، 

باعث کاهش فاکتور کیفیت می شود.

از تفسیر شکل 6 می توان فهمید که در یک ضخامت خاص، کاهش 
نسبت D/h باعث افزایش فاکتور کیفیت می شود. تفسیر مشابهی از شکل 
7 این واقعیت را نشان می دهد که در یک عرض خاص، افزایش نسبت 
D/h باعث افزایش فاکتور کیفیت می شود. بنابراین به دلیل تأثیر دو گانه 

این افزایش و کاهش نسبت D/h بر فاکتور کیفیت، از نسبت D/h=5 که 
در واقع یک حالت بهینه است برای اکثر محاسبات در این بخش استفاده 

شده است.

تیر  برای  مختلف  در طول های  را  کیفیت  فاکتور  تغییرات   8 شکل 
دمای  و   D=40μmعرض  ،h=5μmضخامت با  سیلیکونی  دو سر گیر دار 
اولیه K 300 را در دو مود ارتعاشی اول نشان می دهد. همانطور که در 

فاکتور کیفیت محاسبه شده با استفاده از مدل توزیع دمای : 5شکل 
سه بعدی برای تیر دوسر گیر دار با نسبت پواسون میانگین ν=0/25 در 

مقادیر مختلف دمای ثابت اولیه

تغییرات فاکتور کیفیت نسبت به ضخامت برای میکرو تیر : ششکل 
دو-سر گیر دار در مقادیر مختلف نسبت عرض به ضخامت، D/h و طول 

L=200μm ثابت

تغییرات فاکتور کیفیت نسبت به عرض برای میکرو تیر : 7شکل 
دوسر گیر دار در مقادیر مختلف نسبت عرض به ضخامت، D/h و طول 

L=200μm ثابت

تغییرات فاکتور کیفیت در طول های مختلف برای تیر : 8شکل 
دوسر گیر دار در دو مود ارتعاشی اول
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این شکل دیده می شود، در حالت کلی افزایش طول میکرو تیر منجر به 
به  طول،  افزایش  اول  ارتعاشی  مود  در  می شود.  کیفیت  فاکتور  افزایش 
حالی که  در  می شود  کیفیت  فاکتور  افزایش  باعث  توجهی  قابل  صورت 
در مود ارتعاشی دوم، افزایش طول تأثیر قابل توجهی بر فاکتور کیفیت 
ندارد. از تفسیر این شکل می توان دریافت افزایش طول میکرو تیر منجر 
به کاهش میرایی ترموالاستیک شده است. که این امر در واقع تاکید کننده 
دیده  نانو  و  میکرو  ابعاد  در  فقط  میرایی  نوع  این  که  است  مطلب  این 
می شود و با افزایش ابعاد تیر این نوع میرایی اثر خود را از دست می دهد.

نتیجه1گیری1و1جمع1بندی-51
سیستم هایی  ساخت  و  طراحی  به  زیادی  تمایل  تشدیدگر ها  در 
مهم ترین  دارد.  وجود  کیفیت  فاکتور  حد اکثر  یا  انرژی  اتلاف  حد اقل  با 
مکانیزم محدود کننده فاکتور کیفیت، میرایی ترموالاستیک است. بنابر این 
برای بهبود عملکرد تشدیدگر های با فاکتور کیفیت بالا، مدل سازی دقیق 
و پیش بینی اتلاف ناشی از میرایی ترمو الاستیک یک نیاز اساسی خواهد 
بود. در این مقاله سعی بر این بود که با مدل سازی دقیق تر این مکانیزم 
اثرات  همچنین  و  کیفیت  فاکتور  بر  مختلف  پارامتر های  تأثیر  اتلافی، 
کوپلینگ ترموالاستیک بر روی فرکانس طبیعی مورد بررسی قرار بگیرد. 

نتایج حاصل از این تحلیل ها نشان داد که
انتقال  بین  اختلاف  میزان  میکرو تیر  کم  ضخامت های  در   -
توزیع حرارت دو بعدی و سه بعدی در همه موارد  از  ناشی  فرکانس 
کمتر از %10 است. در صورتی که با افزایش ضخامت میکرو تیر که 
منجر به افزایش عرض آن نیز می شود میزان این اختلاف در حال 

افزایش یافتن است و در ضخامت 10μm به %27 می رسد.
اولیه،  دمای  تغییرات  به  نسبت  کیفیت  فاکتور  تغییرات  برای   -
مدل مطرح شده در این مقاله در نسبت پواسون صفر )برای اینکه 
با مدل های  انطباق خوبی  با یک تیر ساده تقریب زد(  بتوان آن را 
تحلیلی توزیع دمای یک بعدی که بوسیله زنر و راکس و لیفشیتز ارائه 

شده اند، دارد.
نتایج حاصل از تغییرات فاکتور کیفیت نسبت به تغییرات دمای   -
اولیه، با استفاده از مدل توزیع دمای سه بعدی برای تیر دوسر گیر دار 
فاکتور کیفیت  اولیه،  افزایش دمای  با  نشان می دهد که  سیلیکونی 

کاهش پیدا می کند.
در حالت کلی افزایش طول میکرو تیر منجر به افزایش فاکتور   -
کیفیت می شود. در مود ارتعاشی اول افزایش طول، به صورت قابل 
مود  در  حالی که  در  می شود  کیفیت  فاکتور  افزایش  باعث  توجهی 
ارتعاشی دوم، افزایش طول تأثیر قابل توجهی بر فاکتور کیفیت ندارد.
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