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ر: يمتغ يکير با خواص مکانيدر ت يرخطيغبزرگ  يرشکل هاييتغ

  يليحل تحل

 ٭ 2شعرباف يمين رحي؛غلامحس 1کين يرضا داوديعل

 دهيچک

ضخامت ارائه  ير در راستايمتغ يكير با خواص مكانير انعطاف پذيت هلأمس يليو حل تحل ين مقاله فرمولبنديدر ا

ار يک بسيالاست ياما با کرنش ها ،افتديمبزرگ اتفاق  ياندازه هار در ير انعطاف پذيرشكل در تييتغ گرچه شده است.

بزرگ با استفاده از مختصات  يرشكل هاييتغ يبند شود. فرموليک وارد نميپلاست هبه محدود ،کوچک همراه بوده

ل يفرانسيد هادلک معيآزاد، منجر به  -ردار يگ يط مرزيرهمسانگرد با شراير غير انعطاف پذيت ين برايو کارتز يمحل

 يليج حل تحليد. نتايآيدست مه رشكل بييتغ يآن، مؤلفه ها يليشود که با حل تحليدوم م هدرج يرخطيغ يمعمول

ع ير معكوس شدن توزيسه شده است. تأثيمقا سيانسج حل المان محدود يرهمسانگرد با نتاير غير انعطاف پذيت يبرا

ر در يمتغ يكير خواص مكانيزان تأثير و مير انعطاف پذيت يدر بُعد ضخامت بر رفتار خمش يكيخواص مكان

ج روش ارائه شده را يدست آمده است. نتاه ثابت، ب يكير نسبت به حالت خواص مكانير انعطاف پذيرشكل تييتغ

ر يمتغ يكير با خواص مكانير انعطاف پذيت هلأحل مس يکه برا يگريد يج روش هاينتا ياعتبار سنج يتوان برا يم

 کار گرفت.ه شود، بيمارائه 

 المان محدود ،يلير، حل تحليمتغ يكي، خواص مكانيرخطير، هندسه غير انعطاف پذيتي : ديکل کلمات

Large deflection of Flexible Functionally Graded Beams 

with Geometric Non-linearity: Analytical Approach  
Davoodinik, A.R.; Rahimi, G.H. 

ABSTRACT 
Motivation of this paper is presentation of analytical solution for flexible functionally graded beams 

problem when carry elastic large deflection, with small strains and without concerning plastic region. The 

formulation of large deflection in curvilinear and Cartesian coordinate systems for the free-clamped flexible 

functionally graded beam, culminate in the second order non-linear ordinary differential equation that can 

solve it in the analytical approach. The components of deflection that are derived with analytical solution and 

ANSYS approach are compared. The influence of the distribution reversing of the material property and the 

influence of the variable material property in the components of deflection are studied. This analytical 

approach can be used for verifying the other method results, if any. 
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 مقدمه -1

است که  يزم، عضويک مکانير در يک عضو انعطاف پذي

 يک )کرنش هايرا در محدودۀ الاست ينيرشکل بزرگ معييتغ

گونه  نيکند. ايمن تحمل يمع يرويک ني ه سببار کوچک( بيبس

رو و يانتقال ن يهاستميروبات ها، س يبرخ يرفتار در اعضا

 ينيزگي. جاشوديممشاهده  عيبرگشت سر يهام زيمکان

، موجب يچند عضو يزم هاير در مکانيانعطاف پذ ياعضا

ش و ياز اصطکاک، سا يار در اثرات مخرب ناشيکاهش بس

در  ،زم شدهيصلب در مکان ياز عملکرد اعضا يناش يتکانه ها

، موجب يساخت و نگهدار ينه هايجه علاوه بر کاهش هزينت

 يها بران مجموعه ي. در اگردديمز يزم ها نيش عمر مکانيافزا

ر يک تير غالباً آنها را همانند يانعطاف پذ يرفتار اعضا يبررس

 ک عضوياز  ي. وقت[3] -[ 1] کننديم يردار مدلسازيکسرگي

ا يش و يا تحت سايبالا  يبا دما يطيط محير در شرايانعطاف پذ

ش عمر و يافزا يبراک راهکار يارتعاش مداوم استفاده شود، 

در  ريمتغ يکيبا خواص مکان مواد يريکارگه آن، ب ييکارا

 ههندس کهن مسائل لازم است يدر حل ا. [4]ساختار آن است 

رشکل ها و چرخش ييکه تغ ير، وقتير انعطاف پذيت يرخطيغ

ش ها در اندازه کرن يول کنديمک را تحمل يبزرگ الاست يها

 ي. از طرفشود يساز ، مدلافتديمار کوچک اتفاق يبس يها

روابط  ير در فرمولبنديمتغ يکير خواص مکانيست تأثيبايم

ن موضوع تاکنون در يکه ا رمکان مسئله وارد شودييتغ-کرنش

ر مطالعه نشده است. تا حد امکان انتخاب يپذ طافانع يرهايت

 يکيخواص مکان استفاده از اکه در آنه يروش حل در مسائل

 ياست که برا ييها م روشيتعم هيبر پا ،شوديممطرح  ريمتغ

که  ييروش ها يبا بررس .[1] -[5]مواد همسانگرد وجود دارند 

 ،نگرد ارائه شده استر همسايانعطاف پذ يرهايت يتاکنون برا

تانسور ز ينو  [3]وُن کارمَن  که تانسور کرنش شوديممشاهده 

رشهف نوع يک-ولايپکه با تانسور تنش  لاگرانژ –ن يگرکرنش 
نکه ياه توجه ب ا. بدارند ييها ک نقصي هر [9]همراه است  دوم

ک را از نوع انتقال و ير الاستيپذ رانعطافيرشکل تييتغ توانيم

چرخش جسم صلب درنظرگرفت، استفاده از کرنش ها و تنش 

ن ي. درا[11]شده است  يگر معرفيد يبه عنوان روش يمحل يها

 يگاه مختصات محلکرنش نسبت به دست يريگ اندازه روش با

و نه  يت کرنش از نوع کرنش هندسيافته، ماهي رشکليير تغيدرت

ن نوع يکه ا شوديمفرض  يکرنش يانرژ هآورندد يپدکرنش 

 ين تفاوت که برايد. با اينام ژائومن تـوان کرنشيکرنش را م

ان يمربوط به گراد راست يـدگيتانسور کشف آن از يتعر

 هيتجز هديچيبه روش پ يازيو ن شودينمرشکل استفاده ييتغ

 يرمکان هايياستفاده از تغکه  نياه . با توجه ب[11] سـتين يقطب

رمکان کاملاً ييتغ-دست آوردن روابط کرنشه ب يبرا يمحل

ن ين درايبنابرا [12] برديمن يرا ازب يدگيچين پي، چنيرخطيغ

 ن روش استفاده شده است.يمقاله ازا

ر يبزرگ در ت يرشکل هاييتغ يدست آوردن فرمولبنده در ب

علوم  ياديم بنياز مفاه ،ييرو و ممان انتهاير تحت نيانعطاف پذ

 يول شوديموسته استفاده يپ يط هايک محيمانند مکان يمهندس

دوم  هدرج يل معموليفرانسيد هک معادليکه منجر به  يياز آنجا

 ياز روش ها توانيمحل آن تنها  يبرا ،شوديم يرخطيغ

استفاده کرد. معادلۀ مذکور در  يا عدديو  يليمه تحلي، نيليتحل

شده  يليباشد، حل تحل يير همسانگرد که تحت بار انتهايحالت ت

ر همسانگرد و ير انعطاف پذيت هلأن مسيهمچن. [14]، [13]است 

 يو بارگذار ييانتها يتحت بارگذار يرهمسانگرد وقتيا غي

مه يا نيو  نگيروش شوتمانند  يعدد ياز روش ها ،باشد يانيم

. [16]، [15]است  حل شده انيآدوم يهروش تجزمانند  يليتحل

محدود  يط بارگذاريشرا در يحت يلياما تاکنون روش حل تحل

رهمسانگرد انجام نشده ير غيانعطاف پذ ريت در ييبه بار انتها

ر يبزرگ در ت يرشکل هاييتغ يفرمولبند هارائرو  نيا است. از

 همعادل يليحل تحلو  ريمتغ يکيخواص مکانبا  ريانعطاف پذ

ن مقاله است که يکرد ايرور، ير انعطاف پذيرشکل تييحاکم در تغ

ز يو ن يمحل يف انحناها، کرنش ها و تنش هايدرآن از تعر

 -نرمت ين قابليهمچن. شوديماستفاده  يضويب يانتگرال ها

. روش [16]شده است  يله بررسأن مسيدر حل ا سيانسافزار 

ج ينتا ياعتبارسنج يتواند برا ين مقاله ميارائه شده درا يليتحل

رمکان ها ييزان تغيدرآخر، مکارگرفته شود. ه ب گريد يروش ها

 يازا رهمسانگرد دريغ و ر همسانگرديپذ انعطاف ريت در

 سه شده است.يمقا يکيخواص مکان از يمتفاوت يها عيتوز

 لهأمس فيتعر -2

و  bبه عرض  يلير با سطح مقطع مستطير انعطاف پذيت

شکل آزاد مطابق  -ردار يگ يه گاهيط تکيرا با شرا hضخامت 

ب در يو ضخامت که به ترت يد. بعد عرضيري( درنظر بگ1)

ر يت يسه با بعد طوليواقعند، در مقا Yو Z يمحورها يراستا

 يها بر راستاX ( کوچک هستند؛ امتداد محور X يستا)در را

 افته منطبق است.يرشکل نيير تغيتار مرجع از ت
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و  XYZافته يرشكل نيير تغي(: دستگاه مختصات ت1)شكل 

 افتهيرشكل يير تغيمختصات ت دستگاه

cx  وcy نقطۀ  يو عرض يانگر مختصات محوريب بيبه ترتC در 

 يرويــکــه ن يه ايــزاو αتــارمرجع ،  ير بــر رويــآزاد ت يانتهــا

 سازد.يم X( با محورCر )نقطۀ ياثر خود بر ت هدرنقط Pمتمرکز 

0 يروياثر ن هر در نقطيب تيانگر شيب P ثابت است  يو مقدار

از  1Qy,1Qx(1Q(دلخـواه ماننـد    هر در هر نقطيب تيانگر شيب و

اسـت.   sرات يي ـرات آن وابسته به تغييتغ ،ر بودهير انعطاف پذيت

ــ ــت يوقت ــيير تغي ــد  يرشــکل م ــداد آن مانن ــد، امت ــده ــان ي ک کم

 يهـا  گاه تا نقطه ـهيـر از تکيان طول کمان تيب يبرا .خـواهدشد

)cy,cxC( و)1Qy,1Qx(1Q ب ازيبه ترتL وs  شوديماستفاده. 

 مختصات يدستگاه ها يمعرف -2-1

ک يدر  يرخطيدست آوردن معادلات حاکم کاملاً غه ب يبرا

مختصات نشان  ير از دستگاه هايانعطاف پذ يبرنول-لرير اويت

استفاده  يبرنول–لرير اويات تي( و فرض1)شکل داده شده در 

 يرهايم بر خلاف تيضخ يرهاينکه در تياه شود. با توجه بيم

رات ييک تغيپلاست هر به منطقينازک، انحناها قبل از وارد شدن ت

که  نينازک با وجود ا يرهايز در تينخواهند داشت و ن يا عمده

 يبرش يرشکل هاييدارا هستند، اما تغ يرات عمده اييانحناها تغ

ات يفرض يريکارگه ب بين تقريبنابرا ؛است يچشم پوشقابل 

گونه که مشاهده  . همان[12]قابل قبول است  ينولبر-لرياو

 الخط متعامد با  يمنحن يدستگاه مختصات محل ،شود يم

مشخص شده اند  XYZن مرجع با يو دستگاه مختصات کارتز

س انتقال يکه انتقال مختصات به کمک ماتر T  صورت

 م:يکه داريطوره رد، بيگيم
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ê

ê
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 يب در راســتايــکــه بــه ترتي يبردارهــا zêو xê،yêکــه درآن 

بـوده و   Zو  X  ،Y يمحورها 321 ,,j;ĝ j   کـه  ي يبردارهـا

تـوان  يکه م يه گونه اب ،هستند و،يمحورها يدرراستا

 نوشت:

(2) jkkj ĝĝ   

 کرونکر است. يانگر دلتايب jkکه در آن 

 آوردن انحناها دست هب -2-2

ــه از  ــال چنانچـ ــه   (2)حـ ــبت بـ ــود   sنسـ ــه شـ ــتق گرفتـ مشـ

و    s


 م:يباشد، دار 

(3) 3210 ,,k,jfor;ĝĝĝĝ,ĝĝ jkkjjj   

از  يريکه با مشتق گ 321 ,,j;ĝ j     نسـبت بـهs  ده از و اسـتفا

 :[11] توان نوشتيم (3)
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که درآن  K، برابر است با: ،س انحنايماتر 
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 گر:يعبارت ده ا بي

(6) 213132321 ĝĝ,ĝĝ,ĝĝ    

ا ي يچرخش يانحنا ،2 حول محور يچرخش يانحنا  1که

 حـول محـور   يخمش ـ يانحنـا   3و حـول محـور   يخمش

بـه  ""اسـتفاده از علامـت   (4)م که در ياست. توجه داشته باش

ح کـه  ين توض ـي ـهم ارز بودن دو طرف رابطـه اسـت. بـا ا    يمعن

ــچنانچــه تغ  هکــي يک از بردارهــايــرات هريي 321 ,,j;ĝ j   را

ــه تغ ــنســبت ب ــال؛ يبخــواه sرات يي ــوان م  ــه عن sĝم )ب  1 ،)

 دو بـردار  ير در راستاير انعطاف پذيت يزان انحنايست تا ميکاف

32 ين م ال؛ انحناهايگر )در ايد هکي ,    م. حـال بـا  ي( را بـدان 

 ري ـر انحنا رابه صـورت ز يتوان مقادي، م(6)و  (5)، (1)توجه به 

 نوشت:

(1)    

 )(sin  cos) (cos sin

 ) (cos)(sin  )(sin  ) (cos

3 

213 













yxyx êêêê
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(3) 00 132 321  ĝĝ,ĝĝ   

 يمحل يرمکان ها و کرنش هاييتغ -2-3

 هک سازيالمان از  رمکان هرييتغ بردار يدرحالت کل

حرکت  يکيکـه دانست شامل دوبخش  توانيمر را يپذ انعطاف

المان  يرشکل محلييتغ يگري/چرخش( و دييجسم صلب )جابجا

 يکرنش يا انرژيگونه کرنش  چياز حرکت جسم صلب ه .باشد

-به روابط کرنش يابيدست ين برايبنابرا ؛شوديصل نمحا

-دانير، از ميانعطاف پذ ريت در يرخطيرمکان کاملاً غييتغ
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 يکه از تئور ييآنجا. از شوديماستفاده  يرمکان محلييتغ

، ين تئوريات ايشود و طبق فرضياستفاده م يبرنول - لرياو

عمود بر  ،رشکل، مسطح بودهيير قبل و بعد از تغيسطح مقطع ت

رمکان ييدان تغي( م2شکل)ماند، با استفاده از يم يتار مرجع باق

ر در حالت ياز ت ينقاط سطح مقطع يبرا XYZدر دستگاه 

 شود:يف ميتعر ريصورت زه ب يدوبعد

(9)  

0),(

)(cos1)(),(

),(sin)(),(

3

0
22

0
11







ysu

sysuysu

sysuysu





 

0آنکه در 
1u 0و

2u 1رمکان نقطۀ ييتغ يمؤلفه هاQ  از

 ،بوده Yو  X يمحورها يمرجع المان مورد نظر در راستا تار

 چرخش المان مورد نظر نسبت به محور  هيزاوZ  .است

مان ال ياز سطح مقطع عرض Hارتفاع هر نقطۀ دلخواه  yن،يهمچن

ضخامت و نسبت به تار مرجع  يدر راستا ،افتهيرشکل نيير تغيت

دهد. يت مير موقعييتغ 1Hافته به يرشکل يياست که در المان تغ

ار يبس يمحل يرمکان هاييبا استفاده از مفهوم تغ (9)در واقع 

 دست آمده است:ه ر بيز عبارات زي(( و ن3)شکل کوچک )

)1(

sincos

2

212111





cosyHH

,yHH,yHQ,yHQQH





 

 
با رياز ت يرمكان تارمرجع و نقاط سطح مقطعييدان تغي(: م2شكل)

انگر فاصلۀ تارمرجع نسبت به يب ryکه ريمتغ يكيخواص مكان

 است. يانيتارم

 

 به دستگاه  رمکان نسبتييدان تغيحال چنانچه م

2211م يشود، دار گرفته نظردر  )( )()(U ĝ,su~ĝ,su~,s  


 

ب يبه ترت يمحل يرمکان هاييتغ يمؤلفه ها ~2uو  ~1uکه در آن 

 ستگاه که د ييبوده و از آنجا و  s يدر راستا

متصل به المان مورد نظر است،  يک دستگاه مختصات محلي

 توان نوشت: يم

(11) 0~~,0~~ 0
2

0
2

0
1

 suuu   

0که در آن 
1

~u  0و
2

~u منطبـق بـر تـار     ينقطـه ا  يرمکان هاييتغ

ۀ چـرخش  ي ـانگر زاوي ـب ~قطع مـورد نظـر و   مرجع در سطح م

کــه   يبــرا. هســتند sو وابســته بــه  المــان در دســتگاه 

در  ،افتـه يرشـکل  يير طـول تـار مرجـع در حالـت تغ    يي ـانگر تغيب

 م:ياست دار يراستا

(11)  su 0
1

~
 

 توان گفت:يم (6) ه( و رابط3)شکل علاوه، با استفاده از ه ب

(12) 
321

21

0













ĝĝ

ds

ĝĝd
lim

s

~

ds
 

د از بـردار  ي ـبا يمحل ـ يوردن کـرنش هـا  دسـت آ ه ب ـ يحال برا

ــان محلـ ـييتغ ــتگاه مختصــات محلـ ـ   يرمک   يکــه در دس

 مشتق گرفت: sشود، نسبت به يدرنظرگرفته م

(13) 
s

ĝ
u~

s

ĝ
u~ĝ

s

u~
ĝ

s

u~

s 





















 2
2

1
12

2
1

1U


 

 (12)تـا   (11)واستفاده از  sنسبت به  (9)از  يريحال با مشتق گ

 توان نوشت:يم

(14) 
0)(sin

)(cos

2

31








~~s/u~

~~s/u~  

المـان مـورد نظـر در     يرمکان محل ـييتغ ياما در مورد مؤلفه ها

 :(9)در  (11) يگذاري(، باجا2شکل)

(15) 0~~
21  uu  

 ن:يبنابرا

(16) 13)( U ĝs/ 


 

 

 
ت کوچک در ينها ير بييتغ ير هندسي(: تعب3)شكل 

 يمحل چرخشهيزاو

 

U)(رمکان ييحال اگر از بردار تغ ,s


مشتق گرفته  نسبت به  

 شود:

(11) 
 





















 2
2

1
12

2
1

1U ĝ
u~

ĝ
u~ĝ

u~
ĝ

u~


 

 يوقت ـ رمکان نسبت به ييتغ ير مشتق مؤلفه هايآن مقادکه در

شـود، بـا   يدرنظرگرفتـه م ـ   يدر دستگاه مختصـات محل ـ 

 است: ريصورت زه ب (11)و  (9)استفاده از 
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(13)   0cos10sin 21   ~u~,~u~  

 ن:يبنابرا

(19) 0U  


 

را نسـبت   يرمکان محل ـييتوان مشتق بردار تغيطور مشابه مه ب

 دست آورد:ه ر بيبا عبارت ز به 

(21) 0
U 2

2
1

12
2

1
1 



























ĝ
u~

ĝ
u~ĝ

u~
ĝ

u~


 

تـا   (13)بـا اسـتفاده از   تـوان يمرا  يکرنش محل يحال مؤلفه ها

 يتئـور  ير نوشت )که منطبق بـا کـرنش هـا   يبه صورت ز (21)

 است(: يک مقدماتيکلاس

(21) 

0

0)U()U(

)U(

23133322

1212

3111













ĝĝs

ĝs




 

 تعادلمعادلات  -2-4

تعادل ممان ها حول تار مرجع در  ي( برا4)شکل با توجه به 

توان يتر، م کوچک هازمرتب يير با حذف جمله هايهر المان از ت

 نوشت:

(22)   )1(01 22  MFdsFdsM  

 توان نوشت:ير ميروها در هر مقطع از تيتعادل ن يز برايو ن

(23) 0PF 


 

Pکه 


ر ي ـاز ت يمتمرکـز وارد بـر نقطـه ا    يخـارج  يرويبردار ن 

Fبوده و


سـطح   ياسـت کـه رو   يداخل ـ يروهـا يند نيبردار برآ 

 که: يطوره کند، بيمقطع اثر م

(24) 
    yx êPêP

,ĝFĝF

 sincosP

F 2211








 

 م:يدار (24)در  (23)و  (1) يگذاريبا جا

(25) 
 

 

    0ˆsinˆcos

ˆcossin

ˆsincos

21

21







yx

y

x

ePeP

eFF

eFF






 

 
 رير انعطاف پذياز ت ياگرام آزاد الماني(: د4)شكل 

 

ک از يــب هريتعــادل، ضــرا هدســت آوردن معادلــه بــ يکــه بــرا

 ن:يبنابرا ؛ميدهيقرار م را برابر صفر yêو xêيها مؤلفه

(26) 0cossincos 21   PFF  

(21) 0sinsincos 12   PFF  

 2Fو  Pن يبــــ ه، رابطــــ(21)و  (26)از  1Fحــــال بــــا حــــذف 

 د:يآ يم دست هب

(23)    sin2 PF  

ــه باجا ــذاريک ــ (22)در  (23) يگ ــ هرابط ــن نيب ــا يروي و  ييانته

 د:يآيدست مه ر بيطول ت يدر راستا يرات ممان خمشييتغ

(29)    sin)1( PM  

ر يت يتنش و انحناها برا يمنتجه ها نيبروابط  -2-5

 ريمتغ يکيبا خواص مکانر يانعطاف پذ

ر در يمتغ يکيخواص مکان ير دارايرانعطاف پــذيچنانچه ت

 ييرات بر اساس تابع نمايين تغيا ،ضخامت بوده يراستا

 توان نوشت:ي، م[11]، [1]، [5]ف شود يتعر

(31) )(1 12
)(

0)( EElnh,eEE ry


 


 

ر، يضخامت ت hکه در آن 
1E  و

2E ب در يک به ترتيمدول الاست

  ryh  2  و  ryh  2  است کهry هانگر فاصـل يب 

ر اسـت.  ي ـدر خمـش ت  ياني ـ)تار مرجع( نسبت به تار م يتار خن 

ف ي ـاسـت. بـا تعر   يکنـواخت يريار غي ـبعـد و مع  يب λ/1ن يهمچن
)( ry

e
  ضـخامت   در بعـد  يکيع خـواص مکـان  يتوز (31)در

 يها خواهد شد. ثابت يتار خن  ييمستقل از مقدار جابجا
0E  و

1/λ ه ع مـاده ب ـ ي ـتوز يط مـرز يتوان با اسـتفاده از شـرا   يرا م

ار کوچـک و  ير کـرنش بس ـ يکه مقاد ييدست آورد. حال از آنجا

کرنش را مطـابق   -توان روابط تنش يک هستند، ميدر حد الاست

 نمود: يبا قانون هوک معرف

(31)   11)(11  
E  

در هـر   يممـان خمش ـ  يبـرا  (31)و  (31)، (21)که با استفاده از 

 توان نوشت:ير حول تار مرجع مياز ت يمقطع عرض

(32) 

ry
h

ry
h

ry

b

b

ryh

ryh

ebE

dzdE

M






























 



2

2

32

2
)( 

30

2

2

2

2

3
2

)(

A
)(11

)
22

(

  ][  

dA 
























 

ر يت يت آمده است که وقتدسه ن فرض بيبا ا (32) ۀرابط

ا انبساط يتوان از مقدار انقباض و ير، نازک است، ميانعطاف پذ

نظر کرد  بزرگ صرف يرشکل هاييتارمرجع آن در تغ يطول
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01 

(0ا .)له أن مسيا يليست که حل تحلــا آن ين فرض براي

نسبت  (32)، مشتق ryافتن مقدار ي يرشود. حال برايامکان پذ

صورت عبارت  شود که در آنيبرابر صفر قرار داده م ryبه 

ف يو پارامتر توص )h(ر يبرحسب ضخامت ت ry ير برايز

 د:يآيدست مه ( بλ) يکيع خواص مکانيتوز

(33)  





1

)1(2

)1(
 

 







h

h

,hr
e

eh
y  

ف پارامتريحال با تعر
C ل:يصورت ذه ب 

(34) 
ry

h

ry
h

ry
ebEC




















2

2

32

2
)( 

0 )
22

(














  

 يس ـيرا بازنو (32)و  (29)تـوان  ياست م 0ن فرض که يو ا

 کرد:

(35)   sinPM  

(36) 3CM   

 م:يدار (35)در  (36) يگذاريباجا

(31)     sin3 PC  

 يليحل تحل يفرمولبند -3

 توان نوشت:يم (31)و  (1)با استفاده از

(33) 0)]sin([)( 22   CPdsd  

آن  يليک فرم استاندارد، حل تحليبه  (33)ل يحال با تبد

ر يف زيل از تعارين تبديانجام ا ير خواهد شد. برايامکان پذ

 :شودياستفاده م

(39) ,Lss 


 

(41) , 1
 

(41) CPP   

ج از آن ينتـا  يبعد بار بوده و در بررس يپارامتر ب Pگه در آن 

 (41)و  (39)شـود. از  يز اسـتفاده م ـ ي ـرو ني ـان مقـدار ن يب يبرا

 توان استنتاج نمود که: يم

(42) 
ds

d
L

sd

d

sdL

d

ds

d 
.

.

11  
 

(43) 
2

2
2

2

1
2

22

1
2

2

2

.
. ds

d
L

sd

d

sdL

d

ds

d 
 

 

آزاد آن اثـر   يانتهـا  ي، روα هي ـبـا زاو  Pمعلوم يروين يکه وقت

ر نوشـته  ي ـصـورت ز ه ب ـ (42)و  (39)، (33)د، بـا اسـتفاده از  کن

 شود: يم

(44) 0sin) ()( 1
22

1
2   LPsdd

  

 برقرار است؛ و s يل برايذ يدوده هاکه مح يياز آنجا

(45) 00,0   Ls  

ــ ــت:  يم ــوان گف 01,10ت   s
   ــوده و ــرار ب برق

 عبارتند از: يط مرزيشرا

(46)    01 u
 

(41)   0
011   sdd

  

 روش حل  -3-1

ر يک تي ي، که برا(41)و  (46) يط مرزيبا استفاده از شرا

دلخواه از  هک نقطيل در يردار با بارمايکسرگير يانعطاف پذ

 يمؤلفه ها ،نموده يليرا حل تحل (44)وان تيطول آن است، م

. در دست آورده ر را بير انعطاف پذيرمکان تارمرجع از تييتغ

آمده است که در  (44) يشرح کامل روش حل برا [13]مرجع 

 يليج راه حل تحلينتــــا شود.يان ميطور مختصر به نجا بيا

 عبارتست از: 

(43) Pgnmpx ]cos)()cos(cossin2[  
  

(49) Pgnmpy ]cos)()cos(coscos2[  


 

 که در آنها:  

(51)         mpEnpEnpFmpFg ,2,2,,)(



 

ــبــه ترت yو  xو  -از شــکل يوعرضــ يطــول يب مختصــه هــاي

ــارمرجع دريرييتغ ــۀ ت ــه XYZدســتگاه مختصــات  افت  اســت. ک

       mpEnpEnpFmpF ,,,,,,,
 فــــــرم اســــــتاندارد ،    

شده ف يتعر (41)در  Pو [13]بوده لژاندر  يضويب يهاانتگرال

 ن:ياست. همچن

(51) ]2/)sin[( 0  p
  

(52)   pm


2sinsin 1   

(53)  pn


]2/)sin[(sin 1     

pان پارامترين ميدر ا
  حـل   شود از يم ينامگذار مدول شکلکه

 د:يآيدست مه ر بيز هرابط

(54)     m,pFn,pFLP


  

ر يک تيرمکان ييتغ يدست آوردن مؤلفه هاه مراحل ب

)(ليما يرويآزاد که ن -ردار ير گيپذ انعطاف ,P آن اثر  يرو

 آمده است. (55تا  52صفحات ( [13]در مرجع کند يم

 ر همسانگرديرانعطاف پذيت هلأحل مس -4

ر همسانگرد از يپذ ر انعطافي( مشخصات ت1)جدول در 
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آزاد تحت بارمتمرکز -رداريگ يط مرزيبا شرا "فولادِفنر" جنس

ط يآن در شرا يراش بيج آزمايآمده است، که البته نتا ييانتها

31.P  [12]موجود است. 

 ر همسانگرد ير انعطاف پذي(: مشخصات ت1)جدول 

Value Parameter 

2.84 107(psi) E 

2× 0.02(in2) Width× Thickness (b× h) 

15(in) Length (L) 

1.333 10-6(in4) I 

1.3,0.9,0.2 P  

90o α 

 يو حل المان محدود برا يليج حل تحلينتا -4-1

 ر همسانگرديرانعطاف پذيت

که از مراحل  يليج حل تحلين مرحله علاوه بر نتايدر ا

ج حل المان يد، نتايآ يدست مه [ ب§ -1-3مذکور در بخش ]

ر ير انعطاف پذيت يز براين سيانسمحدود به کمک نرم افزار 

 يبررس يبرا يدست آمده است تا به عنوان ابزاره همسانگرد ب

رد. يقرار گ يابيرهمسانگرد مورد ارزير غير انعطاف پذيرفتار ت

رد با استفاده از المان ر همسانگيت يحل المان محدود برا

 هق با هندسيت تطبي)با قابل solsh190 يبيترک يبعد سه

حل  يچرا که مدت زمان لازم برا ؛( انجام شده استيرخطيغ

کدهم يتر )کمتر از  عيار سريبس solsh190با المان  سيانسدر 

 است. shellا يو  solidبرابر( از مدت زمان لازم با هر المان نوع 

 [13]که تاکنون انجام شده است  ييک هاينبا توجه به تک

در بعد ضخامت و طول  solsh190المان  يتوان ازتعداد کاف يم

 ينچ از راستايمناسب در هر ا يتعداد المان ها استفاده نمود.

 1000و  120ب برابر ير به ترتيز بعد ضخامت از تيو ن يطول

ن دقت را يشتريج آن همگرا شده و بياست که نتا انتخاب شده

دهد که ي( نشان م5شکل ). دارد يليج حل تحليسه با نتايدر مقا

را معتبر  solsh190ج المان ي، نتايتوان با اعتبار قابل قبول يم

 ر همسانگرد بهياز ت ينقاط يکه برا يج تجربيدانست. نتا

 هگر و شامل مختصات هنــدسيکدياز  (in)1 يفواصل مساو

سه يمقا يز براين [12]ر است ير انعطاف پذيت هافتيرشکل ييتغ

 نشان داده شده اند.

 
 يبرا يو تجرب يليج المان محدود، حل تحلي(: نتا5شكل )

 (1)جدول ر همسانگرد يت هافتيل رشكييتغ ههندس

 ر همسانگردير غير انعطاف پذيت هلأحل مس -5

ر يت يکيکه در آن خواص مکان يله اأمس يحال به بررس

ر ييتغ ييطور نمــاه ضخامت ب ير در راســــتايپذ انعطاف

 يم. مقدار ثابت هايپردازيکنــد، م
0E  1و/λ يبه گونه ا 

ر ين از تيريک در سطح زيشود که مقدار مدول الاست يانتخاب م

گر ي( و در سطح د1)جدول ر همسانگرد يک تيبرابر مدول الاست

 ش داشته باشد.يدو برابر افزا يبيزان تقريبه م

 يکيمکان با خواص رير انعطاف پذيت مشخصات -5-1

   ريمتغ

ر مورد نظر ذکر يرانعطاف پذي( مشخصات ت2)جدول در 

ر ير انعطاف پذيمانند ت يط مرزيو شرا يشده است. ابعاد هندس

 ( است.1)جدول همسانگرد 

  ر همسانگرديغريت يو هندس يكي(: خواص مكان2)جدول 

Value Parameter 

3.986 107(psi) E0 

33.9 λ 

1.97 E2/E1 

2 0.02 (in2) Width×Thickness (b×h) 

15(in) L 

(0.75,45o),(1,45o),(3,45o) ( P , α) 

 يليج حل تحليج حل المان محدود و نتاينتا سهيمقا -5-2

ک يدر قالب  يسيت ماکرو نويمحدود، به کمک قابل حل المان

و با اسـتــفاده از المان  سيانسدر نرم افزار  يل متنيفا

solsh190 ت يو با رعارهمسانگرد يغر ير انعطاف پذيت يبرا

ج بدست ي( نتا6شکل ). در [19]شود يمناسب انجام م يبند مش

جدول  رهمسانگرديغر يپذ ر انعطافيت يآمده از دو روش برا
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ر يشود، رفتار ت يگونه که مشاهده م سه شده اند. هماني( مقا2)

ج دو ينتا يهر دو روش مذکور مشابه است. مقدار عدد در

ن يدر ا سيانسج ين نتايبنابرا ؛( آمده است3)جدول روش در 

 معتبر است. يط بارگذاريشرا

 

 
مختصات  يو المان محدود برا يليج تحلي(: نتا6شكل )

 ( 2)جدول  ريت هافتيل رشكييتغ ههندس

 

 يمختصات انتها يو المان محدود برا يليج تحلي(: نتا3)جدول 

 (2)جدول  ريت

 P  = 3 , α = 45° P  = 1 , α = 45° 

s = 15 (inch) xC (inch) yC (inch) xC (inch) yC (inch) 

ANSYS 8.8028 10.74 14.24194 4.2682 

Analytical 8.35803 10.99463 14.18241 4.433613 

 يکيع خواص مکانير معکوس شدن توزيتأث -5-3

ر معکوس ي، تأثريمتغ يکيخواص مکانبا  ييدر سازه ها

 ي، قابل بررسيدر رفتار خمش يکيمکان ع خواصيشدن توز

توان يم 9.33( با انتخاب 2)جدول . در [13]، [1]است 

که مدول  يطوره س نمود. برا معکو يکيع خواص مکانيتوز

ک در يباً دو برابر مدول الاستير، تقرين تيريک در سطح زيالاست

و  يليج روش حل تحلين مورد نتايآن شود. در ا يسطح فوقان

خواص  معکوس عيتوزر بودن يتأث يبانگر يحل المان محدود ب

ه ر است بيت يرفتار خمش يدر بُعد ضخامت، بر رو يکيمکان

 کسان است.يها  يير دو حالت، مقدار جابجاکه در ه يگونه ا

ر يپذ ر انعطافيت يرفتار خمش هسيمقا -6

 رهمسانگرديغهمسانگرد و 

ر يت يزان اختلاف در رفتـار خمشيانگر مي( ب1شکل )

جدول رهمسانگرد يغر يو ت (1)جدول ر همسانگرد يپذ انعطاف

ن ياست. همچن P=0.22(lb)برابر  ييانتها يروي( با مقدار ن2)

رشکل نشان ييز در مقدار تغيرا ن λر مختلف ير مقاديتأث

ر از ير خواص تييشود با تغ يگونه که مشاهده م دهد. همان يم

 يرات در رفتار خمشييان تغزيرهمسانگرد ميهمسانگرد به غ

گر يکديرهمسانگرد با ير غيکه دو ت است يشتر از حالتيار بيبس

در  يکيرات خواص مکانييزان تغياگر م يشوند )حت يسه ميمقا

رات خواص از همسانگرد به ييزان تغيشتر از ميآنها ب

باشد  E2E/1.971=که اگر مقدار  يطوره رهمسانگرد باشد(. بيغ

 يآزاد آن با کاهش ير در انتهايت يکياستات - يز خمشيآنگاه خ

در دو  يهمراه خواهد شد. اما وقت E2E/11=نسبت به  %25تا 

زان يباً پنج برابر شود ميتقر E2E/1 رهمسانگرد مقدارير غيت

 است. %25ر برابر يت يز انتهايکاهش خ

 
 رير همسانگرد و تيت يسه رفتـار خمشي(: مقا7شكل )

 رهمسانگرديغ

 يريجه گينت -7

بزرگ در  يرشکل هاييتغ هلأمس ين مقاله فرمولبنديدر ا

همراه  يرخطيغ هرهمسانگرد که با هندسير غيرانعطاف پذيت

دوم  همرتب يرخطيغ يل معموليفرانسيد هک معادليشامل  ،بوده

حل  يليروش تحلن معادله با يدست آمده است. اه شود، بيم

 ؛عبارتند ازق ين تحقيا جيشده است. از جمله نتا

ج يد نتايم داده شده، امکان تأئيتعم يليحل تحل هبا ارائ -

زمانبر و  يها شياز به آزماي، بدون نيبعد سه هديچيپ يها مدل

 آمده است.  ديپدبر  نهيهز

در  يکيع خواص مکانيتوز هبا معکوس نمودن نحو -

در  يکيشکل استات رييزان تغيضخامت، م يراستا

 کند. ير نمييتغرهمسانگرد يغر يپذ انعطاف ريت

ضخامت از  يدر راستا يکيخواص مکان ييع نمايدر توز -

رشــــکل ييزان اختلاف تغيردار، ميکسر گير يرانعطاف پذيت

کنواخت يع يثابت نسبت به توز ييتحت بار انتها يکياستات
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 وابسته است. ييبه توان تابع نما يرخطيطور غ هب

و  يعدد يهاتفاده از روش، با اسيقات بعديدر تحق

رهمسانگرد يغر ير انعطاف پذيحاکم بر ت همعادل ،يليتحل مهين

   روها و يبه همراه ن يير و ممان انتهايرو و وزن تيتحت ن

را   زويپ يعملگرهاط عملکرد ير، که شرايدر طول ت ييهاممان

 کند، حل خواهد شد. يه سازيشب
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