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ارائه حدود پايين جديد روي مقدار بهينه زمان انجام کل 

 گر انباشتهي پردازشکارها در يک سيستم تک ماشينه

 ٭2بهروز کريمي ;1علي حسين زاده کاشان

 چكيده

 (maxCسازي زمان انجام کل کارها )گر انباشته با هدف حداقلبندي يك ماشين پردازشدر اين مقاله زمان

زمان روي ماشيني است که قابليت انجام عمليات هم ،ر از يك ماشين پردازشگر انباشته. منظوبررسي شده است

از کارها را در قالب يك دسته يا انباشته دارد. البته با اعمال اين محدوديت که مجموع اندازه کارهايي که در  يگروه

اندازه و زمان پردازش  عاملز کارها دو . براي هر يك ابيشتر نباشد (Bآيند از ظرفيت ماشين )هم ميبايك انباشته 

زمان عمليات مورد نياز کاري است که در با مفروض است. زمان انجام عمليات ماشين بر روي يك انباشته برابر 

. براي اين مساله، دو روش جديد توليد حد را داردترين زمان پردازش ميان کارهاي متعلق به آن انباشته بزرگ

شود که نسبت به تنها حد پايين ارائه شده و ثابت مي 3LBو  2LB هايبا نامه تابع هدف پايين روي مقدار بهين

حداقل به  3LBعملكرد  که شودچنين ثابت مي( عملكرد بهتري دارند. هم1LBموجود در ادبيات موضوع مساله )

 است. 2LBخوبي عملكرد  

 ين، زمان انجام همه کارهاگر انباشته، حد پايبندي، ماشين پردازشزمان: کلمات کليدي 

New Lower Bounds for the Optimal Makespan on a 

Single Batch Processing Machine  
A. Husseinzadeh Kashan, B. Karimi 

ABSTRACT 

This paper considers minimizing makespan (Cmax) on a single batch-processing machine. A batch-

processing machine can process a group of jobs simultaneously, as long as the total size of jobs in the 

batch does not exceed the machine capacity (B). For each job, we assume a specific job size and job 

processing time. The processing time of a batch is just the longest processing time of all jobs in the batch. 

We introduce two new procedures for obtaining lower bounds of the optimal makespan, entitled LB2 and 

LB3, respectively. We prove that both of the new bounds are tighter than the only existing bound called 

LB1. We also prove that LB3 is at least as tight as LB2. 

KEYWORDS : Scheduling, batch-processing machine, lower bounds, makespan 
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 مقدمه -1

بندي اخير مسائل مربوط به تعيين توالي و زمان در دو دهه

وجه قرار اي مورد تهاي توليد انباشتهعمليات در سيستم

 ها در سيستمبندي انباشتهکه امروزه زمانطورياند. بهگرفته

در بسياري از صنايع است.  معمولهاي يکي از سياست ،توليد

اي، بر حسب بندي در توليد انباشتههاي زمانبه طور کلي مدل

د. در نوع اول، شونميبندي طبقه دستهسازي به دو نوع انباشته

رتي در قالب شود( در صومي گفته "کار"آنها  بهسفارشات )که 

اندازي ماشين داراي شوند که از نظر راهيك انباشته توليد مي

ين در هر لحظه، عمليات چنهاي مشابه باشند. همنيازمندي

. ولي طي دو دهه شودانجام ميروي يك سفارش  ماشين فقط

اي مورد بندي توليد انباشتههاي زماناخير شکل ديگري از مدل

ه نظريه تعيين توالي عمليات و توجه محققين فعال در زمين

سازي نوع دوم انباشته شاملاست که بندي قرار گرفته زمان

زمان اي، چندين کار به طور هماست. در اين نوع توليد انباشته

گيرند. اما ظرفيت ماشين محدود تحت عمليات ماشين قرار مي

بوده و گردآوري کارها )که هر يك ممکن است داراي 

به  ها بايدشند( در قالب انباشتهمتفاوت با ظرفيتيهاي نيازمندي

هاي مدل بهمؤثر صورت پذيرد. به طور خاص ي گونه

هاي مدل ،بندي که با اين نوع محيط توليدي سروکار دارندزمان

 شود.مي گفته 1انباشته گرپردازشهاي بندي ماشينزمان

ي هااز ايستگاه فراوانيهاي مثال، بنديدر ادبيات زمان

استفاده  انباشته گرپردازشهاي توليدي که در آن از ماشين

در  2، عمليات فر درون سوزبراي مثالاند. شدهآورده شود مي

شود که توليد بوردهاي مدار مجتمع، در داخل فرهايي انجام مي

توانند در خود جاي داده و تحت چندين گروه از بوردها را مي

هاي در اينجا فرها نقش ماشين .[11] عمليات حرارتي قرار دهند

 . دارندانباشته را  گرپردازش

هاي بندي ماشينهاي زمانهاي اخير مدلدر سال

هاي ظرفيتي با فرض وجود نيازمندي انباشته گرپردازش

اند. در عمل متفاوت براي کارها مورد توجه قرار گرفته )اندازه(

جود داشته باشد. ممکن است تعابير متفاوتي از اندازه يك کار و

درنظر گرفته  عاملياز طرفي ممکن است اندازه يك کار بعنوان 

شود که معرف ابعاد فيزيکي آن است. از سوي ديگر ممکن 

است اندازه يك کار معرف نيازمندي عملياتي آن باشد. به عنوان 

يك کار وسيله قدار انرژي مصرفي غيرمستقيم بهتوان ممثال مي

رتي که مقدار انرژي صرف شده براي در انباشته را در صو

، به عنوان يك ويژگي از کار و در قالب باشدانباشته محدود 

بندي با فرض وجود اندازه کار درنظر گرفت. در مسائل زمان

شود که فرض مي ،هاي ظرفيتي متفاوت براي کارهانيازمندي

شکستن يك کار و تخصيص آن به بيش از يك انباشته مجاز 

يکپارچگي فيزيکي  رضي با توجه به  درنظرگرفتنچنين ف نيست.

فيزيکي قابل  از نظرکارها  اگرشود. حتي کارها مطرح مي

شکست باشند، ممکن است انقطاع مجاز نباشد. بعنوان مثال با 

چنين سياستي، رديابي سفارشات مشتريان و درنظرگرفتن 

تواند با سهولت بيشتري انجام ارائه خدمات پس از فروش مي

. نکته قابل توجه اين است که خانواده مسائل [1] دگير

با کارهاي با اندازه  انباشته گرپردازشهاي بندي ماشينزمان

. زيرا اين [23] گيردقرار مي NP-hardدر طبقه مسائل  نامساوي

مسائل به طور غيرمستقيم شامل مساله تخصيص کارها به 

د در ادبيات ترين مسائل موجوسخت جزءها هستند که انباشته

 مسائل ترکيباتي است. 

شامل مساله در نظر گرفته شده در اين مقاله  ،به طور خاص

 فرضيات زير است: با انباشته گرپردازشبندي يك ماشين مانز

  تعدادn گرپردازشبندي بر روي يك ماشين کار براي زمان 

 .د که همگي در لحظه صفر در دسترس هستندوجود دار انباشته

دسترس در ه کارهاي همشامل انديس  Jنيد مجموعه فرض ک

 باشد.

  با شروع عمليات ماشين روي يك انباشته، توقف عمليات

پذير نبوده و پيش از اتمام عمليات ماشين هيچ کاري امکان

 تواند به انباشته اضافه و يا از آن خارج شود.نمي

  براي هر کارi ، مقدار کميتي معادلis واحد از منابع محدود 

 )ظرفيت ماشين( مورد نياز است. 

  کارهايي که متعلق به يك  عمليات تمام پايانزمان شروع و

انباشته هستند با يکديگر يکسان است. زمان پردازش انباشته 

ساير کارهاي  بينزمان پردازش کاري است که در با نيز برابر 

 ترين زمان پردازش را دارد.متعلق به انباشته طولاني

 ت ماشين براي انجام عمليات همزمان روي حداکثر ظرفي

است. به عبارت ديگر مجموع اندازه کارهاي  Bکارها برابر 

 شود. بيشتر  B از مقدار نبايدمتعلق به يك انباشته 

انباشته در مقايسه با ساير عمليات،  گرپردازشهاي ماشين

ايستگاه گلوگاه  بنابراينو دارند تري زمان انجام عمليات طولاني

برداري بالا از اين نوع . بنابراين ميزان بهرههستندليد تو

افزايش توان عملياتي کل سيستم  تواند منجر بهها ميماشين

تواند به معني برداري بالاتر ميد. از آنجا که ميزان بهرهشو

کاهش زمان انجام عمليات کليه کارها )يا به طور معادل مقدار 

maxCمعيار عملکرد نابراين بماشين)ها( باشد،  وسيله( به

 است. maxCسازي حداقل

 BPM-CMAXعنوان  بادر ادامه، به مساله با فرضيات فوق 
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نخستين بار در سال  BPM-CMAXاشاره خواهد شد. مساله 

. پس از آن نيز اين مساله توجه عده [23] بررسي شد 1991

هاي صورت زيادي از محققين را به خود جلب نمود. اما تلاش

هاي حل بوده و در رابطه با محدود به ارائه روش قطفگرفته، 

 انجام نشدهها تلاش چنداني ارزيابي عملکرد واقعي اين روش

رو در اين مقاله به جبران ضعف موجود در زمينه است. از اين

-BPMمساله هاي ارائه شده براي ارزيابي عملکرد الگوريتم

CMAX طريق ارائه کار به طور خاص از  . اينخواهيم پرداخت

توليد حدود پايين قوي روي مقدار بهينه  برايهاي کارا روش

maxC  انجام خواهد شد. منظور از يك حد پايين روي مقدار بهينه

 lمقداري است مانند  ،سازيدر يك مساله حداقل (z)تابع هدف 

zlکه همواره شرط   ترين سازد. از مهمرا برقرار مي

 :عبارتند ازاي حدود پايين کاربرده

 هاي دقيق مانند استفاده از حدود پايين در بدنه الگوريتم

 .روش شاخه و حد

 هاي رياضي به عنوان استفاده از حدود پايين در بدنه مدل

 .يك محدوديت

 هاي استفاده از حدود پايين در ارزيابي ميزان نزديکي جواب

 .هينههاي مختلف به جواب باز الگوريتمبدست آمده 

  استفاده از حدود پايين توسعه داده شده براي يك مساله در

 تر.ايجاد حدود پايين براي مسائل پيچيده و کلي

شود. نشان داده مي C*مقدار بهينه تابع هدف با نماد 

 ازبراي اشاره به مقدار حد پايين حاصل  ACچنين از نمادهم

* راتعباشود. استفاده مي Aروش 
QC يا A

QC  نشان به ترتيب

دهنده مقدار بهينه تابع هدف و يا مقدار حد پايين حاصل از 

، به ازاي مجموعه کارهايي است که انديس آنها متعلق Aروش 

 .باشدمي Q به

فرض  BPM-CMAXارائه حدود پايين براي مساله  ازپيش 

 yي هر نمونه مساله ورودي، نخست هر کار شود که به ازامي

J متعلق به   با شرط}},{min|{ JyssByJ i
Ji

y 


را  

 (J) کارها در يك انباشته مجزا قرار داده و آن را از مجموعه

Jکه کارهاي متعلق بهدليل اين به م. نماييحذف مي  توانند نمي

بندي شوند. ارهاي موجود در يك انباشته گروهبا هيچ يك از ک

*بنابراين داريم
\

*
JJ

Jj
j CpC 


 بدون اينکه از کليت .

هيچ کاري وجود ندارد  شودفرض ميکار کاسته شود در ادامه 

Jکه در مجموعه   .قرار گيرد 

به مرور مقالات مرتبط با موضوع مقاله بخش دوم در 

و در بخش سوم به معرفي تنها حد پايين ارائه شده  پرداخته

. در اين بخش خواهيم پرداخت BPM-CMAXبراي مساله 

چنين دو حد پايين جديد براي مقدار بهينه تابع هدف ارائه هم

شود. در بخش چهارم نيز کيفيت حدود پايين سنجيده و مي

گيري بندي و نتيجهشوند. بخش پنجم به جمعمقايسه مي

 دازد.پرمي

 مرور ادبيات -2

 گرپردازشهاي بندي ماشينهاي اخير مسائل زماندر سال

به طور گسترده مورد توجه محققين فعال در زمينه   انباشته

مروري  [22] اند. در مرجعو توالي عمليات قرار گرفته بنديزمان

 گرپردازشهاي بندي ماشينجامع بر ادبيات مسائل زمان

است. در اين بخش به مرور مقالاتي  گرفته انجامانباشته 

پردازيم که فرضيات درنظر گرفته شده در آنها نزديك به مي

است؛ يعني مقالاتي که در آنها  BPM-CMAXفرضيات مساله 

 اندازه کارها يکسان در نظر گرفته شده است. 

 بنديزمان زمينهنخستين تلاش صورت گرفته در 

ض وجود کارهاي با اندازه با فر انباشته گرپردازشهاي ماشين

نسبت داد. اما  [1] توان به دابسون و نامبيمادومرا مي نامساوي

محل کاربرد  [23] ها به طور جدي پس از اينکه اوزوياين مدل

ها يافت، مورد توجه محققين هاديآنها را در صنايع توليد نيمه

روي يك  iCو  maxCسازي حداقل[، 23]قرار گرفتند. در مرجع 

 انباشته مورد توجه بوده است. در مرجع گرپردازشاشين م

ارائه  BPM-CMAXنيز دو الگوريتم ابتکاري براي مساله  [12]

 در مرجع معرفي شده تمشده که يکي بر مبناي اصلاح الگوري

و ديگري بر مبناي تعيين اقلام يك انباشته با استفاده از  [23]

 [22]انگ و همکاران د. ژنمايپشتي عمل ميحل يك مساله کوله

براي  [23]مرجع هاي ارائه شده در به تحليل عملکرد الگوريتم

در بدترين حالت پرداخته و يك  maxCسازي مساله حداقل

اند. حسين زاده کاشان و کردهالگوريتم تقريبي جديد ارائه 

[ را 22]مرجع [ فرضيات مساله معرفي شده در 13همکاران ]

م ابتکاري با نسبت عملکرد معلوم ارائه تعميم داده و يك الگوريت

يك الگوريتم تقريبي براي حالتي  چنين به ارائهاند. آنها همداده

 ،پردازش کارها موافق يکديگر هستند که اندازه و زمان

محققان يك الگوريتم شاخه و حد ، [9]اند. در مرجع پرداخته

ئل اند که قابليت حل مساارائه کرده  BPM-CMAXبراي مساله

 بزرگ را داراست. اخيراً نيز مولفان مقاله به نسبتبا ابعاد 

شاخه و قيمت را براي حل اين مساله مبناي روشي بر  حاضر

را  [9که قابليت رقابت با روش شاخه و حد ] [22اند ]ارائه کرده

  .دارد

انباشته با  گرپردازشهاي ماشين بنديزمانحل مسائل 

، با استفاده از امساوينفرض وجود کارهاي با اندازه 

ابتکاري نيز مورد توجه محققين قرار گرفته  هاي فراالگوريتم
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سازي بازپخت براي يك الگوريتم شبيه [21]مرجع است. در 

شده است که  ارائه شده و نشان داده BPM-CMAXمساله 

هاي حاصل از حل مدل شده در مقايسه با جواب معرفيروش 

نتايج بهتري را  3سيپلکس نرم افزار رياضي مساله با استفاده از

نيز يك الگوريتم  [6] مرجع دهد. دردر زمان کمتر بدست مي

ارائه شده و عملکرد آن  BPM-CMAXژنتيك ساده براي مساله 

 [21]مرجع  در سازي بازپخت ارائه شدهبا الگوريتم شبيه

مولفان مقاله  [12] براي اين مساله، در مرجع مقايسه شده است.

نمايش کروموزومي بر اساس  بر مبنايگوريتم ژنتيك يك ال

کليدهاي تصادفي و يك الگوريتم ژنتيك ترکيبي که از يك 

اند. نتايج ارائه کردهرا برد نمايش کروموزومي ابداعي بهره مي

دهد که الگوريتم ژنتيك ترکيبي ارائه شده مي نشانمحاسبات 

الگوريتم  هاي بسيار بهتري را نسبت به کارا بوده و جواب

و الگوريتم ژنتيك  [21] مرجع سازي بازپخت ارائه شده درشبيه

 نمايش کروموزومي بر اساس کليدهاي تصادفيمبتني بر 

 در مرجع maxT و maxCزمان سازي هم. مساله حداقلدهدمي
مورد مطالعه قرار گرفته است. براي اين مساله مولفين يك  [16]

اند. نتايج محاسبات ارائه کردهالگوريتم ژنتيك دو هدفه ترکيبي 

هاي که اين الگوريتم قابليت يافتن جواب دهدميآنها نشان 

هاي بهينه پارتو را دارد. اخيرا نيز محققين از نزديك به جواب

و  [27] جستجوي آزاد مانندابتکاري نسل جديد  هاي فراروش

بهره  BPM-CMAXبراي حل مساله  [26] تکامل تفاضلي

 maxCسازي دادي از محققين به مطالعه مساله حداقلاند. تعبرده

 [21] [،11] [،2[، ]1] انباشته موازي گرپردازشهاي روي ماشين

 گرپردازش هايسيستم فلوشاپ از ماشينچنين روي يك و هم

با فرض وجود کارهاي با اندازه  [19[، ]12[، ]7] انباشته

 اند.پرداخته نامساوي

با فرض وجود  بنديزمانئل که گفته شد مسا طورهمان

معرفي شدند.  [1] بار در مرجعنامساوي اولينکارهاي با اندازه 

 ،در نظر گرفته شده در آنجا بنديزماناز جمله فرضيات مدل 

سازي ست. با هدف حداقلا هاي ناسازگار کارهاوجود خانواده

iCiwنشان داده شده است که اين مساله  [1] ، در مرجع-NP

hard ريزي عدد صحيح ترکيبي براي و يك مدل برنامه بوده

، براي اين مساله يك روش [2] مساله ارائه شده است. در مرجع

تعدادي روش ابتکاري و يك  [17]شاخه و کران و در مرجع 

نمايش کروموزومي بر اساس مبناي الگوريتم ژنتيك بر 

نيز يك  [11] کليدهاي تصادفي ارائه شده است. در مرجع

سازي کولني مورچگان، در دو نسخه بهينه مبناي رچارچوب ب

 متفاوت ارائه شده است. 

 BPM-CMAXحدود پايين براي مساله  -3
هاي توليد حد پايين روي در اين بخش به معرفي روش

پردازيم. ابتدا به معرفي تنها روش موجود مي maxCمقدار بهينه 

است  ارائه شده [23] ( که در مرجع1LBبراي توليد حد پايين )

هاي جديد توليد حدود پايين پرداخته و سپس به معرفي رويه

براي  1LB از [12] [،12] [،23] پردازيم. تعدادي از محققينمي

هاي خود استفاده هاي حاصل از الگوريتمسنجش کيفيت جواب

هاي توليد حدود پايين براي اند و يا از آن در بدنه الگوريتمکرده

و يا از آن  [11] [،12اند ]تفاده کردهاس بنديزمانساير مسائل 

 .[9] اندکرده در بدنه الگوريتم شاخه و حد استفاده

 1LB الگوريتم

ابتدا همه کارها را به ترتيب نزولي زمان پردازش آنها مرتب 

کنيد. با شروع از ابتداي ليست، نخستين کار را در تنها 

 Bر از اي که به طور کامل پر نشده )ظرفيت آن کمتانباشته

ها به حد بالاي ظرفيت خود است( قرار داده ) اگر همه انباشته

اند يك انباشته جديد تشکيل دهيد( و چنانچه فضاي لازم رسيده

براي قرار دادن کار در انباشته مذکور وجود ندارد، قسمتي از 

سازد کار را که ظرفيت خالي انباشته را به طور کامل اشغال مي

هيد. سپس يك انباشته جديد تشکيل داده و درون انباشته قرار د

باقيمانده کار خرد شده را در آن قرار دهيد. اين فرآيند را تا 

 که هيچ کاري در ليست باقي نماند تکرار نماييد.يزمان

الگوريتم فوق بر اساس آزادسازي است. بدين ترتيب  مبناي

که در آن فرض مجاز نبودن شکست کارها به اجزاي با اندازه 

چکتر، آزاد شده است. زمان اجراي الگوريتم فوق از مرتبه کو

nn log  سازي مرتب به دليل فقطاست. اين پيچيدگي زماني

 nO)(هاي الگوريتم در زمانکارهاست. اجراي ساير قسمت

عملکرد الگوريتم نسبت پذير است. اخيراً ثابت شده که امکان

 .[1] 1است 2/2 رترين حالت برابفوق در بد

 BPM-CMAXحدود پايين جديد براي مساله  ارائه -3-1

اندازه کارها نسبت به ظرفيت ماشين کوچك است،  وقتي

شود. در واقع ثابت شده که مي خوب تلقي 1LBعملکرد متوسط 

اندازه کارها نسبت به ظرفيت ماشين کوچکتر شود  چههر 

طور که در . همان[1]شود ميدر بدترين حالت بهتر  1LBعملکرد 

گزارش شده است، براي بسياري از مسائلي که در  [12]مرجع 

آنها اندازه کارها نسبت به ظرفيت ماشين کوچك است، مقدار 

برابر   maxCبا مقدار بهينه  1LB وسيلهبهحد پايين توليد شده 

که اندازه  کارها  شودکاسته ميزماني  1LBعملکرد از است. اما 

توان براي توليد بزرگ باشد. از اين نقطه ضعف مي سبتبه ن

  . استفاده کردحدود پايين جديد 
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را در قالب  بنديزمانفرض کنيد کارهاي در دسترس براي 

دو مجموعه تفکيك نماييم. مجموعه کارهايي که ابعاد آنها 

است و مجموعه  /2Bبزرگتر از نصف ظرفيت ماشين يعني 

وچکتر از نصف ظرفيت ماشين است. کارهايي که ابعاد آنها ک

بديهي است که هيچ دو کاري که اندازه آنها بزرگتر از نصف 

 وسيلهبهتوانند در قالب يك انباشته ظرفيت ماشين است نمي

صورت محدوديت ظرفيت زيرا در اين پردازش شوند،ماشين 

شود. بنابراين، براي هر يك از اين نوع کارها ماشين نقض مي

 εچنين کاري با اندازه جداگانه مورد نياز است. هميك انباشته 

(2/Bنيز نمي ) تواند با کاري با اندازه بزرگتر ازε-B  در يك

به يك حد پايين روي  براي رسيدنانباشته قرار گيرد. بنابراين، 

 εتوان به ازاي مقادير مختلف بهينه تابع هدف مي مقدار

(2/B) اجازه داد کارهايي که اندازه آنها در دامنه  فقط

  B,  قرار دارد قابل شکست به اجزايشان باشند. فرض

),(}|,  {کنيد  JgvsugvuS g   دلالت بر مجموعه

و کوچکتر يا  uکارهايي داشته باشد که اندازه آنها بزرگتر از 

توان تعريف کرد: ه مياست. به طور مشاب vمساوي با 

}  ,|{),( JgvsugvuS g  .رويه زير با نام NLB  يك

 دهد.مي maxCحد پايين معتبر را روي مقدار بهينه 

 NLB الگوريتم

، يك حد پايين روي مقدار [B ,2/0به ازاي يك مقدار ] -1

 :را به صورت زير محاسبه کنيد Cmaxبهينه 

1

),(),(

LB

BSBBSj
j

NLB CpC





 

1که در آن

),(

LB

BS
C

 
له يوسمقدار حد پايين بدست آمده به 

1LB بر اساس مجموعه کارهايي است که متعلق به مجموعه ،

),(  BS .هستند 

ترين مقدار ، بزرگεبه ازاي همه مقادير  1با تکرار گام  -2

بدست آمده براي
NLBCيين روي مقدار بهينه ، يك حد پا

maxC  است. يعني : 

(1) }.{max
]2,0[





NLB
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NLB CC


  

چنين است. هم maxCيك حد پايين روي مقدار بهينه   NLBC.1لم 
1LBNLB CC . 

، از آنجا که هيچ يك از εبه ازاي يك مقدار مفروض اثبات. 

توانند در نمي است [ε, B- ε]ازه آنها در بازه کارهايي که اند

در آن  B- ε اي قرار گيرند که کاري با اندازه بزرگتر از انباشته

 :قرار دارد، داريم
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نتيجه  در. 

*CCNLB 0ازاي  چنين به. هم  1داريم
0 LBNLB CC  

NLBLBکه دلالت بر 
CC 1 .دارد 

[ B-2/B ,] از آنجا که هيچ دو کاري که اندازه آنها در بازه

، هنگامي باشندتوانند در يك انباشته گيرد نميقرار مي

که 
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NLB
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*

,BBS CC


  )2( 

که در آن  


),2(
)2(

BBSj
j

*
,BBS pC. 

.21که توان دريافت مي 1از لم در نتيجه 
LBLB

CC  

به  فقط بايد NLBدر الگوريتم  2چنين از آنجا که در گام هم

مقدار ،[ ,B0/2] مقادير متمايزتعداد 
NLBC  را محاسبه

2LB توان نتيجه گرفت که پيچيدگي محاسباتينمود، مي
C  در

)log(با  بدترين حالت برابر 2 nnO .است 

2LBشد، ديدهطور که همان
C ريق تفکيك مجموعه از ط

 کارهاي در دسترس در قالب دو مجموعه بدست آمد. بدين

ترتيب ممکن است بتوان از ايده تفکيك کارها در قالب سه 

مجموعه براي ارائه يك حد پايين ديگر )و در صورت امکان 

 : ( بهره برد3رابطه ) تر( به صورتقوي

(3) 











}{max,max
]3,0[

)3(
3





NLB

B

*
,BBS

LB
CCC  

*که در آن 
,BBSC اي از در زير مساله maxCمقدار بهينه  )3(

کارهاي با اندازه بزرگتر از  فقطمساله اصلي است که در آن 

3/B اند.در نظر گرفته شده 

پذير است. زير امکان صورتبه  موضوعخوشبختانه، اين 

مجموعه نخست شامل کارهايي است که اندازه  ،بنابر تعريف

کارهايي  به وسيله. مجموعه دوم نيز هستند B/2آنها بزرگتر از 

گيرد. قرار مي( B3/B ,/2] شود که اندازه آنها در بازهساخته مي

، مجموعه سوم شامل کارهايي است که در مجموعه پاياندر 

هر يك از کارهايي که در  دوبارهگيرند. اول و دوم قرار نمي
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قرار در يك انباشته جداگانه  دبايگيرند مجموعه نخست قرار مي

توانند گيرند. البته کارهايي که در مجموعه دوم قرار دارند مي

  حداکثر با يك کار از مجموعه نخست که اندازه آن در بازه

[3/B2 ,2/B) بندي شوند. فرض قرار دارد، در يك انباشته گروه

مجموعه کارهايي باشد که عضو مجموعه نخست بوده  Hکنيد 

تعلق به مجموعه دوم در يك توانند با يکي از کارهاي مو مي

بندي کارها به صورت انباشته قرار گيرند. با توجه به تفکيك

*توان فوق مي
,BBSC  ارائه نمود: (1رابطه )را به صورت  )3(

(1) 





Hj

jX
BBSj

j
*

,BBS pCpC *

),2(
)3(  

*کههه در آن
XC  مقههدار بهينهههmaxC اي از مسههاله در زيههر مسههاله

شهان متعلهق بهه    کارهايي کهه انهديس   فقطي است که در آن اصل

HBBSXمجموعه  نظهر قهرار دارنهد.     ورداست م )2,3(

*محاسههبه  چگههونگيبنههابراين بهها معرفههي   
XC تههوان بههه  مههي

3LBمقدار
C 3.رسيدLB

C معرفهي  نيز قابل  (2رابطه ) تبه صور

 است:
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کارهاي  بنديزمانحال نشان خواهيم داد که چگونه مساله 

*و مقدار بهينه تابع هدف آن يعني  Xمتعلق به مجموعه 
XC  از

طريق تبديل به يك مساله شناخته شده در نظريه گراف قابل 

که به طور کلي، حداکثر دو کار  تتوجه داش بايدحل است. ابتدا 

بندي شوند. ر يك انباشته گروهتوانند با يکديگر دمي Xمتعلق به 

 آنها که اندازه Xشويم که کارهاي متعلق به يادآور ميدر نتيجه 

گيرد )کارهاي متعلق به مجموعه قرار مي( B3/B ,/2] در بازه

که آن  Xعلق به توانند حداکثر با يك کار ديگر متمي فقطدوم( 

بندي شوند و يا نيز از مجموعه دوم آمده در يك انباشته گروه

آمده  Hکه از مجموعه  Xتوانند حداکثر با يك کار متعلق به مي

که از  Xچنين هيچ دو کار متعلق به بندي شوند. همگروه

توانند در يك انباشته قرار گيرند. به نمي باشند آمده Hمجموعه 

با  در نظر گرفت که اين کارها طورتوان اينعبارت ديگر مي

توان رابطه . به طور مشابه نيز مييکديگر ناسازگار هستند

سازگاري بين دو کار را در قالب امکان قرارگيري آنها در يك 

. براي تعريف رابطه سازگاري و نمودانباشته تعريف 

توان از  مي Xناسازگاري ميان کارهاي متعلق به 

),(گراف EVGX  که در آن  نموداستفادهV هاي مجموعه گره

شود. نظير مي  Xگراف است که به هر گره يك کار متعلق به 

هاي گراف است. هنگامي که دو کار نيز مجموعه يال Eمجموعه 

با يکديگر سازگار باشند يعني  Xدر مجموعه   jو  i)گره( 

Bss ji هاي نظير آنها وجود دارد. ين گره، آنگاه يك يال ب

با يکديگر  Hکارهاي متعلق به مجموعه  همه ،بنابر تعريف

هاي نظير آنها تشکيل ناسازگار هستند و بنابراين مجموعه گره

||با اندازه 2يك مجموعه استوار H  دهند )منظور از يك ميرا

ست که ا هارهاز گ ايمجموعه ،مجموعه استوار در يك گراف

 همهچنين همگي ايزوله بوده و هيچ يالي بين آنها نيست(. هم

کارهاي متعلق به مجموعه دوم، دو به دو سازگار بوده و 

 با اندازه 6هاي نظير آنها تشکيل يك خوشهبنابراين مجموعه گره

|(2/, B3/B)S| دهند )منظور از يك خوشه در يك گراف مي

فت گره با يك يال به در آن هر ج ست کها هااز گره ايمجموعه

که   Xيك کار متعلق به  چنين وقتيهم(. يکديگر متصل هستند

که   Xآمده با کاري ديگر متعلق به   Hانديس آن از مجموعه 

انديس آن در مجموعه دوم قرار دارد سازگار باشد يك يال بين 

. در نظريه گراف، وجود دارد XGهاي نظير آنها در گراف گره

که از يك خوشه و از يك مجموعه استوار  XGگرافي نظير 

 شود. ه ميگفت 7تشکيل شده است، گراف شکسته

توانند در يك مي Xبا توجه به اينکه حداکثر دو کار متعلق به 

 Xتوان براي هر يك از کارهاي متعلق به انباشته قرار گيرند، مي

به يك  isرا از  Xiواحد در نظر گرفت )اندازه کار يك اندازه

، اين چنينهم. کم کرد 2به  B( و ظرفيت انباشته را از داد کاهش

شود که کارهايي که با يکديگر  اعمال بايدمحدوديت نيز 

در يك انباشته قرار گيرند. بنابراين مساله  نبايدناسازگارند 

)با مقدار تابع  Xکارهاي متعلق به  نهبهي بنديزمانيافتن 

*هدف
XC )بندي ، به مساله بخشمقدمه[-1]فرضيات بخش  با

و با  2هايي( با اندازه حداکثر هايي )انباشتهبا خوشه XGگراف

ها( ها )انباشتهان پردازش خوشهسازي مجموع زمهدف حداقل

*توان مقدارشود. با اين تبديل ميتبديل مي
XC  را از طريق حل

|)|(در زمان 1هابندي با خوشهبهينه مساله بخش 3XO   از

 .[3] بدست آورد  MWMAطريق الگوريتم زير موسوم به 

 MWMA الگوريتم

),(يك گراف وزني جديد .1 EVGv
X  بسازيد که در آن هر يال

سازد داراي وزن را به هم متصل مي  jو   iهاي که گره

},min{ jj pp باشد. 
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vرا در  9حداکثر تطابق وزني .2
XG بيابيد و مقدار آن را برابر 

 قرار دهيد. XW)( با

 به ترتيب زير تشکيل دهيد:ها را انباشته .3

 اي که يال بين آنها در مجموعه تطابق تشکيل هر دو گره

 گيرد را در يك انباشته قرار دهيد.قرار مي 2شده در گام 

 مانده را در يك انباشته مجزا هاي باقيهر يك از گره

 قرار دهيد.

*مقدار  .1
XC همههاي پردازش برابر است با مجموع زمان 

منهاي ارزش تطابق وزني  Xکارهاي متعلق به مجموعه 

 .2بدست آمده در گام 

که در آن  BPM-CMAX. به ازاي هر نمونه مساله از 1قضيه 

 بهينه در زمان بنديزماناست،  B/3کارها بزرگتر از  همهاندازه 

)( 3nO الگوريتم  وسيلهبهMWMA آيدبدست مي. 

پذير است به طريقي مشابه روند فوق را براي نمکاا اينکه با

4LBدستيابي به 
C ،5LB

C  و غيره توسعه داد، اما حل بهينه زير

بندي گراف با که در واقع مسائل بخش بدست آمدهمسائل 

و يا بيشتر هستند در زمان  1، 3هايي با حداکثر اندازه خوشه

 پذير نيست. امکان ايچند جمله

23. 2قضيه  LBLB
CC  

 :گيريمزير را در نظر مي هايت، حال. براي اثباتاثبات

 [ ,B0/3] (1حالت 

 در اين حالت کافي است نشان دهيم:

 . *

),2(),2( 





Hj

jX
BBSj

j
BBSj

j pCpp


 

*0 داريم از نامساوي فوق 
Hj

jX pC رقرار که همواره ب

XHاست زيرا . 

 (B, 3/B/2) (2حالت 

ثابت کنيم  (B,3/B/2)کافي است به ازاي 
*

),3( BBS
NLB CC 



/2 . فرض کنيد به ازاي sB3/B ،

 ارهاي متعلق به که با ک S(B-s ,2/B) مجموعه کارهاي متعلق به

(2/s, B)S  سازگار هستند را باh(s)  نشان دهيم. بنابر تعريف

.)(h(2/B, s)(s) . فرض کنيدh=H(B/3) داريم sxS  به ازاي

(2/B,3/B)  0وخواهيم ثابت کنيم:، مي 

 





)(

*
)(

),2(),(
1

 hj
jx

BBSj
j

LB

BS
pCpC 

 کنيم که شرايط زير برقرار باشند:فرض مي چنينهم

1)  3/.B 

],(هاي (  کاري وجود ندارد که اندازه آن در بازه2     و

],(   BB .قرار گيرد 

),(/2( :شودفرض دوم نتيجه مي از   SB2/,(SB  و

),  B2/ ), B B(S2/B(S 

.),(),(بنههابراين داريههم    BSBS  بههر ايههن

تههههوان اسههههتدلال نمههههود کههههه محاسههههبه    اسههههاس مههههي 

 


),2(),(
1

 BBSj
j

LB

BS
pC  و 

 
)(

*
)( 

hj
jx pC 

پهذيرد و  يبر مبناي يك مجموعهه يکسهان از کارهها صهورت مه     

گيهري از آنجاسهت کهه در    بنابراين حکم ثابت اسهت. ايهن نتيجهه   

محاسبه سمت چپ نامساوي با توجه بهه مجهاز بهودن شکسهت     

شهود. در  ها به طور کامل اسهتفاده مهي  کارها، از ظرفيت انباشته

کهه در محاسهبه سهمت راسهت نامسهاوي ممکهن اسهت از        حالي

خهواهيم    مهي ود. حال ها به طور کامل استفاده نشظرفيت انباشته

نامساويدرستي  
 

Hj
jX

hj
jx pCpC *

)(

*
)(  

اي موجهود باشهند کهه    به گونه ŝو  sرا نشان دهيم. فرض کنيد 

2/ sŝB3/B  2( . بههديهي اسههت کههه/),ˆ(sSB2/s,B(S  و

)ˆ, sB2/ ), sBB(S2/B(S. چنهين داريهم  هم)ˆ()( shsh   

)()ˆ(دههد  نتيجهه مهي  که  sxsx   الگهوريتم   1. از گهامMWMA 

))((داريهههم 
)(

*
)( sxWpC

sxj
jsx  

))((کهههه در آن   sxW 

بهه ازاي   2مقدار حهداکثر تطهابق وزنهي محاسهبه شهده در گهام       

سهاخته   s(x(کارهاي متعلهق بهه    وسيلهبهاست که  sxG)(گراف 

 خههههههواهيم ثابههههههت کنههههههيم  شههههههده اسههههههت. مههههههي  

 


)ˆ(

*
)ˆ()(

*
)(.

shj
jsxshj

jsx pCpC     در واقع معهادل ايهن

))(())ˆ((توانهد بهه صهورت    نامساوي مهي  sxWsxW    تعريهف

شههود. نامسههاوي اخيههر نيههز همههواره برقههرار اسههت زيههرا        

)ˆ()( sxsx بهها تعريههف .  s 3 و/ŝB  نتيجههه مههورد

 .آيدبدست مينظر 

 . B/2( 3حالت 

 داريم:  B/2به ازاي 

 .1
2

2

)2,2(),2(

LB

BBSBBSj
j

LB
CpC

B

 
  

شودميديده طور که همان
2

2
B

LB
C   به ازاي مجموعهه کارههايي 

شهود.  اسهت محاسهبه مهي    )B,2/SB( که انديس آنها متعلق بهه 

*بنهههههابراين داريهههههم 
),2(

2
2

BBS

LB
CC

B

از آنجههههها کهههههه . 

)B,3/)B,SB(2/SB(  لهههههههههههذا*
),3(

*

),2( BBSBBS
CC  .

 دهد.مي  B/2رستي حکم را به ازاي نامساوي اخير نيز د

براي آگاهي بيشتر از نحوه محاسبه حدود پايين، در اين مثال. 

شود که در آن قسمت از يك مثال عددي کمك گرفته مي
1;9;5;6;4;5;7 7654321  sssssss;10B

;6;19;7;1;13;14;10. 7654321  ppppppp

2LBبراي محاسبه  :حل
C :داريم 
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50}44,50,49,49,30max{

30

4414191015

502119104

4901
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2

1
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1
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11
0

)10,5(

*
),2(

)5,5()10,5(

)6,4()10,6(

)9,1()10,9(

),0(





























LB

Sj
jBBS

LB

SSj
j

NLN

LB

SSj
j

NLN

LB

SSj
j

NLN

LBLB

BS

NLN

C

PC

CPC

CPC

CPC

CCC









3LBبراي محاسهبه 
C    کهافي اسهت مقهدار*

),3( BBSC   را محاسهبه

),(گراف ابتدا. نماييم EVGv
X دهيمرا به شکل زير تشکيل مي: 

 
بهه ازاي   13وزنهي بها مقهدار     توان دريافت که حداکثر تطابقمي

شهود. داريهم   مهي  ايجاددر مجموعه تطابق   3j-2jقرار گرفتن يال 

22=13-(7+1+13+11)*
XC مقدار .*

,BBSC نيز به صهورت   )3(

 شود.زير محاسبه مي

21=1-22+32   }{

*

},,{
)3(

4641 jj
jX

jjjj
j

*
,BBS pCpC 

2LB{19,19,21=}21بنابراين داريم: 
Cmax. 

 محاسباتي نتايج -3
بررسي کيفيت حدود پايين ارائه شده و انجام  براي

مقايسات با حد پايين موجود، يك برنامه کامپيوتري در نرم 

روي يك کامپيوتر  هانوشته شده و آزمايش 7.3.2مطلب افزار 

مگابايت  212گيگا هرتز سرعت پردازش و  66/2با  1پنتيوم 

 12اتي، هاي محاسبانجام آزمايش براي. ستا شده حافظه انجام

 12که تعداد کارهاي آنها از  مجموعه مساله در نظر گرفته شده

نمونه مساله به صورت  122است. براي هر مجموعه،  122تا 

تصادفي توليد شده و مقادير حدود پايين براي آنها حساب 

ادفي در بازه اند. براي کليه مسائل، اندازه کارها به طور تصشده

هاي پردازش نيز در بازه و زمان 99تا  1اعداد صحيح بين 

( 1اند. نتايج در جدول )توليد شده 122تا  12اعداد صحيح بين 

( عملکرد حدود پايين بر اساس کيفيت 1در جدول ) آمده است.

حدود و نيز زمان اجرا سنجيده شده است. براي سنجش کيفيت 

ز مسائل، از رابطه ( روي هر مجموعه اLBحدود )

))(( LBLBUB CCCAVG   استفاده شده است که در آن

AVG(.)  نمونه  122تابع ميانگين است که روي نتايج حاصل از

شود. از آنجا که مساله توليد شده براي هر مجموعه اعمال مي

به سرکش بودن مساله  به دليلهاي بهينه دسترسي به جواب

يت حدود پايين در مقايسه با يك پذير نيست، کيفامکان آساني

توليد حد بالا نيز از  براياست.  ( سنجيده شدهUBCحد بالا )

. به تجربه ثابت شده [23]استفاده شده است  FFLPTالگوريتم 

 به طور معمولکه اين الگوريتم بسيار سريع بوده و است 

البته اگرچه . نمايدهاي نزديك به بهينه را توليد ميجواب

( معرف عملکرد دقيق 1شاخص کيفيت گزارش شده در جدول )

تواند روند عملکرد حدود را حدود نيست اما به درستي مي

نشان دهد. از آنجا که عملکرد حدود بر مبناي فاصله آنها نسبت 

به يك نقطه مرجع واحد )حد بالا( سنجيده شده است، بنابراين 

به طور نتايج گزارش شده  ،صرف نظر از ماهيت نقطه مرجع

عنوان  هب دهند.ميزان قوت هر يك از حدود را نشان مي دقيق

شاخص ديگري از عملکرد، زمان اجراي هر يك از حدود نيز 

3LBتوجه است که هنگام محاسبه قابلاند. گزارش شده
C براي ،

 MWMAحل مساله حداکثر تطابق وزني در گام دوم الگوريتم 

 7.3.2مطلب افزار سازي موجود در نرمابزار بهينه از جعبه

روش شاخه و حد عمل مبناي استفاده شده است که بر 

نمايد. اگرچه براي يافتن تطابق وزني بيشينه در يك گراف مي

اي چنان توسعه داده هاي مؤثر با زمان چند جملهالگوريتم

سائل مربوطه توانند زير ماند که ظرف کسري از ثانيه ميشده

ها بسيار پيچيده بوده و را حل نمايند، اما اين الگوريتم

که به طور نظري نيز  طورسازي آنها دشوار است. همانپياده

 1LBرود، در ميان حدود پايين مقايسه شده، انتظار مي

اند. ترين عملکرد را از خود نشان دادهقوي 3LBترين و ضعيف

 طور. همانمساله وارون استاين  البته از نقطه نظر زمان اجرا،

بهبود را  %2/2نزديك به  2LB دهند عملکردنشان ميکه نتايج 

  3LBو  2LBن بي مسالهدهد. اين نشان مي 1LBنسبت به عملکرد 

 تر است.ضعيف 2LBبار نيز برقرار است. اما اين

 حدود پايين بين(: مقايسه 1) جدول

3LB  2LB  1LB  تعداد 

 کارها 
(n) 

 زمان

 )ثانيه(

 کيفيت

(%) 
 

 زمان

 )ثانيه(

 کيفيت

(%) 
 

 زمان

 )ثانيه(

 کيفيت 

(%) 

 

21/2 31/1  22/2 91/1  22/2 91/1  12 
13/2 76/2  22/2 12/1  22/2 21/12  22 
22/2 69/6  21/2 73/9  22/2 12/12  32 

63/2 72/6  21/2 72/9  22/2 12/12  12 

71/2 72/6  22/2 63/9  22/2 92/11  22 

12/2 92/6  23/2 12/9  22/2 19/11  62 

97/2 76/6  22/2 22/9  22/2 22/11  72 

23/1 12/6  27/2 22/9  22/2 92/12  12 

12/1 32/6  9/2 71/1  22/2 22/12  92 

22/1 62/2  11/2 96/7  22/2 71/9  122 

 متوسط  23/11   07/8   22/6 

7 

7 

1 13 

j2 

j3 

j2 j1 
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 گيريو نتيجه يبندجمع -4

هاي جديدي براي توليد حدود پايين قوي در اين مقاله روش

کارها  همهروي بر روي مقدار بهينه زمان انجام عمليات 

يك ماشين پردازنده انباشته با فرض وجود کارهاي با وسيله به

ارائه شده و ثابت شد که عملکرد آنها حداقل به  نامساوياندازه 

ايين موجود در ادبيات موضوع است. خوبي عملکرد تنها حد پ

يکي از حدود پايين که به طور خاص عملکرد ابت شد چنين ثهم

 حداقل به خوبي عملکرد حد پايين ديگر باشد. بايدمعرفي شده 

، استفاده از حدود پايين ارائه شده در آيندهبراي تحقيقات 

 بينشاخه و کران و سنجش موازنه  مانندهايي بدنه الگوريتم

چنين توسعه حدود پايين توجه است. هم قابلن و کيفيت زما

هاي توليد پيچيده که در آن در سيستم بنديزمانبراي مسائل 

انباشته به صورت موازي و يا فلوشاپ  گرپردازشهاي ماشين

 کنند نيز قابل ملاحظه است.  فعاليت مي
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 هازيرنويس -6

                                                           
1 Batch processing machine 
2 Burn-in oven 
3  CPLEX 

*به صورت  Q را به ازاي نمونه مساله Aتوان عملکرد توليد حد پايين براي مساله باشد. مييك الگوريتم  Aفرض کنيد  1
Q

A
Q CC  تعريف کرد که

Aدر آن
QC   مقدار حد پايين حاصل ازA  براي نمونه مسالهQ ( است*

Q
A
Q CC اگر به ازاي هر نمونه مساله .) Q ته باشيم داش*

Q
A
Q CC که ،

آيد. بنابر تعريف، نسبت بدست مي Aاست، آنگاه شاخصي از عملکرد  Q بزرگترين مقدار حقيقي به ازاي تمامي نمونه مسائل ممکن  در آن 

))((در بدترين حالت Aعملکرد  A :عبارت است از.} ,inf{)( * QCCA Q
A
Q   

2 Stable set 

6 Clique 

7 Split graph 
1 Partitioning with cliques 

9 Maximum weight matching 


