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چکیده: در این مقاله، برای اولین بار تحلیل ارتعاشات تصادفی تیر متورق با درنظرگرفتن موقعیت قائم تورق و مدول یانگ به صورت پارامترهای 
تصادفی انجام شده است. در ابتدا تیر متورق به چهار تیر فرعی و سالم تقسیم شده است. سپس با معرفی یک جز تیر و براساس نظریۀ کلاسیک 
تیرها، انرژی های جنبشی و پتانسیل یک جزء نمونه واقع شده در هر یک از تیرهای فرعی استخراج شده است. جزء مرتبه بالای درنظرگرفته شده 
دارای سه گره شامل دو گره انتهایی و یک گره میانی بوده که هر گره دارای دو درجه آزادی خیز و شیب می باشند. با استفاده از انرژی های مذکور، 
ماتریس های سفتی و جرم هر جزء به دست آمده اند. در ادامه با سرهم کردن ماتریس های مذکور و با درنظرگرفتن شرایط پیوستگی برای اجزای مجاور 
تورق، ماتریس های جرم و سفتی کل تیر به دست آمده است. در اعمال شرایط پیوستگی، خیز و شیب گره های واقع شده در مرز تورق با یکدیگر 
برابر قرار داده شده اند. در نهایت پس از اعمال شرایط مرزی، معادلات دیفرانسیل حاکم بر سامانه به شکل ماتریسی به دست آمده است. سپس با 
مدل سازی پارامترهای تصادفی به صورت میدان های تصادفی، معادله دیفرانسیل قطعی حاکم بر سامانه به یک معادله دیفرانسیل تصادفی تبدیل 
می شود. میدان های تصادفی پیوسته، توسط روش های گسسته سازی نقطه-وسط و میانگین موضعی گسسته می شوند. در پایان با به کارگیری روش 
شبیه سازی مونت کارلو در هر حلقه تکرار، هر معادله دیفرانسیل تصادفی به یک معادله دیفرانسیل قطعی تبدیل می شود. به منظور بررسی ارتعاشات 
آزاد، مسألۀ مقدار ویژه برای به دست آوردن بسامدها و شکل مدهای سامانه حل می شود؛ در نتیجه با داشتن مقادیر ویژه سامانه، خواص آماری مربوط 
به مشخصات ارتعاشات آزاد تیر مانند میانگین، انحراف استانده و تابع چگالی احتمال به دست آمده و اثر پارامترهای مختلف تیر و تورق بر آن مورد 
مطالعه قرار گرفته است. همچنین جهت بررسی صحت روابط استخراج شده و نیز برنامه های کامپیوتری نوشته شده، بسامدهای قطعی تیر با نتایج 

دیگران مقایسه شده و انطباق بسیار مناسبی مشاهده شده است.
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مقدمه-11
تحلیل سازه ها در مهندسی با عنایت به کاربرد آن از اهمیت بسیار بالایی 
برخوردار است. یکی از مهم ترین و پرکاربردترین سازه ها، تیرها می باشند که 
در بسیاری از کاربردها در محیطی تحت بار دینامیکی قرار دارند. لذا پیش بینی 
رفتار دینامیکی آنها کمک بسیاری خواهد کرد تا از حوادث زیان بار جلوگیری 
مشخصات  و  بوده  حساس  بسیار  آسیب  به  تیرها  طرفی  از  آید.  عمل  به 
دینامیکی آنها به شدت تحت تأثیر آسیب قرار می گیرند. از مهم ترین آسیب ها 
می توان به تورق اشاره کرد که می تواند ناشی از فرایندهای ساخت و یا اعمال 
بارهای خارجی هنگام استفاده از سازه باشد. با توجه به موقعیت های طولی و 
قائم تورق و همچنین اندازه آن، خواص ارتعاشی تیرها نظیر بسامدها و شکل 
مودهای متناظر به شدت تحت تأثیر قرار گرفته و می توانند کاملًا متفاوت از 
یک تیر سالم باشند. تاکنون مطالعات زیادی جهت تعیین مشخصات ارتعاشی 
تیر متورق با پارامترهای هندسی قطعی برای تورق انجام شده در حالی که 
بوده و در  تورق، غیرممکن  تعیین مشخصات هندسی  از مواقع  در بسیاری 
نتیجه بررسی ارتعاشات اتفاقی تیر با پارامترهای تصادفی برای تورق ضروری 
به نظر می رسد. مطالعه حاضر می تواند مبنایی جهت استفاده در آزمون های 

غیرمخرب باشد.
به طور معمول تحلیل ارتعاشات آزاد تیر متورق بر مبناي مدهاي آزاد ]1[ 

ra.jafari@nit.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

و مقید ]2[ مورد بررسی قرار گرفته است. در تحلیل تیرهای متورق براساس 
مد آزاد فرض می شود که تیرهاي فرعي واقع شده در ناحیه تورق تنها در 
تورق  ناحیه  در  قیدي  هیچ گونه  و  داشته  ارتباط  یکدیگر  با  تورق  مرزهاي 
براساس  هرچند  است  واضح  نمی شود.  گرفته  درنظر  مذکور  تیرهاي  براي 
مشاهده  آنها  ارتعاشی  حرکت  از  سیکل  نیم  در  لایه ها  بازشوندگی  آزاد  مد 
می شود )مزیت اصلی این نوع مدل سازی( اما در نیم سیکل دوم از حرکت 
ارتعاشی آنها رسوخ بین لایه ها اتفاق می افتد )ایراد اساسی این مدل سازی(. 
مذکور  تیرهاي  که  می شود  فرض  مقید  مد  مبناي  بر  تحلیل  در  مقابل  در 
دارای جابه جایي دینامیکي برابر در تمام مدت حرکت دینامیکي می باشند. در 
از رسوخ تیرهاي فرعي در لایه هاي واقع شده  این نوع مدل سازی، اگرچه 
در ناحیه تورق جلوگیری می کند؛ )مزیت این نوع مدل سازی( اما نمی تواند 
دهه  یک  در  مقید(.  مدل سازی  )ایراد  کند  پیش بینی  را  لایه ها  بازشوندگي 
انجام  متورق  تیر  قطعی  ارتعاشات  تحلیل  برای  بسیاری  مطالعات  گذشته، 
شده است. شن و گریدی ]3[ نتایج آزمایشگاهی برای مشخصات ارتعاشی 
تیر متورق را ارائه کرده اند. جعفری و همکارانش ]4[ ارتعاشات اجباری تیر 
تحت حرکت نوسانگر یک درجه آزادی را مورد بررسی قرار داده اند. نشان داده 
شده است که خیز بیشینه در تیر به شدت از مشخصات هندسی تورق تأثیر 
می پذیرد. همچنین کارگرنوین و همکارانش ]5[ پاسخ تحلیلی جهت مطالعه 

مشخصات ارتعاشی تیر کامپوزیتی چندلایه متورق ارائه کرده اند.
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عدم قطعیت یک پدیدۀ ناشناخته در دنیای فناوری و طبیعت محسوب 
طراحی  در  قطعیت ها  عدم  با  پیوسته  صورت  به  مهندسین   .]6[ می شود 
پاسخ  آوردن  به دست  توانایی  باید  که  می شوند  مواجه  مختلف  سامانه های 
این سامانه ها را در حضور عدم قطعیت های مختلف داشته باشند. این عدم 
در  موجود  ذاتی  تغییرات  مدل سازی،  خطای  از  ناشی  می تواند  قطعیت ها 
سامانه  مورد  در  کافی  دانش  نداشتن  اطراف،  محیط  و  سامانه  پارامترهای 
و عوامل دیگر باشد. تجزیه وتحلیل تیرهای متورق به طور معمول با فرض 
است  واضح  وجود،  این  با  می شود.  انجام  سامانه  پارامترهای  بودن  قطعی 
در  و  آورد  به دست  قطعی  طور  به  نمی توان  را  تورق  دقیق  موقعیت  که 
مدل سازی تورق نیز میزانی از عدم قطعیت وجود خواهد داشت. بنابراین، به 
دلیل عدم قطعیت های موجود در تیرهای متورق شایسته است از رویکردی 

احتمال اندیشانه برای تجزیه وتحلیل ارتعاشی این نوع سامانه ها بهره جست.
رامو و جانسن ]7[ تیری با مدول یانگ تصادفی را بررسی کرده اند که 
نیروهایي نامعین بر تیر اعمال می شود. در این پژوهش، از روش اجزا محدود 
و میانگین های موضعی پارامترهای تصادفی، برای به دست آوردن پارامترهای 
آزاد یک  ارتعاش   ]8[ ژیاو  و  است. چنگ  استفاده شده  کمانشی  بار  آماری 
اجزا  براساس  الگوریتمی  با  را  بار محوری  پارامترهای تصادفی تحت  با  تیر 
از ترکیب روش های پاسخ  با استفاده  محدود تصادفی بررسی کرده اند. آنها 
سطح، روش اجزا محدود و شبیه سازی مونت کارلو توانستند پاسخ فرکانسی 
تیر را به دست آورند. جانسن و کودا ]9[ مشخصات آماری و احتمالی نیروی 
این  در  آورده اند.  به دست  را  پارامترهای تصادفی  با  کامپوزیتی  تیر  کمانشی 
پارامترهای  برای مدل سازی  پیوسته  از میدان های تصادفی مکان  پژوهش، 
تصادفی استفاده شده است. ایرانی و سازش ]10[ ارتعاشات اتفاقی تیری با 
احتمال  چگالی  تابع  با  ایستا  گسترده  اتفاقی  تحریک  تحت  را  متغیر  مقطع 
گاوسی مورد بررسی قرار داده اند. علیزاده و میردامادی ]11[ ارتعاشات آزاد و 
تجزیه وتحلیل قابلیت اطمینان را برای لوله های حامل سیال مورد بررسی قرار 
دادند. آنها با درنظرگرفتن پارامترهای سازه ای لوله های حامل سیال به عنوان 
احتمال  کارلو  از شبیه سازی مونت  استفاده  با  توانستند  میدان های تصادفی، 

رخداد ناپایداری دیورژانس را به دست آورند.
در این مقاله، با توجه به وجود عدم قطعیت در خواص مکانیکی تیر )مدول 
یانگ( و موقعیت قائم تورق، برای نخستین بار با رویکردی احتمال اندیشانه به 
مطالعۀ ارتعاشات آزاد تیرهای متورق پرداخته می شود. مدل سازی تیر متورق 
براساس نظریۀ کلاسیک تیرها می باشد. در آغاز این تیر را به چهار تیر سالم 
تقسیم کرده که در مرزهای تورق به یکدیگر متصل می باشند. این چهار تیر را 
تیرهای فرعی می نامیم. سپس با استفاده از انرژی های جنبشی و پتانسیل کل 
تیر و روش اجزا محدود، شکل ماتریسی معادلات حرکت به دست می آید. در 
این پژوهش، هر یک از پارامترهای تصادفی به صورت یک میدان تصادفی 
در نظر گرفته می شوند. سپس، با استفاده از دو روش متفاوت گسسته سازی، 
این میدان های تصادفی به منظور به کارگیری بهینه در روش اجزا محدود، به 
بردارهای تصادفی تبدیل می شوند. در نهایت، با استفاده از شبیه سازی مونت 

نظیر  سامانه  آماری  ویژگی های  محدود،  اجزا  روش  با  آن  ترکیب  و  کارلو 
میانگین، انحراف استانده )انحراف استاندارد( و تابع چگالی احتمال بسامدها 
آزاد  ارتعاشات  تحلیل  همچنین،  می شوند.  محاسبه  سامانه  مدهای  و شکل 
تیر مذکور براساس مدهای آزاد و مقید و برای شرایط مرزی گوناگون انجام 

می شود.

فرمول1بندی1یقین1اندیشانه1تیر1متورق-21
h )متر( و عرض  ارتفاع  L )متر(،  تیر متورق به طول  در شکل 1 یک 
b )متر( نشان داده شده است. دستگاه مختصات متناظر با محورهای طولی، 

عرضی و قائم تیر به ترتیب با )z, y, x( درنظر گرفته شده است.

همان طور که در شکل 2 مشخص است، تیر متورق براساس موقعیت 
هندسی          مشخصات  دارای  که  شده  تقسیم  سالم  فرعی  تیر  چهار  به  تورق 
)Li×hi (i=1-4 می باشد که در آن h2 و h3 به ترتیب ضخامت تیرهای 2 و 

3 بوده و h1= h4= h و L2= L3= L - L1 - L4 می باشد.

در این مقاله جهت تحلیل دینامیکی مسأله مذکور از روش اجزا محدود 
استفاده شده است. با توجه به شکل 3، جزء مرتبه بالای درنظر گرفته شده 
دارای سه گره شامل دو گره انتهایی و یک گره میانی می باشد که هر گره نیز 
دارای دو درجه آزادی شامل تغییر مکان قائم )w( و مشتق آن )'w( می باشد.

میدان تغییر مکان جزء را می توان با استفاده از توابع میان یابی هرمیتی 
به صورت زیر به دست آورد:

Fig. 1. Schematic of the beam with a delamination

شکل1:11شماتیکی1از1تیر1با1یک1تورق

Fig. 2. Division of delaminated beam to four intact sub-beam

شکل1:21تقسیم1تیر1متورق1به1چهار1تیر1فرعی1سالم
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 }δ{ و  بوده  جزء  محلی  مختصات  بیانگر   )η=x/Le( متغیر  آن  در  که 
به صورت  هرمیتی  توابع شکل  می باشد. همچنین،  جزء  آزادی  درجه  بردار 

زیر می باشند:
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حال به منظور به دست آوردن ماتریس های جرم و سفتی جزء، انرژی های 
جنبشی و پتانسیل یک جزء تیر را می نویسیم. انرژی جنبشی یک جزء براساس 

نظریۀ کلاسیک به صورت زیر نوشته می شود:
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که در آن:
me : جرم بر واحد سطح )کیلوگرم بر مترمربع(

کاما: مشتق گیری نسبت به متغیر ظاهر شده پس از آن
همچنین، انرژی پتانسیل کرنشی هر جزء به صورت زیر بیان می شود:
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و  جنبشی  انرژی های  در   )1( رابطه  از  جابه جایی  میدان  قراردادن  با 

پتانسیل، ماتریس های جرم و سفتی جزء محاسبه می شوند:

- الف(5)
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)5- ب(  
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که در آن:

- الف(6)
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ماتریس های جرم و سفتی فوق برای هر جزء از تیرهای فرعی 1 تا 4 
تیر فرعی جرم واحد سطح  تنها کافی است برای هر  قابل استفاده است و 
)me( و سفتیe)EI) مختص آن را در رابطه )6( جایگزین کنیم. با استفاده از 
سرهم کردن ماتریس های جرم و سفتی تمامی اجزای تیر، معادلات حرکت 

سامانه به صورت زیر نوشته می شود:
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که در آن }a{ ، }a{ بردار درجات آزادی و شتاب پس از اعمال شرایط 
مرزی تیر اصلی و نیز شرایط پیوستگی در دو انتهای تورق می باشند. قابل 
گره های  فرعی،  تیرهای  بر  حاکم  تغییرمکان  میدان  به  توجه  با  است  ذکر 
واقع شده در مرز تیرهای فرعی 1، 2 و 3 در انتهای سمت چپ تورق و نیز 
گره های واقع شده در مرز تیرهای 2، 3 و 4 در انتهای سمت راست تورق، 
خیز و شیب برابر درنظر گرفته شده که بیانگر شرایط پیوستگی در دو انتهای 

تورق است؛ به عبارت دیگر با توجه به شکل 4 می توان نوشت:

(8)

[ ] [ ] { } { }

( ) ( )

[ ] ( )

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )

2
0

2
2
0

( ( 0

    ,       

cov , ,

 ,     

,

ˆ

,

,

co

,

ˆ

v

cov ,
2

(

c

i j

i i i

c
i i

c c
ij i j x i j

i i

i
i

x i j
ij i j

i

k i j k

m n m

j

o n o

K M a

x X x b X

E b E X x m

B b b B x x

X x d
x b X

d

E X x d
E b m

B x s d d
B

w w w
w w w

X

X

b b

U U U
UU

θ θ θ

θ

ω

θ θ

σ

= = = =

= = =

− =

= = ∈Ω

 = = 

= =

Ω
= = ∈Ω

Ω

Ω  = =
Ω

Ω Ω
= =

Ω

=

Ω

=′
′

∫
∫

∫

∬

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

�

( )

( )

( )

0

22

2
0 1 1

2 2
2 2 3 3

9 3

2L 1

1 ( (

1 ( (

100 , 1 , 1 , 200 10 , 780P 0 /a

(

L

k
l

k k dk
L L

E E a x

h h b

k e

X Z

x

X C

U U U

U U U U

L m h m b m E kg m

γ ρ

ρ

γ γ

γ γ

ρ

−

 = −

=


 

= +

= +

=

+

−

− +

= = = = × =

∫

در ادامه با فرض حرکت هارمونیک )a{=}a0{eiωt{(، خواهیم داشت:
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که در آن:
ω : بسامد سامانه )هرتز(

}a0{ : بردار شکل مد متناظر )متر(

روش  از  می توان  سامانه  آزاد  ارتعاشات  تجزیه وتحلیل  منظور  به  حال 

)الف( جزء

)ب( مختصات محلی جزء
Fig. 3. a) Element, b) Local coordinate of element

Considered element and local coordinate of it

شکل1:31جزء1درنظرگرفته1شده1و1مختصات1محلی1آن

..

Fig. 4. The nodes located at the border of sub-beams

شکل1:41گره1های1واقع1شده1در1مرز1تیرهای1فرعی
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مدل سازی  جهت  که  است  این  ذکر  قابل  نکته  کرد.  استفاده  ویژه  مقادیر 
با  فنرهایی  و3   2 فرعی  تیرهای  بین  آزاد،  و  مقید  مدهای  مدل  براساس 
سفتی k  قرار داده شده که به انرژی پتانسیل کرنشی تیرهای فرعی 2 و 3 
اضافه شده است ]5[؛ به عبارت دیگر بین دو گره متناظر p و q )شکل 4( 
واقع شده بر تیرهای فرعی 2 و 3 فنر الاستیک خطی قرار داده شده است. 
واضح است که مقادیر سفتی صفر و بسیار بالا به ترتیب بیانگر مدهای آزاد 
و مقید می باشند. همچنین جهت روشن شدن بهتر مفهوم بازشوندگی و عدم 
بازشوندگی لایه ها به ترتیب در مدل سازی مدهای آزاد و مقید شکل 5 ترسیم 
از شکل 5-الف مشاهده  آزاد و  از مدل سازی مد  شده است. همان طور که 
می شود دو گره متناظر و نمونه p و q در تیرهای فرعی 2 و 3 دارای دامنه 
و  ارتعاشی  سیکل  نیم  یک  در  بازشوندگی  لذا  و  هستند  متفاوتی  ارتعاشات 
رسوخ در نیم سیکل دیگر روی می دهد. در مقابل در مد مقید دامنه ارتعاشی 
این  بازشوندگی در  پدیده  لذا  بوده و  برابر  با یکدیگر  تیرهای فرعی 2 و 3 
نوع مدل سازی مشاهده نشده و از رسوخ لایه ها نیز در حین حرکت ارتعاشی 

جلوگیری می کند. برای مطالعه بیشتر به مراجع ]5-1[ مراجعه شود.

تجزیه1وتحلیل1احتمال1اندیشانه1تیر1متورق-31
با تصادفی درنظرگرفتن پارامترهای سامانه، نظیر مدول یانگ و ارتفاع 
دیفرانسیل  معادلات  به  متورق  تیر  بر  حاکم  حرکت  معادلات  تورق،  قائم 
تصادفی تبدیل می شوند. برای حل این معادلات ابتدا باید میدان های تصادفی 
را با استفاده از روش های گسسته سازی به بردارهای تصادفی تبدیل کرد و 
محدود  اجزا  روش  با  آن  ترکیب  و  کارلو  مونت  شبیه سازی  روش  با  سپس 

پاسخ های آماری سامانه را به دست آورد.

گسسته سازی میدان های تصادفی- 1- 3
اجزا  معادلات  در  تصادفی  میدان های  آسان تر  به کارگیری  منظور  به 
یک  روش ها  این  در  می شود.  استفاده  گسسته سازی  روش های  از  محدود، 
میدان تصادفی توسط مجموعه ای محدود از متغیرهای تصادفی تقریب زده 
می شود. روش های گسسته سازی میدان های تصادفی را می توان به سه دسته 
بسط  و  میانگین گیری  نقطه ای،  گسسته سازی  روش های  کرد:  تقسیم  کلی 
و  نقطه ای  گسسته سازی  روش های  از  پژوهش،  این  در  سری.  صورت  به 
ارائه  آنها  از  مختصری  توضیح  ادامه  در  که  می شود  استفاده  میانگین گیری 

شده است.
به طور کلی روش های گسسته سازی نقطه ای به گونه ای عمل می کنند 
که مقدار میدان در نقطه خاصی از هر بازه به عنوان مقدار میدان تصادفی 
نقطه  این  انتخاب  برای  متفاوتی  سازوکارهای  می شود.  انتخاب  بازه  آن  در 
خاص وجود دارد که باعث به وجود آمدن روش های مختلفی در این زمینه 
نیز شده است. اگر آن نقطه خاص، نقطه میانی هر بازه در نظر گرفته شود، 
روش مذکور روش گسسته سازی نقطه وسط نامیده می شود که پرکاربردترین 
روش در این زمینه نیز می باشد. در این روش، در آغاز میدان تصادفی بر روی 
یک شبکه گسسته سازی می شود و سپس به منظور توصیف میدان تصادفی، 
xi ، استفاده می شود؛ به عبارتی، 

c از مقدار آن در نقاط میانی هر جزء، یعني
میانی هر جزء  متغیرهای تصادفی  توسط  میدان تصادفی  این روش هر  در 

تخمین زده می شود:
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∫

شایان ذکر است که میانگین و کوواریانس این روش و میدان تصادفی 
اصلی با هم برابر خواهند بود؛ در نتیجه داریم:

(11)
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∫

از  عبارتند  اتفاقی  متغیرهای  میانگین گیری،  در روش گسسته سازی  اما 
انتگرال های وزنی میدان تصادفی بر روی یک دامنه. برای نمونه در روش 
میانگین موضعی، میدان تصادفی توسط یک میدان ثابت تخمین زده می شود 
که این میدان ثابت خود به وسیلۀ میانگین گیری از میدان پیوسته در هر جز   

Ωi محاسبه می شود ]12[:
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∫

بر  آماری مرتبه اول و دوم متغیرهای تصادفی را می توان  گشتاورهاي 
حسب گشتاورهای آماری میدان تصادفی بیان کرد:

)الف( مد آزاد

)ب( مد مقید
Fig. 5. a) Free mode, b) Constrained mode

modeling based on free and constrained modes

شکل1:51مدل1سازی1براساس1مدهای1آزاد1و1مقید
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∫

ونمارک ]12[ عبارتی تحلیلی برای میدان های همگن یک بعدی بر روی 
یک شبکه منظم به دست آورد؛ به عنوان مثال، هم پراش بین دو المان U و 

'U از رابطۀ زیر به دست می آید:

(16)
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که در آن σ انحراف استانده، γ تابع پراش )واریانس( می      باشد و از رابطۀ ∫
زیر به دست می آید:
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∫

همچنین U2 ، U1 ، U0 و U3 بازه هایی هستند که در شکل 6 نمایش 
میدان  گسسته سازی  جهت  مقاله  این  در  که  است  ذکر  قابل  شده اند.  داده 
تصادفی، تعداد اجزای میدان مذکور با تعداد اجزای روش اجزا محدود برابر 

درنظر گرفته شده اند.
و  نقطه-وسط  روش های  توسط  تصادفی  میدان  گسسته سازی  از  پس 
میانگین موضعی، نوبت به تولید میدان تصادفی می رسد تا بتوان با قرار دادن 
آن در معادلات، مسأله تصادفی را تبدیل به یک مسأله قطعی کرد. برای تولید 
یک میدان تصادفی ابتدا یک بردار تصادفی مستقل گاوسی Z با میانگین و 
درایه های  تعداد  تولید می کنیم. همچنین،  استانده مورد نظر مسأله  انحراف 
این بردار تصادفی برابر با تعداد اجزا محدود می باشد. سپس ماتریس هم پراش 
)B( با استفاده از معادله )12( برای روش نقطه-وسط و با استفاده از معادله 
از  استفاده  با  درنهایت  می آید.  به دست  موضعی  میانگین  روش  برای   )16(
تجزیه چولسکی تابع هم پراش می توان بردار وابسته متغیر تصادفی X را به 

صورت زیر به دست آورد:

(18)
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∫

چولسکی  تجزیۀ  از  و  است  مثلثی  پایین  ماتریس  یک   C آن  در  که 
ماتریس هم پراش محاسبه می شود. باید توجه داشت که ماتریس هم پراش، 

ماتریسی مثبت معین می باشد.

روش شبیه سازی مونت کارلو- 2- 3
سامانه  بر  حاکم  معادلات  سامانه،  پارامترهای  درنظرگرفتن  تصادفی  با 
به  مختلفی  روش های  می شود.  تبدیل  تصادفی  دیفرانسیل  معادلات  به  نیز 

منظور حل معادلات دیفرانسیل تصادفی ارائه شده است که یکی از آنها روش 
روش  از  کامل  و  ساده  تعریفی  به عنوان  می باشد.  کارلو  مونت  شبیه سازی 
شبیه سازی مونت-کارلو، می توان این روش را به آزمایشگاهی مجازی تشبیه 
کرد که امکان انجام تعداد دلخواهی از آزمایش را بدون هزینه برای محقق 
فراهم می نماید. در واقع این روش یک مسألۀ احتمالاتی را به یک مسألۀ 
پاسخ های  آوردن  به دست  این روش  مزیت  بارزترین  تبدیل می کند.  آماری 

دقیق با استفاده از شمار زیادی شبیه سازی، برای تمامی مسائلی است.

محاسباتی  هزینۀ  که  هرچند  می باشد.  مشخص  آنها  قطعی  پاسخ  که 
این روش در برخی مسائل بسیار بالاست. در این روش، ابتدا با استفاده از 
روش های گسسته سازی و با توجه به تابع همبستگی پارامترهای تصادفی، 
هریک از میدان های تصادفی به متغیرهای تصادفی وابسته تبدیل می شوند. 
سپس، هر یک از این متغیرهای تصادفی تولید شده به یکی از اجزا تخصیص 
داده می شود و به کمک روش اجزا محدود می توان یک معادله دیفرانسیل 
میدان های  تولید  و  بالا  روند  تکرار  آورد.  به دست  )قطعی(  متقن  پاره ای 
تصادفی جدید به معادلات دیفرانسیل قطعی دیگری ختم می شود. با به دست 
آوردن پاسخ هریک از این معادلات دیفرانسیل متقن و انجام تجزیه وتحلیل 
آماری و احتمالی بر روی این نتایج می توان به پاسخ های آماری سامانه از 
قبیل میانگین، انحراف استانده و تابع چگالی احتمال دست یافت. در روش 
و  استانده  انحراف   σ آن  در  که  مي باشد،   σ/√N با  برابر  خطا  کارلو،  مونت 
N تعداد نمونه های مورد نیاز برای شبیه سازی می باشد. آشکارا هرچه شمار 
نمونه های شبیه سازی بیشتر باشد، این روش دارای خطای کمتری می باشد؛ 
اما از سوي دیگر، هزینۀ محاسباتی ناشی از افزایش شمار شبیه سازی ها باید 

درنظر گرفته شود.

Fig. 6. Definition of the distances used in the covariance relation be-
tween local averages [12]

شکل1:61بازه1هاي1تعریف1شده1در1رابطۀ1کوواریانس1بین1میانگین1های1
موضعی1]12[
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نتایج1شبیه1سازی-41
به منظور راستی آزمایی روش، در آغاز به حل معادلات دیفرانسیل قطعی 
حاکم بر سامانه پرداخته می شود و نتایج فرکانسی به دست آمده با کارهای 
نظیر  سامانه  پارامترهای  درنظرگرفتن  با  سپس،  می شود.  مقایسه  دیگران 
مدول یانگ و ارتفاع قائم تورق به عنوان میدان های تصادفی، تأثیر اتفاقی 
بودن این پارامترها بر روی سامانه ارزیابی می شود. در این مقاله، پاسخ های 
سامانه برای شرایط تکیه گاهی مختلف مانند تیر با تکیه گاه ساده، تیر یک سر 
درگیر و تیر دو سر گیردار به دست آمده است. همچنین ارتعاشات آزاد سامانه 

برمبنای مدهای آزاد و مقید انجام شده است.

پاسخ معادلات دیفرانسیل متقن- 1- 4
جهت بررسی صحت و سقم روابط و برنامه های نوشته شده، بسامدهای 
است.  شده  مقایسه   ]2[ مرجع  در  شده  داده  خواص  با  تیر  دوم  و  اول  مد 

همان طور که جدول 1 و جدول 2 پیداست نتایج به دست آمده با نتایج ارائه 
شده توسط مرجع ]2[ کاملًا هم خوانی دارد.

پاسخ معادلات دیفرانسیل تصادفی- 2- 4
بررسی  به  نوبت  شده،  پیاده  روش  از صحت  اطمینان  حصول  از  پس 
این  نیز گفته شد، در  پیشتر  با دیدگاه تصادفی است. همان طور که  سامانه 
پژوهش پارامترهای مدول یانگ و ارتفاع قائم تورق به صورت میدان های 

تصادفی مدل سازی می شوند که می توان آنها را به صورت زیر تعریف کرد:
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که در آن ها E و h2 به ترتیب مقدارهای میانگین مدول یانگ و ارتفاع 

مقاله1حاضر مد1دوم1)هرتز(1]2[ مد1اول1)هرتز(1]2[ پارامترهای1تورق نمونه

مد1دوم مد1اول تحلیلی تجربی تحلیلی تجربی Ld(mm) L1(mm) L(mm) شماره

210/73 33/62 212/53 209/9 33/90 33/7 0 - 200 1
135/85 21/51 138/1 136/2 22/04 21/8 14 138/5 250 2
134/88 21/35 137/01 135/9 21/86 21/8 61/5 118/25 250 3
209/9 33/4 211/34 208/7 33/63 33/2 42/5 74/75 200 4
246/89 39/65 248/65 247/4 40 40/1 73/5 47/25 180 5
274/1 46/37 273/29 274/2 46/49 46/1 73/5 32/5 165 6
300/59 56/53 306/35 299/5 57/72 55 61/5 18/25 150 7

h2/h=1/21جدول1:11مقایسه1نتایج1فرکانسی1برای1مدهای1اول1و1دوم1تیر1یک1سر1گیردار1با1تورق1در1صفحه1میانی
Table 1. Comparison the first and second modes of frequency results for cantilevered beam with delamination in mid-plane (h2  ⁄ h=1/2)

مقاله1حاضر مد1دوم1)هرتز(1]2[ مد1اول1)هرتز(1]2[ پارامترهای1تورق نمونه

مد1دوم مد1اول مد1آزاد مد1مقید تجربی مد1آزاد مد1مقید تجربی Ld(mm) L1(mm) L(mm) شماره

170/29 31/11 159/86 176/46 172/1 32/26 32/37 31/6 153/5 19/25 240 1
252/76 40/02 251/85 258/62 247/9 40/61 40/62 40/4 104 66 220 2
367/14 62/83 326/3 351/8 378/4 63/65 63/67 61/9 104 16 170 3
231/49 38/49 219/97 236/85 233/7 38/5 38/53 38/2 133 72 225 4
337/04 56/51 248/96 346/5 339/3 57/97 58/06 56/9 133 22 175 5
292/03 46/41 260/88 297/06 291 47/18 47/21 46/6 122 45 200 6
230/4 39/43 223/13 243/66 237/9 39/54 39/57 40/1 134 71 225 7
354/38 59/3 247/87 354/17 358/6 59/48 59/57 60/6 134 21 175 8

h2/h=1/31جدول1:21مقایسه1نتایج1فرکانسی1برای1مدهای1اول1و1دوم1تیر1یک1سر1گیردار1با1تورق1در
Table 2. Comparison the first and second modes of frequency results for cantilevered beam with delamination in mid-plane (h2  ⁄ h=1/3)

_ _



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 4، سال 1396، صفحه 731 تا 742

737

پیوسته  و  تصادفی  میدان  دو   b(x( و   a(x( همچنین  می باشند.  تورق  قائم 
مستقل تک متغیره  گاوسی می باشند که میانگین آنها برابر صفر و انحراف 
استانده  هر یک از این میدان ها، به ترتیب برابر 0/1 و 0/05 فرض می شود؛ 
همچنین مقادیر طول، ارتفاع، عرض، چگالی و میانگین مدول یانگ تیر به 

ترتیب در زیر داده شده است:
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مدول  پارامترهای  برای  تصادفی  میدان های  از  نمونه  7 یک  در شکل 
یانگ و ارتفاع قائم تورق ترسیم شده است.

شایان ذکر است که تورق به صورت مرکزی )L1=L4( درنظر گرفته شده 
است. از طرفی، تابع همبستگی میدان های )a(x و )b(x به صورت نمایی 
فرض می شود؛ زیرا به خوبی می تواند شرایط مسائل مهندسی را برای یک 
میدان تصادفی لحاظ کند )شکل 8( و همچنین در بسیاری از مقالات علمی 
منظور  به  تابع  این  از   )]13[ مرجع  در  مثال  عنوان  )به  مهندسی  زمینۀ  در 

توصیف میدان تصادفی استفاده شده است:
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که در آن k بازۀ بین دو نقطه و l طول همبستگی می باشد. از طرفی 
میدان  شود،  انتخاب  بزرگتری  عدد  همبستگی  طول  که  هرچه  می دانیم 
تصادفی بیشتر شبیه به یک متغیر تصادفی عمل می کند؛ لذا در این مقاله 
تجزیه وتحلیل  برای  است.  شده  فرض  پنج  مقدار  برابر  همبستگی  طول 
احتمال اندیشانه و به دست آوردن پاسخ های آماری سامانه، از شبیه سازی هاي 
هر  از  همچنین،  می شود.  استفاده  شبیه سازی  حلقه  هزار  ده  با  کارلو  مونت 
دو روش گسسته سازی نقطه-وسط و میانگین موضعی برای گسسته سازی 
روش  بودن  دقیق تر  دلیل  به  البته  می شود.  استفاده  تصادفی  میدان های 
گسسته سازی  برای  روش  این  از  بیشتر  موضعی،  میانگین  گسسته سازی 
بهتر  مشاهده  منظور  به  طرفی  از  است.  شده  استفاده  تصادفی  میدان های 
تفاوت بین مدهای آزاد و مقید، از مقادیر مختلف برای طول و ارتفاع قائم 

تورق استفاده شده است.

میانگین بسامدها- 1- 2- 4
میانگین بسامد مدهای اول و دوم تیر متورق با شرایط مرزی مختلف و 
روش گسسته سازی میانگین موضعی در جدول 3 ارائه شده است. تورق در 
صفحه میانی تیر درنظرگرفته شده است. قابل ذکر است منظور از مد اول 
قطعی این است که تمامی پارمترهای سامانه به صورت قطعی درنظرگرفته 
شوند. همچنین به منظور مقایسۀ مناسب نتایج حالت های قطعی و تصادفی، 
مقدار میانگین پارامترهای تصادفی با مقادیر قطعی برابر درنظر گرفته شده اند. 
همان طور که مشخص است مقادیر میانگین بسامدها تفاوت چندانی با حالت 
h2 در معادلات 

قطعی ندارد و همین تفاوت اندک نیز به دلیل حضور عبارت 3
)وجود ممان اینرسی I در معادله 6-ب( می باشد؛ زیرا برای محاسبه میانگین 
معادله  به  توجه  با  از طرفی  کرد.  استفاده  ریاضی  امید  تابع  از  باید  پاسخ ها 
 ،)6 )معادلات  مرتبط  محدود  اجزا  معادلات  و   )7 )معادله  مسأله  بر  حاکم 
مدول یانگ به صورت خطی در معادلات ظاهر می شود؛ لذا امید ریاضی آن 
برابر مقدار میانگین آن می باشد؛ اما ارتفاع قائم تورق به صورت توان 3 در 
معادلات سامانه ظاهر می شود )ممان اینرسی در معادله 6-ب( که دیگر امید 
ریاضی آن برابر خود میانگین این پارامتر نمی باشد که این اختلاف باعث به 

)الف( مدول یانگ

)ب( ارتفاع قائم تورق
Fig. 7. a) Modulus of Elasticity, b) Height of the delamination

one sample of random field for modulus of elasticity and height of the 
delamination as stochastic parameters

شکل1:71یک1نمونه1از1میدان1تصادفی1برای1پارامترهای1تصادفی1مدول1
یانگ1و1ارتفاع1قائم1تورق

Fig. 8. Exponential correlation function

شکل1:81تابع1همبستگی1نمایی
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وجود آمدن تفاوتی اندک میان بسامدهای قطعی و مقدار میانگین بسامد مد 
اول در جدول 3 شده است. نکته حائز اهمیت دیگر آن است که با توجه به 
اینکه تورق دارای طول کوتاهی بوده و همچنین در صفحه میانی تیر واقع 
شده است در نتیجه میانگین بسامدهای پیش بینی شده براساس مدهای آزاد 
و مقید تقریباً یکسان می باشد. همان طور که از مدل سازی مدهای آزاد و مقید 
می توان دریافت تفاوت بین بسامدهای پیش بینی شده توسط این دو مدل، 
مبنایی جهت تشخیص بازشوندگی تیرهای فرعی 2 و 3 و نیز شدت آن در 
حین حرکت ارتعاشی می باشد؛ درنتیجه در این حالت بازشوندگی قابل توجهی 
در تیر متورق روی نمی دهد؛ همچنین با توجه به نتایج ارائه شده، مدهای 

آزاد و مقید به ترتیب حدود پایین و بالای میانگین بسامد را ارائه می دهند.
در جدول 4 میانگین بسامد مدهای اول و دوم برای تیر یک سر گیردار و 
با دو روش گسسته سازی نقطه-وسط و میانگین موضعی و همچنین دو مقدار 
مختلف برای پارامترهای تورق ارائه شده است. همان طور که مشخص است 
با ازدیاد طول تورق و کاهش ارتفاع تورق در تیر فرعی 2، تفاوت بین مقادیر 
نشان دهنده  که  یافته  افزایش  مقید  و  آزاد  مدهای  براساس  بسامد  میانگین 
بازشوندگی تیرهای فرعی 2 و 3 در حین حرکت ارتعاشی می باشد. همچنین 
اختلاف کمی میان بسامدهای حاصل از روش گسسته سازی نقطه-وسط و 
میانگین موضعی وجود دارد. با توجه به ماهیت این دو روش، می توان گفت 
با افزایش تعداد شبیه سازی های  که روش میانگین موضعی دقیق تر بوده و 

مونت کارلو نتایج حاصل از این دو روش به یکدیگر میل می کنند.

انحراف استانده بسامدها- 2- 2- 4
مرزی  شرایط  برای  سامانه  دوم  و  اول  مدهای  بسامد  استانده  انحراف 

مختلف و روش گسسته سازی میانگین موضعی در جدول 5 ارائه شده است. 
همان طور که از این جدول مشخص است مقدار انحراف استانده برای مدهای 
بازشوندگی  پدیده  وجود  عدم  نشان دهنده  که  می باشند  برابر  مقید  و  آزاد 
لایه های بالا و پایین تورق در تیر متورق می باشد. از طرفی مقدار انحراف 
استانده برای تیر دو سر گیردار و تیر یک سر گیردار به ترتیب دارای بیشترین 

و کمترین مقدار می باشد.
در جدول 6 انحراف استانده بسامد مدهای اول و دوم برای تیر یک سر 
گیردار و با دو روش گسسته سازی نقطه-وسط و میانگین موضعی و همچنین 
دو مقدار مختلف برای پارامترهای تورق ارائه شده است. قابل ذکر است که 
در  مقید یکسان می باشد. همان طور که  و  آزاد  نتایج مدهای  این حالت  در 
مرجع ]13[ پیش بینی شده است روش گسسته سازی نقطه-وسط از کرانه بالا 
و روش گسسته سازی میانگین موضعی از کرانه پایین به مقدار عددي پراش 
میدان تصادفی در هر جزء میل می کند. با توجه به نتایج به دست آمده در این 
پژوهش، مقدار انحراف استانده برای روش میانگین موضعی کمتر از روش 
نقطه-وسط می باشد که در انطباق کامل با مرجع ]13[ می باشد؛ به عبارتی، 
بسامدهای  استانده  انحراف  مقدار  برای  بازه  یک  روش،  دو  این  کمک  به 
توسط روش گسسته سازی  بازه  این  پایین  به دست می آید که کران  سامانه 
میانگین موضعی و کران بالای آن توسط روش گسسته سازی نقطه-وسط 
مشخص می شود. همچنین، با توجه به جدول مذکور می توان گفت که مقادیر 
استانده بسامدها  انحراف  بر  تاثیر زیادی  ارتفاع تورق  برای طول و  مختلف 

یک1سر1گیردار دو1سر1گیردار تکیه1گاه1ساده

مقید آزاد مقید آزاد مقید آزاد

0/451 0/451 2/661 2/661 0/980 0/980 مد اول قطعی
0/449 0/448 2/650 2/645 0/972 0/972 میانگین مد اول
2/33 2/321 8/153 8/139 5/347 5/347 میانگین مد دوم

(h2=0.5h ، L2=0.2L)1جدول1:31میانگین1بسامد1مدهای1اول1و1دوم
Table 3. Mean values of first and second modes frequencies (h2=0.5h, L2=0.2L)

_

میانگین1موضعی
L2=0.8L
h2=0.2L

نقطه-وسط
L2=0.2L
h2=0.5L

میانگین1موضعی
L2=0.2L
h2=0.5L

مقید آزاد مقید آزاد مقید آزاد

0/404 0/402 0/45 0/449 0/449 0/448 میانگین مد اول
2/486 2/032 2/332 2/325 2/33 2/321 میانگین مد دوم

جدول1:41میانگین1بسامد1مدهای1اول1و1دوم1برای1پارامترهای1مختلف1تورق
Table 4. Mean values of first and second modes frequencies for

different delamination parameters

___

یک1سر1گیردار دو1سر1گیردار تکیه1گاه1ساده

مقید آزاد مقید آزاد مقید آزاد

0/005 0/005 0/028 0/028 0/012 0/012  انحراف استانده
مد اول

0/028 0/027 0/077 0/077 0/047 0/047
 انحراف استانده

مد دوم

(h2=0.5h ، L2=0.2L)1جدول1:51انحراف1استانده1بسامد1مدهای1اول1و1دوم
Table 5. Standard deviation of first and second modes frequency 

(h2=0.5h, L2=0.2L)

_

میانگین1موضعی
L2=0.8L
h2=0.2L

نقطه-وسط
L2=0.2L
h2=0.5L

میانگین1موضعی
L2=0.2L
h2=0.5L

0/005 0/007 0/005  انحراف استانده
مد اول

0/025 0/04 0/027
 انحراف استانده

مد دوم

___

جدول1:61انحراف1استانده1بسامد1مدهای1اول1و1دوم1برای1پارامترهای1
مختلف1تورق1)نتایج1برابر1برای1مدهای1آزاد1و1مقید(

Table 6. Standard deviation of first and second modes frequency for differ-
ent delamination parameters (equal results for free and constrained modes)
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ندارد؛ هرچند که تأثیر قابل توجهی بر مقدار میانگین بسامدها دارد )به جدول 
4 مراجعه شود(.

تابع چگالی احتمال بسامدها- 3- 2- 4
تابع چگالی احتمال به تابعی گفته می شود که توزیع آماری یک متغیر 
تصادفي را به فرم نقطه اي نمایش دهد. در شکل 9- الف و شکل 9- ب 
تابع چگالی احتمال بسامد مدهای آزاد اول و دوم برای تیر یک سر درگیر با 
پارامترهای تورق )L2=0.2L ، h2=0.5h( نشان داده شده است. همان طور 
که از این شکل ها پیداست به دلیل گاوسی فرض کردن میدان های تصادفی 
سامانه، تابع چگالی احتمال بسامدهای مختلف شکل زنگوله ای خود را حفظ 

می کنند.

میانگین و انحراف استانده شکل مد اول سامانه- 4- 2- 4
میانگین و انحراف استانده شکل مد اول تیر یک سر گیردار براساس مد 

آزاد و با پارامترهای تورق )L2=0.2L ، h2=0.5h( به ترتیب در شکل 10 
)الف( و شکل 10 )ب( نشان داده شده است. همان طور که مشاهده می شود 
تیر،  میانی  صفحه  در  شده  واقع  نیز  و  کوتاه  طول  با  تورق  وجود  به دلیل 
بازشوندگی لایه ها مشاهده نشده است؛ به عبارت دیگر تیرهای فرعی 2 و 3 

دارای دامنه ارتعاشی برابر می باشند.

حال به منظور بررسی تأثیر پارامترهای تورق بر شکل مدهای سامانه و 
نیز وجود پدیده بازشوندگی بین تیرهای فرعی 2 و 3 در حین حرکت ارتعاشی، 
میانگین و انحراف استانده شکل مد اول تیر یک سر گیردار براساس مد آزاد 
در حالت )L2=0.8L ، h2=0.2h( به ترتیب در شکل 11 )الف( و شکل 11 
با افزایش طول  از این شکل پیداست،  )ب( رسم شده است. همان طور که 
تورق و نیز نزدیکی آن به سطح آزاد با کاهش ارتفاع آن، می توان به وضوح 

بازشوندگی تورق را مشاهده کرد.
از طرفی، این بازشوندگی بر روی انحراف استانده نیز تأثیر زیادی داشته 
و همان طور که مشخص است بین مقدار انحراف استانده برای شکل مد تیر 
فرعی شماره 2 و تیر فرعی شماره 3 تفاوت زیادی وجود دارد. این بازشوندگی 
باعث می شود که مقدار میانگین لایه های 2 و 3 متفاوت از یکدیگر باشند. از 
طرفی، می دانیم که مقدار انحراف استانده برای هر پارامتر به مقدار میانگین 

_

)الف( مد اول

)ب( مد دوم
Fig. 9. a) First mode, b) second mode

Probability density functions of cantilevered beam for first and second 
modes in (h2=0.5h, L2=0.2L)

شکل1:91تابع1چگالی1احتمال1برای1مدهای1اول1و1دوم1تیر1یک1سرگیردار1در1
(h2=0.5h ، L2=0.2L)1حالت
_

_

)الف( میانگین شکل مد اول

)ب( انحراف استانده مد اول
Fig. 10. a) Mean value of first mode shape, b) Standard deviation of 

second mode shape
Mean value and standard deviation of first mode shape for cantilevered 

beam with delamination parameters (h2=0.5h, L2=0.2L)

شکل1:101میانگین1و1انحراف1استانده1شکل1مد1اول1برای1تیر1یک1سر1
(h2=0.5h ، L2=0.2L)1گیردار1با1پارامترهای1تورق
_

_
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آن نیز وابسته است؛ بنابراین تفاوت میان میانگین های مد اول لایه های 2 
البته  و 3 باعث به وجود آمدن تفاوت بین انحراف استانده آنها نیز می شود. 
مقدار  که  زمانی  که  دریافت  می توان  نیز   10 شکل  نمودارهای  مشاهدۀ  با 
میانگین لایه های 2 و 3 با یکدیگر برابر باشد انحراف استاندۀ این لایه ها نیز 
با یکدیگر برابر می باشند که در واقع بیانگر این است که بازشوندگی تیرهای 

واقع شده در منطقه تورق رخ نمی دهد.

تأثیر انحراف استانده پارامترهای ورودی بر روی پاسخ ها- 5- 2- 4
در  گیردار  یک سر  تیر  اول  آزاد  مد  بسامد  استانده  انحراف  و  میانگین 
حالت L2=0.8L ، h2=0.2h برای مقادیر مختلف انحراف استانده پارامترهای 

ورودی در جدول 7 ارائه شده است. همان طور که مشخص است با افزایش 
انحراف استانده پارامترهای ورودی، میانگین بسامد مد اول کاهش می یابد 
و از طرفی انحراف استانده بسامد مد اول افزایش می یابد که امری بدیهی 
است. نکته قابل ذکر انتهایی این است که هدف نویسندگان در مقاله حاضر 
ارائه استراتژی جهت تعیین مشخصه های ارتعاشات اتفاقی سازه های معیوب 
بوده و در نتیجه مسأله ساده ای جهت میل به هدف درنظر گرفته شده است. 
در به کارگیری عملی مسأله حاضر باید مسأله های پیچیده تری را مورد تحلیل 
قرار داد. علاوه بر آن از اهداف نویسندگان در آینده جهت کاربردی کردن 
مسأله مذکور و با عنایت به پاسخ ارتعاشات اتفاقی تیر متورق در مقاله حاضر، 

پیش بینی موقعیت تورق در سازه می باشد.

نتیجه1گیری-51
به کارگیری  با  متورق  تیر  تصادفی  ارتعاشات  مشخصات  مقاله  این  در 
روش اجزا محدود به همراه روش مونت کارلو ارائه شده است. در آغاز با توجه 
به مکان تورق، تیر متورق به چهار تیر فرعی سالم تقسیم شده که در مرزهای 
پتانسیل و  انرژی های  از  با استفاده  تورق به یکدیگر متصل شده اند. سپس 
سامانه  سفتی  و  جرم  ماتریس های  محدود،  اجزا  روش  و  تیر  کل  جنبشی 
به دست آمده اند. از طرفی به دلیل حضور عدم قطعیت ذاتی در پارامترهای 
سازه و تورق نظیر مدول یانگ و ارتفاع قائم تورق، این پارامترها به عنوان 
روش های  از  استفاده  با  ادامه  در  شده اند.  مدل سازی  تصادفی  میدان های 
به  تصادفی  میدان های  این  موضعی،  میانگین  و  نقطه-وسط  گسسته سازی 
بر  پارامترهای تصادفی مذکور  اثر  تبدیل شده اند. سپس  بردارهای تصادفی 
مقادیر فرکانسی و همچنین شکل مدهای سامانه بررسی شده و نتایج زیر 

به دست آمده است:
مقدار  پارامترهای تصادفی،  استانده  انحراف  بودن  اندک  دلیل  به   •
میانگین بسامدهای مد اول و دوم برای حالت تورق میانی با طول 
در حالت قطعی می باشد.  بسامدها  این  مقادیر  با  برابر  تقریباً  کم 
با  تورق  برای حالت  اول  بسامد مد  میانگین  درصورتی که مقدار 
حالت  با  زیادی  نسبتاً  تفاوت  آزاد  سطح  به  نزدیک  و  زیاد  طول 

قطعی دارد.
میانگین  مقادیر  تفاوت  تورق،  ارتفاع  کاهش  و  طول  افزایش  با   •

فرکانسی براساس مدهای آزاد و مقید افزایش می یابد.

)الف( میانگین مد اول

)ب( انحراف استانده مد اول
Fig. 11. a) Mean value of first mode shape, b) Standard deviation of 

second mode shape
Mean value and standard deviation of first mode shape for cantilevered 

beam with delamination parameters (h2=0.2h, L2=0.8L)

شکل1:111میانگین1و1انحراف1استانده1شکل1مد1اول1برای1تیر1یک1سر1
(h2=0.2h ، L2=0.8L)1گیردار1با1پارامترهای1تورق
_

_

σE= 0/2
σh2

=0/1
σE= 0/15
σh2

=0/075
σE= 0/1
σh2

=0/05
σE= 0/05
σh2

=0/025

0/3946 0/3990 0/402 0/4036 مقدار میانگین
0/0103 0/007 0/005 0/0022 انحراف استانده

جدول1:71تأثیر1انحراف1استانده1پارامترهای1ورودی1بر1روی1پاسخ1های1
)h2=0.5h ، L2=0.2L(1فرکانسی1مد1آزاد1اول1تیر1یک1سر1گیردار1در1حالت

Table 7. The effect of input parameters standard deviation on the frequency 
response of the first free mode of a cantilevered beam in (h2=0.5h, L2=0.2L)

_
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و  آزاد  براساس مدهای  بسامدهای سامانه  استانده  انحراف  مقدار   •
مقید با یکدیگر برابر می باشد.

مقدار انحراف استانده بسامدهای سامانه برای روش گسسته سازی   •
نقطه-وسط، بیشتر از مقادیر متناظر آنها برای روش گسسته سازی 

میانگین موضعی می باشد.
مقادیر مختلف طول و ارتفاع تورق تأثیر قابل توجهی بر انحراف   •
استانده بسامدها نداشته در حالی که تأثیر زیادی بر مقدار میانگین 

بسامدها دارد.
تابع  سامانه،  تصادفی  میدان های  کردن  فرض  گاوسی  دلیل  به   •
چگالی احتمال بسامدهای مختلف شکل زنگوله ای خود را حفظ 

می کنند.
بازشوندگی  می توان  آن  ارتفاع  کاهش  و  تورق  طول  افزایش  با   •

تورق را در میانگین شکل مد اول تیر مشاهده کرد.
اول،  مد  میانگین شکل  روی  بر  تأثیر  دلیل  به  تورق  بازشوندگی   •

تأثیر زیادی بر روی انحراف استانده شکل مد اول نیز دارد.
با افزایش انحراف استانده پارامترهای ورودی، میانگین بسامد مد   •
اول  مد  بسامد  استانده  انحراف  طرفی  از  و  می یابد  کاهش  اول 

افزایش می یابد.

فهرست1علائم
یک میدان تصادفی گاوسی a(x(

m ،بردار شکل مد متناظر }a0{

ماتریس هم پراش Bij

m ،عرض تیر b

یک میدان تصادفی گاوسی b(x(

تجزیه چولسکی ماتریس هم پراش C

Pa ،مدول یانگ E

Pa ،مقدار میانگین مدول یانگ E

m ،ارتفاع تیر h

m ،2 ضخامت تیر h2

 m ،2 مقدار میانگین ضخامت تیر h2

 m ،3 ضخامت تیر h3

m4 ،ممان اینرسی I

ماتریس سفتی [K]

m ،طول تیر L

m ،طول همبستگی l

ماتریس جرم [M]

میانگین میدان تصادفی m

kg/m2 ،جرم بر واحد سطح me

تعداد شبیه سازی های مونت کارلو N

N.m ،انرژی جنبشی T

N.m ،انرژی پتانسیل U

m ،تغییر مکان قائم تیر w

یک میدان تصادفی X

علائم1یونانی

تابع پراش γ

بردار درجه آزادی جزء }δ{

مختصات محلی جزء η

تابع همبستگی ρ
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