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تحلیل ناپایداری فلاتر بال های دارای زاویه پس گرایی با استفاده از معادلات کاملًا ذاتی
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چکیده: در این مقاله مطالعه اثر زاویه پس گرایی بر ناپایداری دینامیکی بال هواپیما با الگوی سازه ای منتج از معادلات هندسه 
دقیق کاملًا ذاتی هدف گذاری شده است. با توجه به عدم وجود آثار زاویه پس گرایی در ساختار این معادلات، توسعه معادلات 
مذکور جهت انجام این تحلیل از جنبه های نوآوری مقاله حاضر به شمار می رود. معادلات هندسه دقیق کاملًا ذاتی فقط شامل 
نیروها، گشتاورها، سرعت های خطی و زاویه ای می شوند و در این معادلات تغییر مکان ها و دوران ها به صورت صریح ظاهر 
از مزایای مهم این نوع معادلات، مدل سازی کامل و بدون فرض ساده کننده در تغییر شکل های  نمی شوند. به همین دلیل 
ناپایداری سیستم آیروالاستیک مذکور،  بنابراین پیچیدگی کم تر است. به منظور تعیین وضعیت  بزرگ، درجه غیرخطی کم  و 
ابتدا معادلات غیرخطی حاکم به کمک روش تفاضلات محدود مرکزی گسسته و سپس حول حالت تعادل استاتیکی آن خطی 
سازی شده است. در نهایت با استفاده از حل مقادیر ویژه، پایداری سیستم به  ازای سرعت ها و پارامترهای مختلف مورد بررسی 
واقع شده است. ارزیابی و دقت نتایج به دست آمده، از طریق مقایسه با نتایج موجود در پیشینه تحقیقات بررسی شده است. در 
انتها مشخص گردید که استفاده از معادلات هندسه دقیق کاملًا ذاتی، ناپایداری بال های دارای زاویه پس گرایی را با دقت خوبی 

شبیه سازی می کند.
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مقدمه-11
زمینۀ  در  سیال  و  سازه  برهم کنش  از  ناشی  که  فلاتر  ناپایداری 
آیروالاستیسیته دینامیکی است، به عنوان پدیده ای مهم در طراحی و تحلیل 
از طریق سیال  انرژی  سازه های هوایی شناخته می شود. در حالی که منبع 
افزایش  این  و  افزایش می یابد  ارتعاش وسیلۀ هوایی  دامنه  فراهم می شود، 
اتصالات  شدن  شکسته  بال،  گسیختگی  موجب  می تواند  ارتعاشی  دامنه 
موتور، ناکارآمدی هواپیما و به مخاطره افتادن جان مسافران شود. لذا بررسی 
ناپایداری فلاتر امری مهم و هدف از بررسی ناپایداری فلاتر، یافتن سرعت 

بحرانی فلاتر است.
مدل های تیر مختلفی جهت تحلیل سازه یک بال وجود دارد. فرضیات 
منجر به محدودیت ، پیچیدگی و کاهش  مورد استفاده در این مدل ها اکثراً 
دقت حل می شوند. از جمله این مدل ها می توان به مدل تیر هاجز – داول1 
خطی  غیر  دینامیکی  معادلات  داول  و  هاجز   1974 سال  در  کرد.  اشاره 
الاستیک حاکم بر پره بدون لولا را با در نظر گرفتن آثار غیرخطی هندسی 
درجه دو به دست آوردند ]1[. معادلات هاجز – داول امکان بررسی تداخل 
بین حرکت های خمشی و پیچشی را برای تیری لاغر، همگن و همسانگرد 
طریق  از  غیرخطی  آثار  که  می کنند  فراهم  مقطع  سطح  اعوجاج2  بدون  و 
نظریه های  از  می شوند.  مسأله  رابطه بندی  وارد  تغییرمکان   – کرنش  رابطه 

1 Hodges - Dowell
2 warping
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غیرخطی دیگری که در این زمینه و برای تیرهای یک سر درگیر استفاده 
می شود، می توان به نظریه ای که در سال 1978 توسط گلیم3 و کرسپو4 ارائه 
شد و به معادلات کرسپو معروف هستند، اشاره کرد ]2[. این معادلات برای 
تغییر مکان های بزرگ مناسب هستند و آثار غیرخطی را تا درجه سه درنظر 

می گیرند.
علاوه بر مدل های تیر موجود که بیشتر برحسب درجات آزادی جابه جایی 
شده اند  داده  توسعه  تنش  برحسب  که  تیرهایی  نظریۀ  از  می توان  هستند، 
را  معادلاتی  مجموعه  و  هستند  دقیق  هندسی  لحاظ  از  که  نمود  استفاده 
در  و  نمی شوند  نیز  دوران  و  مکان  تغییر  شامل  حتی  که  می دهند  تشکیل 
می شوند،  وابسته  دوران  متغیرهای  به  معمولًا  که  بالا  مرتبه  غیرخطی های 
نظریه ها  از  دسته  این  از  می کنند.  مدل سازی  را  مسأله  مشکلی  هیچ  بدون 

می توان به نظریۀ تیر هندسه دقیق کاملًا ذاتی5 اشاره نمود.
شکل معادلات ذاتی هندسه دقیق برای تیرها به کیرشهف6 و کلبش7 و 
قبل از 1944 باز می گردد ]3[. کشش، پیچش و خمش، در سال 1973 توسط 
ریسنر8 به تغییر شکل برش عرضی گسترش یافتند ]4[. هگمایر9 و نیر10 در 

3 Glym
4 Crespo
5 Fully Intrinsic Equations
6 Kirchhoff
7 Clebsch
8 Reissner
9 Hegemier
10 Nair
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سال 1977 روابط ابتدایی به دست آمده برای معادلات کاملًا ذاتی را از لحاظ 
دینامیکی گسترش دادند ]5[. سپس بررسی اعوجاج به وسیلۀ معادلات کاملًا 
ذاتی ضروری بود. لذا هاجز در سال 1990 فرمول بندی مختلط تغییرپذیری 
را برای این معادلات ارائه داد. همچنین هاجز، شانگ1 و سسنیک2 در سال 
کامپوزیتی  تیرهای  برای  ذاتی  کاملًا  معادلات  محدود  اجزا  حل  به   1996
را می توان منحصر  این زمان  تا  انجام شده  پرداختند ]6[. کارهای  انحنادار 
تحقیقات   2000 سال  از  دانست.  ذاتی  کاملًا  معادلات  روابط  گسترش  به 
گسترده ای در ترکیب معادلات کاملًا ذاتی با آیرودینامیک خطی و غیرخطی 

)تحلیل آیروالاستیک( آغاز شد.
در سال 2006 پتیل3 و هاجز دینامیک پرواز بال های پرنده انعطاف پذیر را 
با استفاده از معادلات کاملًا ذاتی مورد بررسی قرار دادند ]7[. در سال 2009 
چانگ و هاجز ناپایداری و ارتعاشات آزاد تیرهای دارای انحنا را با استفاده از 
معادلات کاملًا ذاتی بررسی کردند ]8[. در همان سال ستوده و هاجز، تریم 
و پایداری را در آیروالاستیک هواپیمای هیل4 با استفاده از معادلات مذکور 
مورد  را  مفصلی  بال های  آیروالاستیک  همچنین  و  داده  قرار  مطالعه  مورد 

تحلیل قرار دادند ]9[.
آن  در  که  را  گلرکین  روش  یک   ]10[ التهف5  و  پتیل   2011 سال  در 
چندجمله ای های لژاندر به عنوان توابع شکل در نظر گرفته شده  بودند، جهت 
ارائه کردند. این روش  تحلیل دینامیکی فرمول بندی دینامیکی کاملًا ذاتی 
توسط پتیل و هاجز ]11[، با اعمال یک روش تفاضل محدود درجه متغیر، 

توسعه بیشتری پیدا کرد.
پارامترهای متعددی در تحلیل آیروالاستیک بال هواپیما اثرگذار هستند. 
انجام شده  زاویه پس  گرایی6  زمینۀ  در  کارهای مختصری  از 1950  قبل  تا 
و  بارمبی7  در سال 1950  است.  پرداخته شده  مقدماتی  مباحث  به  بیشتر  و 
همکاران ]12[ به بررسی زاویه پس گرایی و برخی عوامل تأثیرگذار بر سرعت 
فلاتر به صورت نظری و تجربی پرداختند. در سال 1957 مولینکس و هال8 
از تغییر نسبت منظری و زاویه پس گرایی را  آثار آیرودینامیکی ناشی   ]13[
مورد مطالعه قرار دادند. این آثار بر بال هایی صلب با قابلیت انعطاف پذیری 
و  زاویه پس گرایی  دارای  زاویه پس گرایی،  بدون  در حالت های  و  ریشه  در 

باریک شوندگی بررسی شدند. 
در سال 1958 لتُاتی9 ]14[ نیز به بررسی آثار ناشی از زاویه پس گرایی بر 
سرعت فلاتر بالی کامپوزیت پرداخت. در این کار نشان داده شد که سرعت 
با تغییر سفتی خمشی و پیچشی  با یکدیگرند و  فلاتر و واگرایی در تعامل 

1 Shang
2 Cesnik
3 patil
4 HALE
5 Althof
6 Sweep angle
7 Barmby
8 Molyneux and Hall
9 Lottati

می توان وقوع هر یک از این پدیده ها را به تعویق انداخت. در سال 1996 
کارپوزیان و لیبرسکیو10 ]15[ به بررسی سرعت فلاتر بالی با زاویه پس گرایی، 
برش عرضی و اعوجاج پرداختند. در این کار جهت استخراج مقادیر ویژه و 
تحلیل فلاتر از تبدیل لاپلاس استفاده و به بررسی آثار ناشی از برش عرضی 
و اعوجاج و خطاهایی که بر اثر نادیده گرفتن آن ها ایجاد می شود، پرداخته 
شده است. لازم به ذکر است که در کلیه تحقیقات قبل مدل آیرودینامیک دو 

بعدی و غیر دایم تئودورسن مورد استفاده قرار گرفته است.
با  را  پس گرایی  زاویه  اثر   ]16[ فاضل زاده  و  مزیدی   2010 سال  در 
نیروی موتور به طور هم زمان مورد مطالعه قرار دادند. در این تحقیق مدل 
روش  با  نیز  سازه  بخش  و  بوده  پیترز11  مدل  استفاده  مورد  آیرودینامیک 

گالرکین مورد بررسی قرار گرفته است.
مشاهده وابستگی، سرعت و روند تغییرات سرعت فلاتر با تغییر پارامترهای 
مختلف می تواند موجب افزایش حدود پروازی، بهره وری و حتی بهینه سازی 
پرنده شود. در تحقیق حاضر کد تدوین شده در نرم افزار متلب12 اعتبارسنجی 
ادامه  در  قرار می گیرد.  بررسی  بال مورد  زاویه پس گرایی  تغییرات  و سپس 
پارامترهای متفاوت و مهمی همچون نسبت سفتی خمشی به سفتی پیچشی، 
و  ژیراسیون14  شعاع  جرمی13،  نسبت  الاستیک،  مرکز  از  جرم  مرکز  فاصله 
اندازه بال مورد بررسی قرار می گیرند. شایان ذکر است در تاریخچه تحقیقاتی 
از معادلات هندسه دقیق  با زاویه پس گرایی تاکنون  بررسی شده در رابطه 
کاملًا ذاتی استفاده نشده است. به همین جهت در این تحقیق برای اولین 
زاویه  دارای  بال های  آیروالاستیسیته  تحلیل  جهت  مذکور  معادلات  از  بار 
پس گرایی استفاده شده است. از مزایای مهم معادلات هندسه دقیق کاملًا 
ذاتی مدل سازی کامل و بدون فرض ساده کننده در لحاظ کردن آثار غیرخطی  
بزرگ، درجه غیرخطی کم تر معادلات حاکم و در نتیجه پیچیدگی کم تر است 

که آن ها را از سایر معادلات سازه ای متمایز می کند.

معادلات1حاکم-21
مدل سازی آیروالاستیک بال هواپیما با نسبت منظری بالا و دارای تغییر 
شکل زیاد مستلزم استفاده از یک مدل سازه غیرخطی به صورت درگیر با 
یک مدل آیرودینامیکی مناسب است. بدین منظور در تحقیق حاضر، مدل 
تیر از نظر هندسی دقیق همراه با مدل آیرودینامیکی ناپایا و دو بعدی پیترز 
استفاده می شود. شایان ذکر است که در مدل آیرودینامیک از فرض جریان 

تراکم ناپذیر و زوایای حمله کوچک استفاده شده است.

معادلات تیر هندسه دقیق کاملًا ذاتی- 1- 2
تنها  غیرخطی  معادلات  دارای  ذاتی  کاملًا  دقیق  هندسه  تیر  معادلات 

10 Karpouzian and Librescu
11 Peters Model
12 Matlab
13 Mass ratio
14 Radius of gyration
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دیگر  به  نسبت  کم تری  پیچیدگی  از  دلیل  همین  به  و  دو هستند  مرتبه  تا 
معادلات هندسه دقیق برخوردارند. سطوح برآزای پرنده به عنوان تیرهایی با 
تغییر مکان یا دوران زیاد تعریف می شوند. در معادلات کاملًا ذاتی، سینماتیک 
تیر به جای تغییر مکان و دوران توسط متغیرهای سرعت و سرعت زاویه ای 

توصیف می شود. 
شکل 1 تیری را در دو حالت بدون تغییر شکل و تغییر شکل  یافته نشان 
دستگاه های  به  مربوط  ترتیب  به   B(x1 ,t( و   b(x1( این شکل  در  می دهد. 
مرجع تیر بدون تغییر شکل و تغییر شکل یافته هستند )که در آن x1 مولفه 
محوری تیر و t نشان دهنده زمان است(. همچنین r و R به ترتیب نشانگر 

بردارهای موقعیت بر مبنای b و B هستند. 

دارای  پیچش،  دارای  یکنواخت،  غیر  تیری  برای  ذاتی  کاملًا  معادلات 
P]17[ :انحنا، ناهمسانگرد و در حالتی کلی به صورت روابط )1( هستند
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تیر  مرجع  )محور   x1 به  نسبت  جزئی  مشتق  نشانگر   )  (ʹ آن  در  که 
 MB و FB ،)زمان( t نشانگر مشتق جزئی نسبت به ) ( ،)بدون تغییر شکل
نیروهای اینرسی، PB و HB اندازه حرکت خطی و زاویه ای، VB و ΩB سرعت 
بردار   KB=kb+κ گشتاور،  و  نیرو  اثر  در  کرنش   κ و   γ زاویه ای،  و  خطی 
انحنا و kb پیچش و خمیدگی اولیه تیر است. fB و mB شامل کلیه نیروها و 
گشتاورهای خارجی همچون گرانش، نیروها و گشتاورهای آیرودینامیکی و 
کنترلی می شوند که در تحقیق حاضر تنها نیروها و گشتاورهای آیرودینامیکی 

مدنظر قرار گرفته شده اند.
معادلات متشکله و روابط سرعت - اندازه حرکت به منظور ایجاد ارتباط 

معادلات  نیاز هستند.  اولیه  متغیرهای  با   κ و   γ ، HB ، PB متغیرهای  بین 
متشکله به صورت زیر معرفی می شوند:

(2)

1

3 2

3 1

2 1

( (1

( (

0
0

0

B B B B

B B B

B
T

B

B B

B B

n
a

F K F f P PB B B B B B B
M K M e mB B B B B

H H V PB B B B B
V K V e

K k

R S F
k MS T

P V
H I

a a
a a a

a a

V

γ

γ γ

γ

µ µξ

µξ

′ + + = +Ω

′ + + + Ω +

= +Ω +

′ + + + Ω =

′Ω + Ω =

    
=    

    

 ∆ −   
=     Ω     

− 
 = − 
 − 

=

  

  

  

   









0

2

0

2

2

0

2

2

2

[0 0]
2

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

) sin (

cos

sin

2 (

n T n n nT n
a mc a

n nT n
a a

n
n n
mc ac

a

n n n n n n
aero T l l

n n n n n n
T a l root

n n n n
aero T d

n n n n n n
T a l root

n n n
aero T m

C V y C
C

by y

C

L b V C C

b V V C

D b V C

b V V C

M b V C

α

α

α

λ λ
λ λ

ρ α

ρ α α

ρ

ρ α α

ρ

− Ω

Ω = Ω

= −

 
 = − 
  

= + +

= +

=



2

2

1

2

3

1

2

3

sin (

/ 2

2 2

2 3

3sin

/ 2
1

2

n n n
m

n n n n n
T a l root

n
a

n n n
a a

n
a

n
a

n n n
a a

n
a

C

b V V C

n n nV V VT a a

nVan
nVT

n nban
root nVT

f
f b f

f

m
m b m

m

α

α

α

ρ α

α

α

ρ

ρ

+ +

= +

−

=

Ω

=

 
 

=  
 
 
 
 

=  
 
 

که در آن S ، R و T مربوط به انعطاف پذیری سطح مقطع هستند. رابطه 
سرعت - اندازه حرکت نیز به صورت زیر است:
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مرکز  فاصله   ξ همانی،  ماتریس   Δ طول،  واحد  بر  جرم   μ آن  در  که 
جرم از دستگاه مختصات و I ماتریس اینرسی بر واحد طول است. عملگر 
ستونی                             ماتریس  بر  اگر  می شود،  دیده  بالا  معادلات  در  که   1)~( تیلد 
a=[a1  a2  a3] عمل کند، این ماتریس را به شکل ماتریس پاد متقارن2 

T

زیر تغییر می دهد: ]17[

(4)

1

3 2

3 1

2 1

( (1

( (

0
0

0

B B B B

B B B

B
T

B

B B

B B

n
a

F K F f P PB B B B B B B
M K M e mB B B B B

H H V PB B B B B
V K V e

K k

R S F
k MS T

P V
H I

a a
a a a

a a

V

γ

γ γ

γ

µ µξ

µξ

′ + + = +Ω

′ + + + Ω +

= +Ω +

′ + + + Ω =

′Ω + Ω =

    
=    

    

 ∆ −   
=     Ω     

− 
 = − 
 − 

=

  

  

  

   









0

2

0

2

2

0

2

2

2

[0 0]
2

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

) sin (

cos

sin

2 (

n T n n nT n
a mc a

n nT n
a a

n
n n
mc ac

a

n n n n n n
aero T l l

n n n n n n
T a l root

n n n n
aero T d

n n n n n n
T a l root

n n n
aero T m

C V y C
C

by y

C

L b V C C

b V V C

D b V C

b V V C

M b V C

α

α

α

λ λ
λ λ

ρ α

ρ α α

ρ

ρ α α

ρ

− Ω

Ω = Ω

= −

 
 = − 
  

= + +

= +

=



2

2

1

2

3

1

2

3

sin (

/ 2

2 2

2 3

3sin

/ 2
1

2

n n n
m

n n n n n
T a l root

n
a

n n n
a a

n
a

n
a

n n n
a a

n
a

C

b V V C

n n nV V VT a a

nVan
nVT

n nban
root nVT

f
f b f

f

m
m b m

m

α

α

α

ρ α

α

α

ρ

ρ

+ +

= +

−

=

Ω

=

 
 

=  
 
 
 
 

=  
 
 

معادلات آیرودینامیکی- 2- 2
بارهای آیرودینامیکی ارائه شده بر مبنای نظریۀ آیرودینامیک دو بعدی 
هستند. سرعت های دستگاه آیرودینامیکی در میانه وتر به صورت رابطه )5( 

بیان می شوند: ]19[
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yn برداری از محور تیر مرجع به میانه وتر است و می تواند بر 
mc که در آن

حسب محل قرارگیری مرکز آیرودینامیکی نوشته شود:

(6)

1

3 2

3 1

2 1

( (1

( (

0
0

0

B B B B

B B B

B
T

B

B B

B B

n
a

F K F f P PB B B B B B B
M K M e mB B B B B

H H V PB B B B B
V K V e

K k

R S F
k MS T

P V
H I

a a
a a a

a a

V

γ

γ γ

γ

µ µξ

µξ

′ + + = +Ω

′ + + + Ω +

= +Ω +

′ + + + Ω =

′Ω + Ω =

    
=    

    

 ∆ −   
=     Ω     

− 
 = − 
 − 

=

  

  

  

   









0

2

0

2

2

0

2

2

2

[0 0]
2

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

) sin (

cos

sin

2 (

n T n n nT n
a mc a

n nT n
a a

n
n n
mc ac

a

n n n n n n
aero T l l

n n n n n n
T a l root

n n n n
aero T d

n n n n n n
T a l root

n n n
aero T m

C V y C
C

by y

C

L b V C C

b V V C

D b V C

b V V C

M b V C

α

α

α

λ λ
λ λ

ρ α

ρ α α

ρ

ρ α α

ρ

− Ω

Ω = Ω

= −

 
 = − 
  

= + +

= +

=



2

2

1

2

3

1

2

3

sin (

/ 2

2 2

2 3

3sin

/ 2
1

2

n n n
m

n n n n n
T a l root

n
a

n n n
a a

n
a

n
a

n n n
a a

n
a

C

b V V C

n n nV V VT a a

nVan
nVT

n nban
root nVT

f
f b f

f

m
m b m

m

α

α

α

ρ α

α

α

ρ

ρ

+ +

= +

−

=

Ω

=

 
 

=  
 
 
 
 

=  
 
 

yn فاصله مرکز آیرودینامیکی تا دستگاه مختصات مرجع است. همچنین  
ac

Ca چرخش بین دستگاه مربوط به سازه و دستگاه آیرودینامیکی را برای هر 
n

جزء مشخص می کند. این چرخش را می توان با استفاده از زوایای اویلر3 به 
صورت رابطه )7( ایجاد کرد: ]20[
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1 Tilde
2 Skew-symmetric
3 Euler Angles

Fig. 1. Deformed and undeformed states of beam
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 4، سال 1396، صفحه 785 تا 794

788

که در آن λ<0 نشانگر زاویه پس گرایی است. لازم به ذکر است که این 
ماتریس برای بالی بدون زاویه پس گرایی برابر ماتریس واحد است.

نیروهای برآ، پسا و گشتاور پیچ در یک چهارم وتر به صورت روابط )8( 
نوشته می شوند:
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که در آن
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Va3 معرف مؤلفه های سرعت هستند.

n و Va2

n

با توجه به روابط )8(، مؤلفه های دو بردار نیرو و گشتاور در مدل دو بعدی 
پیترز به صورت )10( نوشته می شوند: ]17[
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در صورتی که مدل آیرودینامیک مورد استفاده شبه پایا باشد، مؤلفه های 
هر یک از بردارها به صورت )11( خواهد بود:

(11)
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با درنظرگرفتن آثار ناشی از دنباله1 و آثار ناشی از جرم ظاهری )تشکیل 
مدل آیرودینامیکی ناپایا(، روابط )10( به شکل روابط )12( ظاهر می شوند:

(12)
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با مقایسه معادلات )11( و )12( آثار ناشی از آیرودینامیک ناپایا )دنباله 
و جرم ظاهری( مشخص می شود. لازم به ذکر است که λn بردار متغیرهای 
آیرودینامیکی جزء nامُ بوده و }cinf low{ ، }Ainf low{ و }binf low{ ماتریس های 

ثابت ارائه شده در مرجع ]21[ هستند.

روند1گسسته1سازی1و1حل1معادلات-31
می شود؛  جزئی  دیفرانسیل  معادله   12 شامل   )1( معادلات  مجموعه 
بنابراین این مجموعه به 12 شرط مرزی نیاز دارد. حل این معالات در دو 
مرحله انجام می شود که در مرحله اول پاسخ حالت پایا با حذف نمودن تمام 
عبارت های دارای مشتقات زمانی و یا وابسته به زمان به دست می آید و در 
مرحله دوم معادلات حول این حالت پایا خطی سازی شده و این معادلات 

خطی شده به عنوان یک مسأله مقدار ویژه تعمیم یافته حل خواهند شد.
محدود  تفاضل  به صورت  که  را  تیر  از گسسته سازی  نمونه ای   2 شکل 
مرکزی است، نشان می دهد. با توجه به این که پیوستگی نیروها و گشتاورهای 
معادلات  باشند، شکل گسسته  برقرار  باید  گره ها  تمام  در  و خارجی  داخلی 

کاملًا ذاتی در گره nامُ به صورت )13( است:

(13)
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Clr نیز مربوط به ناپیوستگی 
n نشانگر متغیرهای گره ای و Xn که در آن

در گره nامُ هستند.

1 Wake

^^



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 4، سال 1396، صفحه 785 تا 794

789

معادلات مربوط به جزء nامُ نیز به شکل روابط )14( هستند:

(14)
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Xn به صورت روابط )15( مرتبط  با متغیرهای گرۀ   Xn متغیرهای جزء 
هستند:

(15)

2

0 3 3 0 2

0 2 2 3 1

0 3

2

0 3 2 1

0 2 3 0

1

2

3

1

2

3

1
2

2 0

0

( / 2(

/ 8

0

0

0

( (

n
a

n n n n n n n n n
a l T a l a d T a

n n n n n n n n n
a l T a l a a a

n n n
d T a

n n n n n n n n n n
a m T m T a l a a

n
a
n
a

n
a
n n n n n n n n n

a l T a l a d T a

f

f C V V C V C V V

f C V V C V V b

C V V

m C V C V V b C V

m

m

f

f C V V C V C V V

α

α

α α

α
λ

=

=− + −

= − −Ω −

= − − Ω

=

=

=

=− + + −

{ } { }

{ } { }

2

0 3 3

2 3 1 0 3

2

0 3 2 1

2

1 3

3

0

1

2

3

0 inf

inf

/ 2

( / 2(

/ 8

/ 32

0

0
1
2

[ ]

n

n n n n n n
a l T a l a

n n n n n n n n n
l a a a d T a

n n n n n n n n n n
a m T m T a l a a

n n n n n n
l a l a

n
a
n
a

Tn n
low

n
n nT

low n

a

f C V V C V b

C V V b C V V

m C V C V V b C V

b C b C V

m

m

b

VA
b

V

α

α

α α

α α

λ

λ λ

λ λ

= − −

+ −Ω −

= − − Ω −

Ω +

=

=

=

 
+ = 
 

−



 




3 1 inf

1

1

1

1

} {
2

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0

ˆ ˆ
( (

0
ˆ ˆ

( (

( ( 0
ˆ

n
n n

a low

n n
n n nl r

n n n

n n
n n nl r

n n n n n n n

n
l

b c

n n T n n n nF C F P Pr l l r r rr
n n T n n n n n nM C M H H V Pr l l r r r r rr

F F k F
dl

P P

M M k M
dl

e F H H V P

V

κ

κ

γ

+

+

+

 
+ Ω 

 

− − −Ω =

− − −Ω − =

−
+ + −

−Ω =

−
+ + +

+ − −Ω − =



 

  



 



  

1

1

1

1

1

1

ˆ
( (

( ( 0
ˆ ˆ

( ( 0

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

0
0

0
0

[ ]} { } ( ({ 0

ˆ ˆ[ ]} { } ( ({ 0

n
n n nr

n n n

n n
n n n nl r

n n
n l r

n n
n l r

n n
n l r

n n
n l r

B

B

B

B

V k V
dl

e

k
dl

F FF
dl

M MM
dl

V VV
dl

dl

V

F
M

A x B x

A x B x

κ

γ γ

κ κ
+

+

+

+

+

−
+ + +

+ Ω − =

Ω −Ω
+ + Ω − =

+
=

+
=

+
=

Ω +Ω
Ω =

= 
Ω = 

= 
= 

+ =

+ =



 

 





شرایط مرزی مورد استفاده برای بال )تیر یک سر درگیر( به شکل رابطه 
)16( نوشته می شوند:

(16)
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با ایجاد ارتباط بین معادلات سازه و آیرودینامیک، سیستم آیروالاستیک 
حسب  بر  غیرخطی  معادلاتی  آیروالاستیک،  معادلات  می شود.  تشکیل 
متغیرهای  و   )Ωr

n و   Vr
n ، Mr

n ، Ml
n ، Fr

n ، Fl
n( سازه ای  متغیرهای 

آیرودینامیکی )λn( هستند.
معادلات حاصل را می توان به شکل رابطه )17( بازنویسی نمود:
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و  سازه ای  متغیرهای  کلیه  حاوی  که  است  برداری   }x{ آن  در  که 
آیرودینامیکی است.

در معادلات غیرخطی حاصل شده ابتدا تمام مشتقات زمانی حذف شده و 
سپس با در نظر گرفتن این معادلات غیرخطی استاتیکی و استفاده از روش 
نیوتن - رافسون1، حالت تعادل سیستم محاسبه و معادلات حول این حالت 
تعادل خطی سازی می شوند. در نهایت با استفاده از این معادلات خطی شده، 
پایداری سیستم با استفاده از تحلیل مقدار ویژه به دست خواهد آمد. رابطه 

)18( شکل نهایی این معادلات را نمایش می دهد:

(18)
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 )  ( نشانگر حالت اغتشاشی حول مقادیر پایا است.
ضروری  بی بعد  پارامترهای  از  استفاده  نتایج،  از  مناسبی  تحلیل  جهت 
است. پارامترهای بی بعد مورد استفاده در این تحقیق به صورت عبارت های 

مندرج در جدول 1 تعریف می شوند:

    
2

نتایج-41
اعتبارسنجی- 1- 4

جهت اعتبارسنجی کد، سرعت و فرکانس فلاتر بالی با مشخصات ارائه 
با  بالی  گُلند3 است و همچنین  بال مشهور  به  متعلق  شده در جدول 2 که 
مشخصات جدول 4 مورد بررسی قرار می گیرند. شایان ذکر است که در مرجع 
از معادلات تیر هندسه دقیق کاملًا ذاتی مخلوط4 استفاده شده است   ]22[
که یک نوع فرمول بندی دقیق و ذاتی برای تیرهای دارای پیچش و انحنای 

اولیه و مدل سازی واپیچش است.
با توجه به نتایج ارائه شده در جداول 3 و 5 می توان پی برد که کد تهیه 
پارامترهای  بررسی  به  ادامه  در  بنابراین  است؛  برخوردار  دقت لازم  از  شده 

تأثیرگذار بر سرعت فلاتر برای بال اول )گُلند( پرداخته می شود.

1 Newton – Raphson
2 Reduced Velocity
3 Goland
4 Mixed

Fig. 2. Typical element of a beam

شکل1:21نمونه1ای1از1گسسته1سازی1]18[

_ _

در انتهای گیردار

در سر آزاد

^

تعریف کمیت

uf  /bωα  سرعت کاهش یافته
Ψ =EI/GJ نسبت سفتی خمشی به سفتی پیچشی
ecg=ξ / b فاصله مرکز جرم از مرکز الاستیک

μ=m / πρb2 نسبت جرمی
r=√I / mb2 شعاع ژیراسیون بال
1/A=L / b عکس نسبت منظری

1

جدول1:11پارامترهای1بی1بعد1مورد1استفاده1در1تحقیق
Table 1. Dimensionless parameters
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بررسی اثر زاویه پس گرایی- 2- 4
با استفاده از کد توسعه داده شده و اعمال رابطه )7(، سرعت فلاتر بال در 
زوایای مختلف پس گرایی به دست آمده و در شکل 3 با مرجع ]16[ مقایسه 
و دقت کد توسعه داده شده مشخص شده است. با توجه به این شکل می توان 
مشاهده کرد که در زوایای کوچک انطباق خوبی بین نتایج وجود دارد و با 

افزایش زاویه، اختلاف بین نتایج افزایش می یابد. برای توجیه این اختلاف 
این تحقیق  می توان به متفاوت بودن مدل دینامیک سازه استفاده شده در 
و مرجع ]16[ اشاره کرد. چرا که مدل حاضر آثار غیرخطی های بزرگ را به 
استفاده شده در  بدون هیچ فرضی مدل می کند ولی مدل  صورت کامل و 

مرجع ]16[ دارای محدودیت تغییر شکل های بزرگ است.

زاویه - 3- 4 با  هم زمان  طور  به  مختلف  پارامترهای  از  ناشی  آثار  بررسی 
پس گرایی

آگاهی از نحوۀ تغییرات هر یک از پارامترهای تأثیرگذار بر سرعت فلاتر 
و  بهره وری  افزایش  موجب  می تواند  طراحی  الزامات  به  توجه  عین  در  بال 
حدود پروازی پرنده شود. در این مرحله با به کارگیری کد تدوین شده، اعمال 
رابطه )7( و تغییر هر یک از پارامترها، روند تغییرات آن ها مورد بررسی قرار 
می گیرد. باید توجه داشت که در کلیه نمودارها ωα فرکانس بال گُلند در زاویه 

پس گرایی صفر است.

اثر نسبت سفتی خمشی به سفتی پیچشی- 1- 3- 4
بر نسبت سفتی  بال  اینرسی داخل و خارج صفحه  بال، گشتاور  جنس 

اندازه کمیت

1/83 m وتر
6/1 m دهانه نیمه بال

35/695 Kg/m جرم بر واحد طول
%25 وتر )از لبه حمله( شعاع ژیراسیون حول مرکز جرم
%23 وتر )از لبه حمله( محور الاستیک
%43 وتر )از لبه حمله( مرکز جرم
9/765×106 Nm2 )Elb

سفتی خمشی خارج از صفحه )

0/989×106 Nm2 )GJ( سفتی پیچشی

جدول1:21مشخصات1بال1اول1)گُلند(1]22[
Table 2. First wing structural data (Goland)

1درصد
خطا

1تحلیل
1حاضر1با
120جزء

1درصد
خطا

1تحلیل
1حاضر1با
110جزء

تحلیل1با1
110جزء1
]22[

کمیت

0/31 136/06 0/35 136/12 135/64 سرعت فلاتر
)ft/sec(

-0/16 70/085 0/07 70/25 70/2 فرکانس فلاتر
)rad/sec(

جدول1:31مقایسه1مقادیر1فلاتر1برای1بال1اول1)گُلند(
Table 3. Comparison of flutter parameters for first wing (Goland)

اندازه پارامتر

1 m وتر
16 m دهانه نیمه بال

0/75 Kg/m جرم بر واحد طول
0/1 Kg/m ممان اینرسی بر واحد طول

%50 وتر )از لبه حمله( محور الاستیک
%50 وتر )از لبه حمله( مرکز جرم

4×106 Nm2 سفتی خمشی داخل از صفحه

104 Nm2 سفتی پیچشی

جدول1:41مشخصات1بال1دوم1]22[
Table 4. Second wing structural data

1درصد
خطا

1تحلیل
1حاضر1با
120جزء

1درصد
خطا

1تحلیل
1حاضر1با
18جزء

تحلیل1با181
جزء1]22[ کمیت

-0/19 32/15 -0/34 32/1 32/21 سرعت فلاتر
)m/sec(

0 22/61 -0/04 22/60 22/61 بسامد فلاتر
)rad/sec(

جدول1:51مقایسه1مقادیر1فلاتر1برای1بال1دوم
Table 5. Comparison of flutter parameters for second wing

Fig. 3. variations of flutter speed with sweep angle

شکل1:31تغییرات1سرعت1فلاتر1با1زاویه1پس1گرایی
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خمشی به سفتی پیچشی اثرگذار هستند؛ با تغییر در هر یک از این پارامترها 
سرعت فلاتر بال تغییر می کند. با توجه به شکل 4 می توان نتیجه گرفت در 
حالتی که نسبت سفتی خمشی به سفتی پیچشی تغییر می کند، افزایش زاویه 
زاویه  در یک  از طرفی  فلاتر خواهد شد.  افزایش سرعت  پس گرایی سبب 
نشانگر  که  بوده  فلاتر  Ψ موجب کاهش سرعت  افزایش  ثابت،  پس گرایی 

ارتباط معکوس سرعت فلاتر با نسبت سفتی خمشی به پیچشی است.

اثر محل قرارگیری مرکز جرم- 2- 3- 4
با توجه به شکل 5 مشاهده می شود که در یک زاویه پس گرایی ثابت، 
افزایش مقدار فاصله مرکز جرم از مرکز الاستیک، باعث کاهش مقدار سرعت 
فلاتر می شود؛ بنابراین می توان نتیجه گرفت که این فاصله با سرعت فلاتر 

با توجه به شکل می توان پی برد که افزایش  نسبت عکس دارد. همچنین 
از  افزایش سرعت فلاتر می شود.  کلیه حالت ها موجب  در  زاویه پس گرایی 
طرفی مشاهده می شود که کاهش فاصله مرکز جرم از مرکز الاستیک، تأثیر 
لذا در حالی که زاویه  این فاصله دارد.  افزایش  به  و تغییر بیش تری نسبت 
الاستیک  مرکز  از  جرم  مرکز  فاصله  کاهش  با  می یابد،  افزایش  پس گرایی 
می توان بر سرعت فلاتر پرنده افزود که به تبع آن محدوده پروازی پرنده نیز 

گسترش می یابد. 

اثر شعاع ژیراسیون- 3- 3- 4
شکل 6 نشانگر تغییرات سرعت فلاتر با شعاع ژیراسیون بال هم زمان با 
تغییر در زاویه پس گرایی است. با توجه به شکل مشاهده می شود که سرعت 
با افزایش زاویه پس گرایی با شعاع ژیراسیون ارتباط عکس  فلاتر هم زمان 
دارد؛ از طرفی با توجه به وجود ارتباط مستقیم بین شعاع ژیراسیون و اینرسی 
بال، می توان دریافت که افزایش زاویه پس گرایی هم زمان با افزایش اینرسی 
می توان  قبل  نتایج  بر  خواهد شد. علاوه  فلاتر  کاهش سرعت  موجب  بال 
نتیجه گرفت که تغییر در زاویه پس گرایی می تواند موجب بهبود آثار ناشی از 

افزایش شعاع ژیراسیون شود.

اثر نسبت جرمی- 4- 3- 4
همان طور که در شکل 7 نمایش داده شده است، نسبت جرمی با سرعت 
باید توجه  الزامات طراحی،  به  لذا در عین توجه  فلاتر نسبت مستقیم دارد. 
کاهش  پس گرایی،  زاویه  در  تغییر  با  هم زمان  بال  جرم  کاهش  که  داشت 
با  می توان  را  آن  از  ناشی  آثار  که  داشت  خواهد  دنبال  به  را  فلاتر  سرعت 
افزایش زاویه پس گرایی تا حدی جبران کرد. از طرفی با توجه به این شکل 
می توان دریافت که با افزایش ارتفاع )کاهش چگالی( سرعت فلاتر افزایش 
می یابد. بنابراین سرعت فلاتر هم زمان با تغییر در زاویه پس گرایی، با جرم 
بال و ارتفاع از سطح دریا ارتباط مستقیم داشته و افزایش زاویه پس گرایی نیز 

Fig. 4. variations of flutter speed with stiffness ratio and sweep angle

شکل1:41تغییرات1سرعت1فلاتر1با1نسبت1سفتی1خمشی1به1سفتی1پیچشی1و1
زاویه1پس1گرایی

Fig. 5. variations of flutter speed with center of gravity location and 
sweep angle

شکل1:51تغییرات1سرعت1فلاتر1با1محل1قرارگیری1مرکز1جرم1و1زاویه1
پس1گرایی

Fig. 6. variations of flutter speed with wing inertia and sweep angle

شکل1:61تغییرات1سرعت1فلاتر1با1اینرسی1بال1و1زاویه1پس1گرایی
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موجب افزایش سرعت فلاتر می شود.

اثر عکس نسبت منظری- 5- 3- 4
شکل 8 نشانگر ارتباط زاویه پس گرایی و عکس نسبت منظری با سرعت 
فلاتر است. سرعت فلاتر هم زمان با افزایش زاویه پس گرایی با این پارامتر 
زاویه پس گرایی  افزایش  که  برد  پی  می توان  از طرفی  دارد.  ارتباط عکس 
افزایش سرعت فلاتر را به همراه خواهد داشت. بنابراین در فرآیند طراحی و 
با توجه به الزامات طراحی، باید توجه داشت که افزایش زاویه پس گرایی با 

سرعت فلاتر رابطه مستقیم دارد.

نتیجه1گیری-51
تحقیق  در  بال،  فلاتر  سرعت  بر  پس گرایی  زاویه  اهمیت  به  توجه  با 
با  هم زمان  پس گرایی  زاویه  با  فلاتر  سرعت  تغییرات  بررسی  به  حاضر 
تغییر در پارامترهای مؤثر پرداخته شده است. برای مدل سازی سازه بال از 

معادلات هندسه دقیق کاملًا ذاتی و برای مدل سازی آیرودینامیک از مدل 
آیرودینامیکی ناپایای پیترز استفاده شده است. معادلات موجود در جهت لحاظ 
شدن آثار زاویه پس گرایی توسعه پیدا نمودند. معادلات غیرخطی حاصل به 
کمک روش تفاضلات محدود مرکزی گسسته و معادلات حول حالت تعادل 
مربوطه خطی سازی شدند و در نهایت با استفاده از حل مقدار ویژه، پایداری 
تدوین  کامپیوتری  کد  سپس  است.  شده  گرفته  قرار  بررسی  مورد  سیستم 
شده مورد اعتبارسنجی قرار گرفته و اثر زاویه پس گرایی و کلیه عواملی که 
می توانند به طور هم زمان با این پارامتر بر سرعت فلاتر بال اثرگذار باشند، 

مورد بررسی قرار گرفتند.
زاویه  در  تغییر  با  هم زمان  فلاتر  سرعت  که  می دهند  نشان  نتایج   
پس گرایی با ارتفاع و نسبت جرمی ارتباط مستقیم و با نسبت سفتی خمشی به 
سفتی پیچشی، محل قرارگیری مرکز جرم، اینرسی و اندازه بال رابطه عکس 
دارد. تغییرات سرعت فلاتر با تغییر در هر یک از این پارامترها هم زمان با 
تغییر در زاویه پس گرایی نشانگر اهمیت توجه به پارامترهای تأثیرگذار است. 
از طرفی رابطه مستقیمی برای تغییرات سرعت فلاتر با زاویه پس گرایی در 
کلیه نمودارها مشاهده می شود. در عین توجه به الزامات طراحی پرنده و آثار 
ناشی از ایجاد یک تغییر در پارامترها هم زمان با تغییر در زاویه پس گرایی، با 
تأثیرگذار می توان سبب تعویق در سرعت بحرانی  پارامترهای  درنظرگرفتن 

فلاتر، افزایش بهره وری و حدود پروازی پرنده شد.
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