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بررسی تحلیلی ارتعاش آزاد غیرخطی ورق نازک مستطیلی مگنتوالکتروالاستیک
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روی  بر  ورق  است.  شده  بررسی  مگنتوالکتروالاستیک  مستطیلی  نازک  ورق  غیرخطی  آزاد  ارتعاش  مقاله،  این  در  چکیده: 

تکیه‌گاه  است.  شده  گرفته  نظر  در  مدرج  و  یکنواخت  تک‌لایه‌ای  دو صورت  به  ورق  است.  گرفته  قرار  غیرخطی  بستر  یک 

ورق به صورت ساده در نظر گرفته شده و سطوح بالا و پایین ورق تحت اختلاف پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی قرار 

گرفته‌اند. معادله حرکت این ورق هوشمند بر اساس تئوری کلاسیک ورق‌ها و معادلات گاوس برای حالت‌های الکترواستاتیک و 

مگنتواستاتیک به دست آمده است. سپس، معادله حرکت حاصل با استفاده از روش مقیاس‌های زمانی چندگانه به صورت تحلیلی 

حل شده است. تأثیر پارامترهای مختلف نظیر ابعاد ورق، پارامتر بستر و اختلاف پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی بر روی 

پاسخ غیرخطی ورق مورد مطالعه قرار گرفته است.
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مقدمه-11
ویژه‌ای  توجه  مورد  مگنتوالکتروالاستیک  مواد  اخیر  سال‌های  در 
الکتریکی،  انرژی‌های  تبدیل  قابلیت  هوشمند  مواد  این  زیرا  گرفته‌اند  قرار 
مغناطیسی و مکانیکی را به یکدیگر دارند. پان ]1[ برای اولین بار یک ورق 
و  پان  نمود.  بررسی  تحلیلی  به صورت  را  چندلایه‌ای مگنتوالکتروالاستیک 
هان ]2[ روشی دقیق برای تحلیل استاتیکی ورق‌های مستطیلی چندلایه‌ای 
اجزای  از روش‌های  نمودند.  ارائه  از مواد مگنتوالکتروالاستیک  ساخته شده 
محدود به صورت گسترده‌ای برای تحلیل حرکت استاتیکی و ارتعاش خطی 
سازه‌های مگنتوالکتروالاستیک استفاده شده است ]3-5[. لی و ژانگ ]6[ از 
تئوری میندلین برای تعیین فرکانس‌های طبیعی ورق مگنتوالکتروالاستیک 
ارتعاش   ]7[ همکاران  و  چن  نمودند.  استفاده  الاستیک  بستر  یک  روی  بر 
ترکیبی  مرزی  شرایط  با  چندلایه‌ای  مگنتوالکتروالاستیک  ورق‌های  آزاد 
چندلایه‌ای  ورق  آزاد  ارتعاش   ]8[ هو  و  ژین  نمودند.  مطالعه  گیردار/آزاد 
بر روش فضای حالت  مبتنی  تحلیلی  از  استفاده  با  را  مگنتوالکتروالاستیک 
دامنهبزرگ  تغییرشکل  بار  اولین  براي   ]9[ همکاران  و  ژو  نمودند.  بررسی 
ورق نازک مگنتوالکتروالاستیک را بر اساس تئوری کلاسیک ورق‌ها تحلیل 
کردند. سپس، اسلادك و همکاران ]10[ از تئوري تغییرشکل برشی مرتبه 
همکاران  و  آلایمو  کردند.  استفاده  مسئله  این  حل  و  مدل‌سازی  برای  اول 
بر  را  بزرگ ورقهاي چندلایه‌اي مگنتوالکتروالاستیک  تغییرشکل‌هاي   ]11[
اساس تئوری برشی مرتبه اول تحلیل نمودند. رائو و همکاران ]12[ یک مدل 
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کامپوزیتی  استاتیک غیرخطی سازه‌های  بررسی حرکت  برای  اجزاء محدود 
ارتعاش  کنترل   ]13[ رای  و  کاتیمانی  نمودند.  ارائه  مگنتوالکتروالاستیک 
غیرخطی ورق‌های مگنتوالکتروالاستیک مدرج را با استفاده از یک مدل سه 
بعدی اجزاء محدود مورد مطالعه قرار دادند. رضوی و شوشتری ]14[ برای 
اولین بار ارتعاش غیرخطی سازه‌های مگنتوالکتروالاستیک را بررسی نمودند. 
آن‌ها ارتعاش غیرخطی آزاد ورق چندلایه‌ای مگنتوالکتروالاستیک را با فرض 
شرط مرزی ساده و شرط مرزی الکترومغناطیسی مداربسته بررسی نمودند. 
سپس معادلات حرکت را بر اساس تئوری برشی مرتبه اول تعیین نمودند. 
ورق  اجباری  و  آزاد  غیرخطی  ارتعاش  همچنین   ]15[ رضوی  و  شوشتری 
مدار  الکترومغناطیسی  ازای شرایط مرزی  به  را  نازک مگنتوالکتروالاستیک 
بسته، مدار باز و مرکب و بر اساس تئوری کلاسیک ورق‌ها تحلیل نمودند. 
اثر پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی بر روی ارتعاش آزاد ورق چندلایه‌ای 
مگنتوالکتروالاستیک نیز مورد بررسی قرار گرفته است ]16[. در این تحقیق، 
روابط حاکم بر حرکت ورق با استفاده از تئوری برشی مرتبه اول و تعریف 

تابع تنش و معادله سازگاری به دست آمدند. 
ارتعاش  در منابع ]14-16[ که در حال حاضر تنها منابع موجود درباره 
ورق‌های  غیرخطی  ارتعاش  می‌باشند،  هوشمند  ورق‌های  این  غیرخطی 
تحقیق  در  بنابراین  است.  نشده  بررسی  مدرج1  مگنتوالکتروالاستیک 
ورق  آزاد  غیرخطی  ارتعاش  روی  بر  مختلف  پارامترهای  اثرات  حاضر، 
مگنتوالکتروالاستیک  ورق  و  یکنواخت  تک‌لایه‌ای  مگنتوالکتروالاستیک 

1 Functionally graded magneto-electro-elastic
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مدرج مورد بررسی قرار می‌گیرد. برای این منظور از تئوری کلاسیک ورق‌ها 
معادلات  همچنین  می‌گردد.  استفاده  حرکت  معادله  آوردن  دست  به  برای 
گاوس در حالت‌های الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک جهت مدلسازی رفتار 
الکتریکی و مغناطیسی ورق به کار برده می‌شوند. سپس معادله دیفرانسیل 
جزئی حاصل با استفاده از روش گلرکین تک مودی به یک معادله دیفرانسیل 
معمولی با جملات غیرخطی مرتبه دو و سه تبدیل می‌گردد. معادله حاصل با 
استفاده از روش تحلیلی مقیاس‌های زمانی چندگانه حل گردیده و رابطه‌ای 
بسته برای نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی حاصل می‌گردد. از 
ورق‌های  غیرخطی  فرکانس  تعیین  برای  می‌توان  شده  ارائه  تحلیلی  مدل 
مستطیلی مدرج هوشمند استفاده نمود. به دلیل تقریبی بودن شکل مدهای 
فرضی برای سایر شرایط مرزی، روش اخیر فقط برای شرط مرزی ساده قابل 

استفاده است.

مدلسازی مسئله-22
بیان  زیر  به صورت  مگنتوالکتروالاستیک  ماده  معادلات مشخصه یک 
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ثابت‌   q31 پیزوالکتریک،  ثابت‌   e31 سختی،  ضرایب   Cij که  طوری  به 
پیزومغناطیس، η33 ثابت دی‌الکتریک، d33 ثابت مگنتوالکتریک و μ33 ضریب 
مؤلفه‌های  ترتیب،  به   ،Bz و   ψ ،Dz ،ϕ ،σi مغناطیسی می‌باشند.  نفوذپذیری 
پتانسیل   ،z راستای  در  الکتریکی  جابجایی  الکتریکی،  پتانسیل  تنش، 

مغناطیسی و چگالی شار مغناطیسی در راستای z می‌باشند.
از طرفی در تئوری کلاسیک ورق‌ها، کرنش‌های εyy ،εxx و γxy توسط 
ارتباط  ورق  میانی  از سطح  نقطه‌ای  جابجایی‌های  با  زیر  خطی  غیر  رابطه 

دارند ]17[:
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به طوری که v ،u و w تغییر مکان‌های نقطه‌ای از سطح میانی ورق در 
راستاهای y ،x و z را نشان می‌دهند. 

به  مگنتواستاتیک  و  الکترواستاتیک  حالت‌های  برای  گاوس  معادلات 
صورت زیر بیان می‌گردند ]1[:
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ورق مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای یکنواخت-22-22
این ورق حالت خاصی از ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج است که در آن 
ذرات پیزوالکتریک BaTiO3 در ماتریس پیزومغناطیس CoFe2O4  با نسبت 
حجمی 50 درصد مخلوط شده‌‌اند ]6[. در این حالت خواص ماده تابع موقعیت 
نبوده و با توجه به روابط )2(، )3( و )4( عبارت‌های زیر برای گرادیان‌های 

پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی حاصل می‌گردند:
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برابر  بوده و سایر ضرایب  انتگرال‌گیری  ثابت‌های   ψ0 و   ϕ0 آن  در  که 
هستند با:
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دست  به  انتگرال‌گیری  ثابت‌های  زیر  الکترومغناطیسی  شرط  فرض  با 
می‌آیند:
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در نتیجه گرادیان پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی برابر با عبارت‌های 
زیر به دست می‌آیند:
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می‌باشند.  مغناطیسی  پتانسیل   Ω0 و  الکتریکی  پتانسیل   V0 آن  در  که 
و  جابجایی‌ها  از  معلوم  توابعی  صورت  به   )1( معادله  تنش‌های  بنابراین 

مشتق‌های مکانی آن‌ها بیان می‌گردند.
ممان  و   }N{ نیرو منتجه‌های  می‌توان  حاصل  تنش‌های  به  توجه  با 

}M{ را محاسبه نمود:
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الف  پیوست  در  و  بوده  ورق  خواص  از  ثابتی  توابع   )9( معادله  ضرایب 
ارائه شده‌اند.

ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج-22-22
در این حالت با توجه به جهت محور مختصات z در شکل 1، ورق در 
 )BaTiO3( پیزوالکتریک z=+h/2 و در )CoFe2O4( پیزومغناطیس z=-h/2
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در نظر گرفته شده و خواص ماده ورق فقط در راستای محور z تغییر می‌کنند. 
نسبت حجمی فاز پیزوالکتریک توسط رابطه زیر تعیین می‌گردد:

((1)( ) ( )2 2
N

BV z h h = + 

که در آن N عددی غیرمنفی بوده و B بیانگر فاز پیزوالکتریک است. 
بنابراین خواص ماده در یک نقطه از ورق را می‌توان با استفاده از

((1)( ) –B F B FU U U V U= +

 ρ0 یا   q31 ،e31 ،Cij از خواص  U هر کدام  رابطه  این  محاسبه نمود. در 
بوده و F بیانگر فاز پیزومغناطیس می‌باشد. برای اینکه عبارت‌های تحلیلی 
 η33 برای گرادیان پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی به دست آیند، خواص
و μ33 مستقل از z فرض شده و برای تمام مقادیر N توسط رابطه زیر محاسبه 

می‌گردند:
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الکتریکی  پتانسیل‌های  گرادیان‌های  تعیین  از  پس  قبل،  حالت  مشابه 
مشتقات  حسب  بر  می‌توان  را  ممان  و  نیرو  منتجه‌های  مغناطیسی،  و 

جابجایی‌های سطح میانی ورق )یعنی v ،u و w( به دست آورد:
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و  می‌باشند  ورق  از خواص  توابعی  نیز   )13( رابطه  منتجه‌های  ضرایب 
مقادیر آن‌ها به ازای N = 1 در پیوست ب ارائه شده‌‌اند.

معادلات حرکت-22-22
به  کلاسیک  تئوری  اساس  بر   1 شکل  نازک  ورق  بر  حاکم  معادلات 

صورت زیر می‌باشد ]17[:
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به طوری که I0 ممان اینرسی جرمی بوده و kNL ضریب غیرخطی بستر 

الاستیک می‌باشد.

با جایگذاری منتجه‌های محاسبه شده در معادلات )14( تا )16(، معادلات 
حرکت بر حسب مشتقات جابجایی‌های سطح میانی ورق به دست می‌آیند. با 
فرض اینکه شرط مرزی ورق به صورت ساده بدون امکان حرکت صفحه‌ای 

در لبه‌ها1 باشد، v ،u و w را می‌توان توسط توابع فرضی زیر محاسبه نمود:
((1)( ) ( ) ( )sin 2 sinu hU t x a y bπ π=

((1)( ) ( ) ( )sin sin 2v hV t x a y bπ π=
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و  معادلات حرکت حاصل  در   )19( تا   )17( روابط  جایگذاری  با  سپس 
اعمال روش گلرکین تک-مودی، معادلات دیفرانسیل معمولی زیر به دست 

می‌آیند:
((2)2

1 2 3 4  0L U L V L W L W+ + + =

((2)2
5 6 7 8  0L U L V L W L W+ + + =

((2)9 10 11 12 13
2 3

14 15 16 0

L W L W L U L V L UW

L VW L W L W

+ + + + +

+ + =



هندسی  خواص  بر حسب  ثابتی  توابع   Li (i=1,…,16( ثابت  ضرایب 
ورق، ضریب بستر و ضرایب معادلات )9( و )13( می‌باشند. 

با حل جبری دستگاه معادله حاصل از دو معادله )20( و )U ،)21 و V را 
می‌توان بر حسب W تعیین نمود:

((2)
2

17 18
2

19 20

,U L W L W
V L W L W

= +

= +

به طوری که:

((2)
17 2 7 3 6 1 6 2 5

18 2 8 4 6 1 6 2 5

19 3 5 1 7 1 6 2 5

20 4 5 1 8 1 6 2 5

  /  ,
  /  ,
( ) ( )
( ) ( )
(  /  ,
  /  

) ( )
( ) ( )

L L L L L L L L L
L L L L L L L L L
L L L L L L L L L
L L L L L L L L L

= − −
= − −
= − −

= − −

1 Immovable simply-supported

Fig. 1. Rectangular plate on Nonlinear Foundation

شکل 1: ورق مستطیلی بر روی بستر غیرخطی
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با جایگذاری رابطه )23( در معادله )22( معادله دیفرانسیل معمولی زیر بر 
حسب W حاصل می‌گردد:

((2)2 2 3
0 0W W W Wω β α+ + + =

این  ضرایب  می‌باشد.  ورق  طبیعی  فرکانس  بیانگر   ω0 معادله  این  در 
معادله با استفاده از روابط زیر تعیین می‌گردند:

((2)
( )

( )
( )

2
0 10 17 11 12 19 9

15 11 18 12 20 13 17 14 19 9

16 13 18 14 20 9

  / ,

  / ,

  /

L L L L L L

L L L L L L L L L L

L L L L L L

ω

β

α

= + +

= + + + +

= + +

حل تحلیلی معادله حرکت-33
برای حل تحلیلی معادله )25(، پارامتر بی‌بعد و کوچک ε به صورت زیر 

به جملات غیرخطی معادله )25( اضافه می‌گردد ]18[:
((2)2 2 2 3

0W W W Wω εβ ε α+ = − −

فرض                                                         با  و   Tn = εnt زمانی  مقیاس‌های  تعریف  با 
W = W0 + εW1 + ε2W2، معادله )27( به معادلات دیفرانسیل زیر تبدیل 

می‌گردد ]18[:
((2)2 2

0 0 0 0 0D W Wω+ =

((2)2 2 2
0 1 0 1 0 1 0 02D W W D DW Wω β+ = − −

((3)
2 2
0 2 0 2 0 1 1 0 2 0
2 3

1 0 0 1 0

2 2

2

D W W D DW D D W

D W W W W

ω

β α

+ = − − −

− −

که در آن D0= ∂/∂T1 ، D1= ∂/∂T0 و D2= ∂/∂T2 می‌باشند.
نمایی  صورت  به   )29( همگن  معادله  پاسخ  فرض  با 
زیر  صورت  به   )29( معادله   ،aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

درمی‌آید:

((3)
( ) ( )

( )( )
2 2
0 1 0 1 0 1 0 0

2
0 0

2 exp

exp 2

D W W i D A i T

A i T AA cc

ω ω ω

β ω

+ = − −

+ +

در این روابط A تابعی مختلط بر حسب T1 و T2 بوده و A مزدوج مختلط 
A می‌باشد. همچنین، cc نشان‌دهنده مزدوج مختلط عبارت‌های قبل از خود 

است. 
 exp(iω0T0( باید عبارت دارای W1 برای داشتن پاسخی هارمونیک برای
از معادله )31( حذف گردد. در نتیجه شرط حل‌پذیری به صورت D1A = 0 در 
 T2 بوده و فقط تابع T1 مستقل از A می‌آید، که به معنی این است که تابع

است. حال، معادله )31( را می‌توان حل نمود تا W1 به دست آید:

((3)( )( )2
0

1
1 0 03

exp 2 3W A A i T A cc
ω
β ω= − +

جایگذاری مقادیر حاصل برای W0 و W1 در معادله )30( منجر به شرط 
حل‌پذیری زیر برای W2 می‌گردد:

((3)( ) ( )2
0

2 210
0 2 3

2 3i D A A A
ω

ω β α= −

و جدا   )33( معادله  در   A=(1/2)r.exp(is( دادن عبارت قطبی  قرار  با 
نمودن قسمت‌های حقیقی و موهومی عبارت حاصل، دو معادله دیفرانسیل 

معمولی زیر نتیجه می‌شوند:

((3)( )2
0

3 2101
0 8 3

0,

3

r

r s r
ω

ω α β

′ =

′ = −

که در آن r و s توابعی حقیقی بر حسب T2 بوده و مشتقات موجود نیز بر 
حسب T2 می‌باشند. با حل این معادلات، مقدار تابع s برابر با

((3)( )2
0 0

2 23 101
0 2 08 3

s r T sω ω
α β= − +

را  اولیه حرکت  فاز   s0 و  اولیه  دامنه   r0 رابطه  این  به دست می‌آید. در 
نشان می‌دهند.

فرکانس   ،s برای  شده  حاصل  عبارت  و   A و   W0 مقادیر  به  توجه  با 
غیرخطی حرکت ورق با دامنه اولیه r0 و بدون سرعت اولیه برابر با عبارت 

زیر به دست می‌آید:

((3)( )3
0 0

2 2 23 101
0 08 3NL r ω ω

ω ω α β ε= + −

فرکانس  به  غیرخطی  فرکانس  نسبت  می‌توان   ε=1 دادن  قرار  با  که 
خطی ورق را به دست آورد:

((3)( )2 2
0 2NL

04
L 0

9 10
1

12
r

αω βω
ω ω

−
= +

بحث و بررسی نتایج-44
فرکانس طبیعی بی‌بعد یک ورق نازک ایزوتروپ با روش ارائه شده در این 
مقاله به دست آمده و با نتایج مطالعات قبلی مقایسه شده است. نتایج در جدول 
 a = b = 300h :1 نشان داده شده‌اند. مشخصات این ورق عبارت است از
 aaaaaaaaaaaaa فرکانس طبیعی بی‌بعد با استفاده از رابطه .ν = 0/3 و
می‌باشد.   aaaaaaaaaaaaaaaa رابطه  این  در  که  است  شده  محاسبه 
با   SUS304/Si3N4 مدرج  ورق  بی‌بعد  خطی  فرکانس‌های  همچنین، 
و  طالا  نتایج  با  و  شده  محاسبه  نیز   a/h = 20 ضخامت  به  طول  نسبت 
رابطه  از  استفاده  با  فرکانس‌ها   .)2 )جدول  است  مقایسه شده   ]21[ سینگ 
نسبت  نیز   3 جدول  در  شده‌اند.  محاسبه   aaaaaaaaaaaaaaaaaaa
نتایج  با  ارائه شده و  فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی ورق مربع نازک 
مقالات موجود مقایسه شده است. با توجه به این سه جدول مشاهده می‌گردد 

که نتایج مطالعه اخیر تطابق خوبی با نتایج مطالعات قبلی دارند.
در ادامه، اثرات پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی و نسبت طول به عرض 
به  با نسبت طول  بر روی فرکانس طبیعی ورق مگنتوالکتروالاستیک  ورق 
استفاده  با  ورق  فرکانس‌های خطی  بررسی شده‌اند.   a/h = 100 ضخامت
این  نتایج  آمده‌‌اند.  در  بی‌بعد  صورت  به   aaaaaaaaaaaaaaa رابطه  از 

17 2 7 3 6 1 6 2 5

18 2 8 4 6 1 6 2 5

19 3 5 1 7 1 6 2 5

20 4 5 1 8 1 6 2 5

  /  ,
  /  ,
( ) ( )
( ) ( )
(  /  ,
  /  

) ( )
( ) ( )

L L L L L L L L L
L L L L L L L L L
L L L L L L L L L
L L L L L L L L L

= − −
= − −
= − −
= − −

( ) ( )0 0 0 0 0exp expW A i T A i Tω ω= + −

_

2
0 0 0a h Dω ω ρ=

( )3 2
0 12 1D Eh ν = − 

3 43 4

2
0 0Si N Si Na E hω ω ρ=

0 0 1110 a Cω ω ρ= ×
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بررسی در جدول‌های 4 و 5 ارائه شده‌اند. خواص ورق مگنتوالکتروالاستیک 
نظر گرفته شده  در  زیر  مقادیر  با  برابر  مورد مطالعه  یکنواخت  تک لایه‌ای 

است ]10[:

((3)
11 22 12 66

2 9
31 31 33

4 2 2
33

12 3
33 0

 213 ,  113 ,  50 ,
2.71 / ,  222 / ,  6.37 10 / ,

 0.839 10 / ,
 2750 10 / ,  5550 /

C C GPa C GPa C GPa
e C m q N Am C Vm

Ns C
d Ns VC kg m

η

µ

ρ

−

−

−

= = = =

= − = = ×

= ×

= × =

جدول‌های 4 و 5 نشان می‌دهند که پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی 
الکتریکی  پتانسیل‌های  که  طوری  به  دارند،  طبیعی  فرکانس  بر  اثر عکس 
مثبت باعث کاهش فرکانس طبیعی می‌شود ولی پتانسیل مغناطیسی مثبت 
که  است  این  مسئله  این  علت  می‌گردد.  طبیعی  فرکانس  افزایش  باعث 
مثبت  با علامت  مغناطیسی  پتانسیل  و  منفی  با علامت  الکتریکی  پتانسیل 
به رابطه سختی ورق اضافه می‌گردند. در نتیجه پتانسیل الکتریکی منفی و 
پتانسیل معناطیسی مثبت باعث افزایش سختی معادل سیستم و در نتیجه 

باعث افزایش فرکانس طبیعی ورق می‌گردند.

در جدول 6 فرکانس‌های طبیعی ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج ارائه 
شده است. خواص مواد پیزوالکتریک BaTiO3 پیزومغناطیس CoFe2O4، به 

ترتیب، برابر هستند با ]25[: 

((3)( )

11 22 12
2

66 31
9

33

6 2 2 3
33 0

 166 ,   77 ,
 44.5 ,     4.4 / ,
 12.6 10 / ,  

 10 10 / ,  5800 /

B B B

B

B

B B

C C GPa C GPa
C GPa e C m

C Vm

µ Ns C kg m

η

ρ

−

−

= = =
= = −
= ×

= × =

((4)
( )

( )

11 22 12

66 31
9

33

6 2 2 3
33 0

 286 ,     173 ,
 56.5 ,      580.3 / ,
 0.093 10 / ,

 157 10 / ,  5300 /

F F F

F

F

F F

C C GPa C GPa
C GPa q N Am

C Vm

µ Ns C kg m

η

ρ

−

−

= = =
= =
= ×

= × =

رفتار ورق مدرج مشابه رفتاری است که در جدول‌های 4 و 5 مشاهده 
شد. یعنی، پتانسیل الکتریکی مثبت و منفی به ترتیب باعث کاهش و افزایش 
فرکانس طبیعی ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج می‌شود. در حالی که پتانسیل 
مغناطیسی مثبت و منفی به ترتیب باعث افزایش و کاهش فرکانس طبیعی 
ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج می‌گردد. علاوه بر این، مشاهده می‌شود که 

ω فرکانس بی‌بعد روش حل

19/7392 ریبیرو ]19[

19/7400 تازونت و همکاران ]20[

19/7392 تحقیق حاضر

جدول 1: فرکانس خطی بی‌بعد ورق مربعی
Table 1. Non-dimensional linear natural frequency square plate

)N( اندیس نسبت حجمی
روش حل

فلز 5 1 سرامیک

2/5910 2/9237 3/5865 5/9240 طالا و سینگ ]21[

2/5996 2/9189 3/5871 5/8698 تحقیق حاضر

SUS304/Si3N4 جدول 2: فرکانس طبیعی بی‌بعد ورق مربعی
Table 2. Non-Dimensional natural frequency of SUS304/Si3N4 plate

)r0( دامنه بی‌بعد اولیه
روش حل

1/0 0/6 0/2

 1/41666 1/16589  1/01966 سینگا و داریپا ]22[

1/4163 1/1658 1/0195 شی و همکاران ]23[

1/41729 1/1662 1/0197 شیخ و موخوپادای ]24[

1/39953 1/15979 1/01899 تحقیق حاضر

جدول 3: نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی ورق مربعی 
Table 3. Nonlinear to linear natural frequency ratio of square plate

ω V0 (105 V), Ω0=0 a/b

0/۵۷۴۳۴ -1

10/۵۷۲۱۵ 0

0/۵۶۹۹۵ +1

1/۴۳۲۶ -1

21/۴۳۰۴ 0

1/۴۲۸۲ +1

جدول 4: فرکانس طبیعی بی‌بعد ورق مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای 
یکنواخت

Table 4. Non-dimensional natural frequency of single layer isentropic 
MEE plate

ω Ω0 (103 A), V0=0 a/b

0/۵۷۰۳۴ -1

10/۵۷۲۱۵ 0

0/۵۷۳۹۴ +1

1/۴۲۸۶ -1

21/۴۳۰۴ 0

1/۴۳۲۲ +1

جدول 5: فرکانس طبیعی بی‌بعد ورق مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای 
یکنواخت

Table 5. Non-dimensional natural frequency of single layer isentropic 
MEE plate
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 CoFe2O4 الکتریکی بر روی فرکانس‌ طبیعی ورق پیزومغناطیس  پتانسیل 
پیزوالکتریک  ورق  طبیعی  فرکانس  روی  بر  مغناطیسی  پتانسیل  و   ،)F )یا 
و  پیزوالکتریک  مواد  مشخصه  روابط  زیرا  ندارند.  تأثیری   )B )یا   BaTiO3

الکتریکی  و  مغناطیسی  میدان‌های  با  کوپلینگی  ترتیب،  به  پیزومغناطیس، 
ندارند.

در جدول ۷ مقادیر نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی یک ورق 
مگنتوالکتروالاستیک با نسبت طول به ضخامت a/h = 100 به ازای مقادیر 
ضریب  شده‌اند.  ارائه  الکتریکی  پتانسیل  و  بستر  غیرخطی  ضریب  مختلف 
بستر غیرخطی با استفاده از رابطه aaaaaaaaaaaaaaa بی‌بعد شده است. 
مشاهده می‌شود که بستر غیرخطی و پتانسیل الکتریکی مثبت، باعث افزایش 
نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی می‌شوند. ضریب بستر غیرخطی 
با علامت مثبت به ترم غیرخطی مرتبه سه اضافه می‌گردد. با توجه به رابطه 
غیرخطی  بستر  بنابراین، ضریب  می‌باشد.  مثبت  نیز  ترم  این  )37( علامت 
همواره باعث افزایش فرکانس غیرخطی می‌گردد. از طرف دیگر با توجه به 
اینکه پتانسیل الکتریکی مثبت باعث کاهش فرکانس طبیعی می‌گردد، نسبت 

فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی افزایش خواهد یافت.
اثر پتانسیل مغناطیسی بر روی فرکانس غیرخطی این ورق هوشمند نیز 
بررسی شده و نتیجه در شکل 2 نشان داده شده است. مشاهده می‌شود که 
بر خلاف پتانسیل الکتریکی، پتانسیل مغناطیسی مثبت سبب کاهش نسبت 
فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی به ازای دامنه اولیه معین می‌گردد. در 

نتیجه، از میزان غیرخطی بودن سیستم کاسته می‌شود.
خطی  فرکانس  به  خطی  غیر  فرکانس  نسبت  روی  بر  ورق  ابعاد  اثر 
مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای  ورق  برای  و  گرفته  قرار  بررسی  مورد  نیز 
یکنواخت با شرط مرزی الکترومغناطیسی مدار بسته )V0=Ω0=0( و نسبت 
طول به ضخامت a/h = 100 در جدول 8 نشان داده شده است. مشاهده 
می‌شود که با افزایش نسبت a/b مقدار نسبت فرکانس غیر خطی به فرکانس 

خطی نیز افزایش می‌یابد.
در شکل 3 منحنی‌ دامنه–فرکانس غیرخطی ورق مگنتوالکتروالاستیک 
گرفته  نظر  در  بسته  مدار  حالت  در  ورق‌ها  است.  شده  داده  نشان  مدرج 
به  منحنی  حجمی،  نسبت  اندیس  افزایش  با  که  می‌شود  مشاهده  شده‌‌اند. 
مقدار بیشتری از محور عمودی منحرف می‌گردد که به معنی افزایش میزان 
که  است  مطلب  این  نشان‌دهنده  پدیده  این  است.  سیستم  بودن  غیرخطی 
با ورق  بیشتری در مقایسه  CoFe2O4 رفتار غیرخطی  پیزومغناطیسی  ورق 

پیزوالکتریکی BaTiO3 دارد.

نتیجه‌گیری-55
مگنتوالکتروالاستیک  ورق تک‌لایه‌ای  غیرخطی  ارتعاش  مقاله،  این  در 
استفاده  با  و  تئوری کلاسیک  بر اساس  و ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج 
قرار  بررسی  مورد  تحلیلی  صورت  به  چندگانه  زمانی  مقیاس‌های  روش  از 
گرفت. با ارائه چند مثال عددی مشخص شد: )الف( پتانسیل الکتریکی مثبت 
باعث کاهش فرکانس طبیعی شده و پتانسیل الکتریکی منفی باعث افزایش 
افزایش  باعث  مثبت  مغناطیسی  پتانسیل  )ب(  می‌گردد،  طبیعی  فرکانس 
فرکانس  کاهش  باعث  منفی  مغناطیسی  پتانسیل  و  شده  طبیعی  فرکانس 

)N( اندیس نسبت حجمی  پتانسیل اعمال
Fشده 2 1 B

4/19852 3/74988 3/62196 3/06121 -103

V0(V)4/19852 3/74978 3/62186 3/06113 0

4/19852 3/74967 3/62175 3/06103 +103

4/19851 3/74976 3/62184 3/06113 -103

Ω0(A)4/19852 3/74978 3/62186 3/06113 0

4/19853 3/74979 3/62187 3/06113 +103

جدول 6: فرکانس طبیعی ω0 ورق مگنتوالکتروالاستیک مدرج بر حسب 
)a=b=100h( رادیان بر ثانیه

Table 6. Natural frequency of Functionally MEE  Plate  (a=b=100h)

( )4
11NL NLK k a C h=

)r0( دامنه بی‌بعد اولیه V0(105 V) KNL

1/0 0/6 0/2

1/۴۲۷۹ 1/۱۷۲۲ 1/۰۲۰۶ -1

01/۴۳۰۶ 1/۱۷۳۴ 1/۰۲۰۷ 0

1/۴۳۳۵ 1/۱۷۴۶ 1/۰۲۰۹ +1
1/۴۷۲۰ 1/۱۹۱۶ 1/۰۲۳۱ -1

101/۴۷۵۰ 1/۱۹۳۰ 1/۰۲۳۲ 0

1/۴۷۸۱ 1/۱۹۴۴ 1/۰۲۳۴ +1

جدول 7: نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی یک ورق مربع 
.)Ω0=0( مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای یکنواخت

Table 7. Nonlinear to linear natural frequency ratio of a single layer 
isentropic MEE square plate (Ω0=0)

_

)r0( دامنه بی‌بعد اولیه a/b
1/0 0/6 0/2

1/4306 1/1734 1/0207 1/0

1/4560 1/1846 1/0222 1/5

1/4926 1/2008 1/0243 2/0

جدول 8: نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی ورق مستطیلی 
مگنتوالکتروالاستیک تک‌لایه‌ای یکنواخت

Table 8. Nonlinear to linear natural frequency ratio of  single layer 
isentropic MEE rectangular plate
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طبیعی می‌گردد، )پ( بستر غیرخطی، نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس 
خطی را افزایش می‌دهد، )ت( پتانسیل‌های الکتریکی و مغناطیسی مثبت، به 
ترتیب، باعث افزایش و کاهش نسبت فرکانس غیرخطی به فرکانس خطی 
می‌گردند و )ث( افزایش اندیس نسبت حجمی باعث انحراف بیشتر منحنی 

دامنه-فرکانس از محور عمودی مختصات می‌گردد.

پیوست
پیوست الف

( )
( )

( )

( )

33 33

33 33

33 33

3 2 3 21 1
1 33 11 31 3112 12

3 2 3 21 1
2 3 33 12 31 3112 12

3 2 3 21 1
4 33 22 31 3112 12

31
5

3 1 11

4 7 2 5 12

8 6 22

9 66

666

0 31 0 31 0

 2 ,
 2  2 ,

 2 ,
,

M h C e h

N N C h
N N N N C h
N N C h
N C h

q

M M h C e h q

M h C e h q

M h C
f V e V q

η µ

η µ

η µ

η

η

η

= − + −

= =

= =
= = = =
= =
=

− + −

= − + −

= −

Ω = + Ω

پیوست ب

)ب-1(

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2 21 1
3 1 11 11 31 33 31 332 12

4 9 7 2

2 21 1
12 12 31 33 31 332 12

2 2 2 21 1
5 11 11 31 33 31 3312 24

2 2 2 21 1
6 11 12 12 31 33 31 3312 24

1 1
10 8 22 222 12

ˆ ˆ2

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ2

B F

B F

F B

F B

B F

N N h C C h e q

N N N N

h C C h e q

N h C C h q e

N N h C C h q e

N N h C C

η µ

η µ

µ η

µ η

= = + + +

= = = =

+ + +

= − + −

= = − + −

= = + + ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2
31 33 31 33

2 2 2 21 1
12 22 22 31 33 31 3312 24

1
13 14 15 66 662

21
16 66 666

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ

F B

B F

F B

h e q

N h C C h q e

N N N h C C
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η µ

µ η
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= − + −

= = = +

= −

)ب-2(

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 21 1
1 11 11 31 33 31 3324 48

3 9 4 7 2

2 2 2 21 1
12 12 31 33 31 3312 24

3 3 2 2191
5 11 11 31 33 31 3324 720

3 3 2 2191
6 11 12 12 31 33 31 3324 720

21
10 8 12

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 2

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ2

B F

B F

B F

B F

M h C C h e q

M M M M M

h C C h e q
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η µ

η µ

η µ

η µ

= − + −
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− + −

= − + − +
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= = ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 2 21
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1 31 0 31 0

2 31 0 31 0
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f V e V q

f V e V q h
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