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جدارضخيم ساخته  ةتحليل رفتار ترموالاستيک گذرا در استوان

به شيوه  با ويژگيهاي وابسته به دماشده از مواد هدفمند 

 اجزاء محدود 

 3 محمد آزادي ؛2داود عسگري؛ ٭1اتيمحمد شرع

 چكيده
انه توخالي در مقاله کنوني، تحليل غيرخطي انتقال حرارت گذرا و تنشهاي ترموالاستيک پديد آمده در يک استو

، با در نظر گرفتن وابستگي خواص مکانيکي و حرارتي مواد به دما، به شيوه اجزاء هدفمندضخيم ساخته شده از مواد 

در اثر دخالت دادن وابستگي ويژگيهاي مواد به دما، معادلات اجزاء محدود حاکم بر هر دو  محدود انجام پذيرفته است.

در اين زمينه، شرايط مرزي دمايي، هندسي و  اند.رموالاستيک، غير خطي شدهتحليل انتقال حرارت گذرا و تنشهاي ت

اي دستيابي به پاسخها، از الگوريتم ويژه دربرگيرنده يک روش حل عددي و اند. برتنشي گوناگوني بررسي شده

در نظر گرفتن و نتايج بدست آمده با در پايان،  انجام همزمان انتگرالگيري زماني و حل تکرار، استفاده شده است.

اند. همچنين، اثر شرايط مرزي متفاوت بر بدون در نظر گرفتن اثر وابستگي ويژگيهاي مواد به دما، مقايسه شده

است. نتايج، بيانگر  اثر چشمگير وابستگي توزيع دما، تنشهاي شعاعي و تنشهاي محيطي بدست آمده، بررسي شده 

 باشند.ويژگيهاي مواد به دما مي

، وابستگي به دما، تحليل غير هدفمند مواد تنشهاي ترموالاستيک، انتقال حرارت گذرا، روش اجزاء محدود،:  ديکلمات کلي

 خطي، استوانه جدار ضخيم

Nonlinear Transient Thermoelastic Analysis of a Thick 

FGM Cylinder with Temperature-Dependent Material 

Properties Using the Finite Element Method 
M. Shariyat, D.Asgari 

ABSTRACT 

In the present paper, nonlinear transient heat transfer and thermoelastic analyses of a thick hollow FGM 

cylinder is accomplished using the finite element method and taking the temperature-dependency of the 

material properties into consideration. Due to incorporation of the effect of the temperature-dependency of 

the material properties, the resulted governing FEM equations of both transient heat transfer and 

thermoelastic stress analyses are nonlinear. In this regard, various thermal, geometrical, and stress boundary 

conditions are incorporated. An efficient numerical algorithm based on successive updating and time 

integration is used to derive the results. Finally, results obtained considering the temperature-dependency of 

the material properties are compared with those derived based on temperature independency assumption. 

Furthermore, influences of various boundary conditions on the temperature distribution and the radial and 

circumferential stresses are investigated. Results reveal that the temperature-dependency effect is significant. 

KEYWORDS : Thermoelastic stresses, transient heat transfer, finite element method, FGM, temperature-

dependency, nonlinear analysis, thick-walled cylinder.  
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 مقدمه -1

براي تحمل دماها و شوکهاي ، دفمندهاستفاده از مواد 

ضريب انتقال حرارت اندک و گردد. دمايي بالا پيشنهاد مي

رفتن مقاومت آنها در پذيري اجزاء ياد شده، موجب بالا ضربه

برابر دماهاي بالا و شوکهاي حرارتي قابل توجه، شده است. 

توان در مواردي مانند سيستم محرک کاربرد اين مواد را مي

، مخازن رآکتورها، مواد مجاور به مواد پلاسما يا مذاب، هواپيما

برداري، ورقهاي خارجي هواپيما يا فضاپيما، ابزارهاي براده

شکست ناشي از برابر در و ساير قطعات مقاوم  لنتهاي ترمز

دامنه و تنشهاي بسيار بزرگ حرارتي، کمانش، تغيير شکلهاي پر

 يافت. 

[ آشکار 2] تانيگاوا[ و 1]  نودا تحقيقات انجام شده توسط

اي مانند تورق، سازند که نارساييهاي مواد کامپوزيت رشتهمي

ها، تنشهاي پسماند قابل توجه و جهش تمرکز تنش در ميان لايه

در توزيع تنش، به دليل تغييرات پيوسته نسبت حجمي مخلوط، 

  اند.برطرف شده هدفمنددر مواد 
انه داراي ديواره ستودر ا ،تحليل تنشهاي ترموالاستيک

با در نظر گرفتن وابستگي ويژگيهاي مواد به دما،  ضخيم

اي کامل انجام نپذيرفته است. کارهاي انجام به گونهتاکنون 

شده در اين زمينه تا کنون، شامل بررسي تنشهاي حالت پايدار 

، با ناديده [ يا افزايش يکنواخت دما در تمام نقاط3] حرارتي

تحليلهاي شبه ،  [2و 5]هاي مواد با دما گرفتن تغييرات ويژگي

استاتيکي و در نظر گرفتن جزئي وابستگي ويژگيهاي مواد به 

اوليه به زير  هدفمند ساخته شده از مواد[ تجزيه استوانه 1] دما

[ و تحليلهاي گذرا بدون در نظر 7] هاي ايزوتروپيکاستوانه

 اند.[ بوده3-12گرفتن وابستگي ويژگيهاي مکانيکي به دما ]

جدار  تحليل تنشهاي ترموالاستيک استوانهدر مقاله کنوني، 

با در نظر گرفتن وابستگي  هدفمند ساخته شده از موادضخيم 

رارت، به ويژگيهاي مواد به دما براي حالتهاي گوناگون انتقال ح

شيوه اجزاء محدود انجام شده است. بر خلاف مسائل تحليل 

ي در مسئله کنوني به تغيير رفتار الاستيک، تغيير شرايط مرز

ماتريسهاي المان انجاميده و با توجه به اينکه در روابط اجزاء 

، ماتريسهاي سختي و ميرايي خود نيز به دما آمدهبدستمحدود 

از باشد. غير خطي مي بسيارباشند، مسئله کنوني وابسته مي

نوآوريهاي مقاله کنوني، در نظر گرفتن وابستگي ويژگيهاي 

دما، اعمال شرايط مرزي تنشي در روابط ترموالاستيک  مواد به

هنگام به ي برايهاي جابجايي و ارائه روشالمان بر پايه مولفه

هاي غير خطي انتقال حرارت و ترموالاستيسيته سنمودن ماتري

، نتايج بدست پاياندر اي است. مرحله المان در يک الگوريتم دو

گرفتن اثر وابستگي آمده با در نظر گرفتن و بدون در نظر 

ويژگيهاي مواد به دما، مقايسه شده و اثر شرايط مرزي 

حرارتي و هندسي متفاوت و اثر توان در معادله تواني حاکم بر 

بر تنشهاي شعاعي و محيطي، بررسي شده  هدفمندمخلوط 

 است.

 معادلات حاکم -2

 هدفمندروابط حاکم بر رفتار مواد  -2-1

( 1سي در شکل )پارامترهاي هندسي استوانه مورد برر

 .اندنشان داده شده

 
 مشخصات هندسي استوانه مورد بررسي -1شکل

بکار رفته در استوانه توخالي از ترکيب دو  هدفمندماده 

، سراميکي اي که سطح داخليبه گونهاست.  ماده ساخته شده

فلزي است. تغييرات هر  به طور کاملو سطح خارجي، خالص 

در ضخامت،  جهتمدول يانگ در  مانند( P) يک از خواص ماده

 باشند:( مي1به صورت رابطه ) ( دماي محيط )
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بييه ترتييب، بيراي فلييز و    3Pتيا   1P مقيادير  و  ضيرائب  

 باشند.ميسراميک براي خواص مختلف 
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ساخته شده از معادلات انتقال حرارت در استوانه  -2-2

 مندهدف مواد

معادله کلي انتقال حرارت در راستاي شعاعي، براي شرايط 

 :باشدمي (2طبق رابطه )تقارن محوري، در حالت گذار 
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  عبارتند از: ط مرزي حرارتيايدر تحليل کنوني، شر

الف( وجود يک شار حرارتي در داخل استوانه و شرايط 
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ضيريب انتقيال    و ضريب انتقال حرارت همرفيت  hکه در آن، 

، تيابعي از مخييتص  هدفمنييدحيرارت بيه شيييوه هيدايت در مياده     

 0qگردنيد.  ( محاسبه ميي 3شعاعي و دما بوده و بر پايه رابطه )

 باشد.حرارتي وارده بر سطح داخلي ميشار 
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 فرم اجزاء محدود معادلات حاکم -3

 :توان نوشتميبا استفاده از تقريب کانتورويچ، 
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فرم کلي  ،سازيمرتب گرين و-با استفاده از قضيه گوس
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بدين ترتيب، بايد دو حدس اوليه براي جابجايي و سرعت درنظر 
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ه به اينکه ماتريسهاي الماني خود به دما يا جابجايي با توج

 مورد بررسي، اند، در هر مرحله تکرار از فاصله زمانيوابسته

 سازي متوالي استفاده شده است.از روش به هنگام

 اعمال شرايط مرزي هندسي و تنشي -5

 اند:دو نوع شرط مرزي تنشي و هندسي در نظر گرفته شده

اخلي و خارجي استوانه، صفر الف( تنش شعاعي دو مرز د

 :توان نوشتمي( 11رابطه اول از روابط ) در اين حالت، ازاست. 
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 توان نوشت:حال با صفر قرار دادن مقدار تنش شعاعي مي
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مان ابتدا و انتهاي بدين ترتيب، مقادير جابجايي در ال

 گردد. ضخامت با توجه به شرايط مرزي اعمال مي

ب( جابجايي سطح بيروني و تنش شعاعي سطح داخلي 

 صفر است. 

 نتايج  -6

 نتايج تحليل انتقال حرارت گذرا -6-1

اي با مشخصات ابتدا تحليل انتقال حرارت گذرا در استوانه

 ده است. (، انجام ش2( و )1هندسي و حرارتي مندرج در جداول )

 

 مشخصات هندسي و پارامترهاي حرارتي استوانه -1جدول 

 مقدار کميت

/2) (0qشار حرارتي ) mkW )111 

KmW) (hضريب انتقال حرارت جابجايي ) 2/) 3  

 7/12( mm) (شعاع داخلي )

 2/25( mm)  (شعاع خارجي )

 

 

 

 

 

 غير صفر مواد مورد بررسيخواص حرارتي  -2جدول 

 سراميک

(43NSi) 

 فلز

(Ti-6Al-4V) 
 کميات

2229 2371  3/ mKg
  

11/555 29192/125  KKgJc /  
21927/1 723/13  KmW /

 

23/323 55171/122 )(GPaE
 

22/1 29/1   

1- e 3723/5 1- e 5737/7  K/1   

1 1139375/1 )(1 P  

3- e  111/1 2- e  223375/2- )(1 cP  

7-   e92/2 7- e  1731531/7 )(2 cP  

11- e  17/1- 1 )(3 cP
 

11137/1- 2- e 53135/2- )(1 EP
 

7- e 11/2 1 )(2 EP  
11- e 921/3- 1 

3( )P E
 

1 2- e  12131/1 )(1 P  

2- e  195/9 11115/1 )(1 P  

1 1- e 313217/1 )(2 P  

الف( نتايج شرط مرزي حرارتي نوع اول: اثر تعداد المانها 

، در  =1 t(s)و  =1Nالمان( در همگرايي پاسخ، براي  11و  5، 3)

( نشان داده شده است. همگرايي نتايج براي تعداد 2شکل )

المانهاي مختلف بيانگر درستي و کفايت تعداد آنهاست. در شکل 

 1و  5/1براي زمانهاي مختلف )صفر،  N=1(، توزيع دما براي 3)

، توزيع دما با شودديده ميثانيه( آمده است. همانگونه که 

 ( اثر2گردد. در شکل )ت پايا نزديک ميگذشت زمان به يک حال

، نشان داده  =1 t(s)بر توزيع دما، در زمان  Nمقادير مختلف 

بالاتر،  Nشده است. با افزايش درصد مواد فلزي در مقادير 

( 2نتايج بدست آمده در شکل )گراديان دما افزايش يافته است. 

در توزيع دماي نواحي  Nسازند که تاثير تغيير مقدار آشکار مي

است. توزيع دما با در نظر  چشمگيرتر ،مياني ضخامت استوانه

دما، وابستگي خواص حرارتي به  نداشتنگرفتن وابستگي و 

( بيانگر 5( آمده است. شکل )5در شکل ) ، =1 t(s)و  =1Nبراي 

اين مطلب است که خطاي ناشي از ناديده گرفتن خصوصيات 

 .رسدمي  %15 کبه نزديوابسته به دما، 
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 اثر تعداد المانها بر روي همگرايي پاسخ  -2شکل 

 .براي شرط مرزي نوع اول

 
 براي شرط مرزي نوع اول =1N توزيع دما در ازاي  -3شکل 

 
 بر توزيع دما Nمقايسه اثر مقادير مختلف  -4شکل 

 براي شرط مرزي نوع اول.

 
وابستگي  نداشتنتوزيع دما با در نظر گرفتن وابستگي و  -5شکل 

 خواص حرارتي به دما براي شرط مرزي نوع اول.

 
 براي شرط مرزي نوع دوم. =1N توزيع دما در ازاي  -6شکل 

 
وابستگي  نداشتنتوزيع دما با در نظر گرفتن وابستگي و  -7شکل 

 خواص حرارتي به دما براي شرط مرزي نوع دوم.

(، توزيع 1در شکل ): ب( نتايج شرط مرزي حرارتي نوع دوم

ثانيه(،  1و  5/1براي زمانهاي مختلف )صفر،  =1Nدما براي 
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 بدست آمده است. 

توزيع دما با در نظر گرفتن وابستگي و عدم وابستگي 

،  در شکل شماره  =1 t(s)و  =1Nخواص حرارتي به دما، براي 

 .( نشان داده شده است7)

 نتايج تحليل تنشهاي ترموالاستيک گذرا -6-2

ه براي تعيين ميزان تاثير در نظر گرفتن نتايج بدست آمد

وابستگي ويژگيهاي مواد به دما بر مولفه تنش شعاعي، براي 

شرايط مرزي دمايي و هندسي نوع اول و دوم، بترتيب در 

 =1N، و براي مقدار  =3/1 t(s)( در زمان 9( و )3شکلهاي )

اند. وابستگي ويژگيهاي مواد به دما، گراديان نشان داده شده

مرز داراي دماي بزرگتر، افزايش  همسايگيرا به ويژه در  دما

 .انجامدداده و به پديد آمدن تنشهاي ترموالاستيک بزرگتر مي

( اثر چشمگير وابستگي ويژگيهاي مواد به دما بر 3شکل )

پديد سازد. ميزان خطاي روي نتايج تنش شعاعي را آشکار مي

درصد  21 کنزدي(، 3براي حالت بررسي شده در شکل ) آمده

تنشهاي کاري اجزاء مکانيکي بيشتر باشد. با توجه به اينکه مي

باشند، خطاي ياد شده از ديدگاه در نزديکي تنشهاي مجاز مي

-طراحي، قابل توجه است. با توجه به اينکه گراديان دماي لايه

هاي داخلي استوانه بيشتر است، مقدار مولفه تنش شعاعي 

داخلي استوانه بزرگتر است. با سطح  همسايگيدر  آمدهبدست

(، در اثر اعمال گرما به سطح داخلي استوانه، با 3توجه به شکل )

توجه به آزاد بودن دو مرز داخلي و بيروني استوانه براي 

هاي مجاور به سطح خارجي )فلز( شرط مرزي تنشي اول، لايه

بيشتر از ذرات سطح داخلي )سراميک( منبسط شده و به سمت 

انه حرکت نموده و در نتيجه، تنشهاي شعاعي مثبت خارج استو

 .آورندپديد مي

وابستگي ويژگيهاي مواد به دما بر توزيع بررسي اثر  -8 شکل

براي شرط مرزي دمايي و هندسي   =3/0 t(s)و   =1N تنش براي 

 نوع اول.

 
بررسي اثر وابستگي ويژگيهاي مواد به دما بر توزيع  -9 شکل

براي شرط مرزي دمايي و  =3/0 t(s)و   =1N براي  شعاعي  تنش

 .نوع دوم هندسي

( =1Nروند تغيير توزيع تنش شعاعي بر حسب زمان ) -10 شکل

 .براي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع اول

( اثر وابستگي ويژگيهاي مکانيکي و حرارتي مواد 9)در شکل

به دما براي تنشهاي شعاعي حاصل از شرايط انتقال حرارت و 

داده شده است. با توجه به مقيد بودن ي نوع دوم نشان هندس

سطح خارجي استوانه، )براي شرط مرزي نوع دوم( تنش 

هاي داخلي به دليل تمايل به انبساط بزرگتر در شعاعي در لايه

اثر داشتن دماي بيشتر، و نيز تنش شعاعي در مجاورت مرز 

رگتر داخلي به دليل وجود قيد سينماتيکي و ضريب انبساط بز

هاي خارجي به دليل درصد فلز بيشتر، منفي است. اين لايه

موضوع به ويژه با توجه به مقيد بودن استوانه در جهت 

محوري و اثر پواسون ناشي از فشردگي استوانه در جهت 

( ، بترتيب 11( و )11گردد. در شکلهاي )محوري، تشديد مي

استوانه  هاي تنش شعاعي و محيطيروند تغييرات زماني مولفه

براي شرط  =1Nدر ازاي  (=3/1 ،2/1 ،1/1t (s))براي سه زمان

مرزي دمايي و هندسي نوع اول آمده است. توزيع تنشهاي 

دارد که به ( بيان مي11( و )11شعاعي و محيطي در شکلهاي )

دليل کاهش فاصله منحنيهاي توزيع دما با زمان به دليل نزديک 
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اي ترموالاستيک با زمان شدن به حالت پايا، تغييرات تنشه

يابد. به دليل مقيد بودن لايه بيروني و ضريب انبساط کاهش مي

کوچکتر لايه داخلي، تنش محيطي در سطح داخلي استوانه 

هاي بعدي به دليل امکان فشاري بوده و مقدار آن در لايه

انبساط مناسبتر و افزايش نسبت فلز داراي ضريب انساط 

شته است. با توجه به اينکه دماي بزرگتر، مثبت و صعودي گ

ها هاي خارجي کمتر است، مقدار تنش محيطي در اين لايهلايه

کوچکتر است. همين نتيجه براي شرط مرزي دمايي و هندسي 

(، رفتار 12( آمده است. شکل )13( و )12نوع دوم در شکلهاي )

کند. با توجه به اينکه ( را تاييد مي9نشان داده شده در شکل )

شرط مرزي هندسي و تنشي نوع دوم، ذرات استوانه تمايل در 

به حرکت به سمت داخل استوانه جهت تامين انبساط لازم 

دارند، تنشهاي محيطي ايجاد شده در مجاورت مرزهاي بيروني 

 باشند.و دروني، منفي مي

( =1Nتغيير توزيع تنش محيطي بر حسب زمان )روند  -11شکل 

 .دسي نوع اولبراي شرط مرزي دمايي و هن

 
( براي =1Nروند تغيير توزيع تنش شعاعي بر حسب زمان ) -12شکل 

 شرط مرزي دمايي و هندسي نوع دوم.

( =1Nروند تغيير توزيع تنش محيطي بر حسب زمان ) -13شکل 

 .براي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع دوم

 

 
 Nروند تغيير توزيع تنش شعاعي به ازاء مقادير  -14ل شک

براي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع   =2/0t(s)ت در زمان متفاو

 اول.

 

 Nروند تغيير توزيع تنش شعاعي به ازاء مقادير  -15شکل 

براي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع   =2/0t(s)متفاوت در زمان 

 دوم
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متفاوت  Nتنش محيطي به ازاء مقادير روند تغيير توزيع  -16شکل 

 شرط مرزي دمايي و هندسي نوع اولبراي   =2/0t(s)در زمان

متفاوت  Nروند تغيير توزيع تنش محيطي به ازاء مقادير  -17شکل 

 براي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع دوم  =2/0t(s)در زمان 

( توزيع تنش شعاعي به ازاء مقادير 15( و )12در شکلهاي )

N ( 1، 5/1،  1،  2متفاوتN= در زمان )(s)2/1 t=   به ترتيب

اي شرط مرزي دمايي و هندسي نوع اول و دوم نشان داده بر

براي تنش محيطي نيز در شکلهاي  ياد شده،شده است. نتيجه 

( 12( آمده است. نتايج نشان داده شده در شکلهاي )17( و )11)

( براي شرايط مرزي و حرارتي متفاوت، بيانگر اثر مهم 17تا )

)استوانه  =1Nراي بر توزيع تنش است. رفتار استوانه ب Nتوان 

سراميکي(، به دليل تفاوت چشمگير توزيع دما و ضريب انبساط 

حرارتي در امتداد ضخامت استوانه سراميکي، نسبت به استوانه 

 است. ديدهمتمايز  ساخته شده از مواد هدفمند

بعد ( مقدار تنش شعاعي بر حسب پارامتر بي13در شکل )

و شرايط مرزي  مختلف بعد و براي نسبتهاي بي 

حرارتي و هندسي نوع اول آمده است. نتايج بدست آمده بيانگر 

سطح داراي دماي  همسايگيافزايش ميزان تنش شعاعي در 

و افزايش اختلاف تنش در شعاعهاي مختلف، با افزايش   بزرگتر

 باشد.ضخامت استوانه مي

 
   بعد يتنشهاي شعاعي بر حسب پارامتر ب -18شکل 

  براي مقادير مختلف پارامتر   =3/0t(s)در زمان =1Nبه ازاء 

 و شرط مرزي دمايي و هندسي نوع اول

 گيرينتيجه -7

در مقاله کنوني، در اولين گام، معادلات غير خطي انتقال 

، با ساخته شده از مواد هدفمندحرارت گذرا براي يک استوانه 

اثر تغييرات خواص مختلف با دما، به شيوه  ندر نظر گرفت

اند. بدين منظور، شرايط مرزي گوناگوني اجزاء محدود حل شده

اند. تغييرات منحنيهاي توزيع دما در زمانهاي بررسي شده

مختلف، پايا شدن پاسخ با گذشت زمان  Nمختلف، براي مقادير 

مياني  بر توزيع دما در منطقه Nرا تاييد مي کند. تاثير توان 

شد. همچنين، نتايج بدست آمده بر  ديدهضخامت استوانه 

اساس در نظر گرفتن وابستگي خواص حرارتي از قبيل ضريب 

وابستگي  نداشتنهدايت و ظرفيت گرمايي به دما با نتايج فرض 

اند. نتايج نشان مي دهد که خطاي ناشي به دما، مقايسه گرديده

دما براي انحراف از  از در نظر نگرفتن خصوصيات وابسته به

کند. اين موضوع دماي محيط، خطاي قابل توجهي را ايجاد مي

براي حالتي که دماي نقاط استوانه بسيار بالاتر از دماي محيط 

 ويژگيهايبررسي تغييرات  نياز بهبوده و  چشمگيرتراست، 

 نمايد. وابسته به دما، با دما را تاکيد مي

حاصل از انتقال حرارت  در گام دوم، تنشهاي ترموالاستيک

گذرا براي شرايط انتقال حرات و تنشي متفاوت بررسي 

گرديدند. در اين تحليل، اثر وابستگي ويژگيهاي مواد بر توزيع 

تنش بررسي گشته است. نتايج بدست آمده بيانگر اثر چشمگير 

اثر قابل توجه توان همچنين،  باشند.وابستگي ياد شده مي

را هاي تنش شعاعي و محيطي مولفه بر هدفمنداختلاط ماده 

. تغييرات مخلوط مواد و گراديان حرارت، موجب دهندمينشان 

تغييرات موضعي تنشها گشته و موجب ايجاد نواحي داراي 
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اند. در امتداد ضخامت گشتهگوناگون تنشهاي فشاري و کششي 

نتايج بدست آمده همچنين، بيانگر متمايز بودن رفتار 

     هدفمند  ساخته شده از مواداز استوانه  استوانه سراميکي

 باشند.مي
از برتريهاي بارز مقاله کنوني، در نظر گرفتن تاثير 

وابستگي ويژگيهاي مواد به دما و برآورده نمودن دقيق شرايط 

هاي مرزي تنشي در فرمولبندي اجزاء محدود بر حسب مولفه

 ( باشدجابجايي مي
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