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چکیده: در این پژوهش ابتدا معادلات حاکم بر توزیع دما و تحلیل تنش های مکانیکی و حرارتی در یک دیسک دوار با ضخامت 
و خواص متغیر در راستای شعاعی استخراج می شوند. تمامی خواص مکانیکی و حرارتی ماده بر اساس یک تابع توانی تغییر 
می کنند بطوریکه که کسر حجمی ماده در راستای شعاعی بین دو مقدار دلخواه تغییر می کند. در استخراج معادلات حرارت، 
انتقال حرارت همرفتی از طریق سطوح دو طرف دیسک نیز در نظر گرفته می شوند و شرایط مرزی حرارتی دیسک به شکل 
شرایط دما ثابت در لبه ی داخلی و انتقال حرارت همرفتی در لبه ی خارجی دیسک در نظر گرفته می شود. تغییرات ضریب انتقال 
حرارت همرفتی در راستای شعاعی و وابستگی آن به سرعت زاویه ای دیسک نیز در نظر گرفته شده اند. با توجه به پیچیدگی های 
موجود در معادلات، از روش تفاضلات مربعی برای حل تمامی معادلات استفاده شده و توزیع دما و مولفه های تنش و جابجایی 
در دیسک بدست خواهند آمد. در نهایت تاثیر چگونگی تغییرات ضخامت و خواص ماده در راستای شعاعی بر روی توزیع دما، 
تنش و جابجایی در دیسک بررسی می گردد. در نهایت با استفاده از مدل تامورا-توموتا-اوزاوا و از طریق مقایسه ی تنش ها با 

مقادیر مجاز بدست آمده، تسلیم یا عدم تسلیم در نقاط مختلف دیسک بررسی می گردد.
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مقدمه-11
تحلیل تنش در دیسک های دوار یکی از مسائلی می باشد که در موارد 
مختلف مانند کمپرسورهای گریز از مرکز، توربین های بخار و گاز، تجهیزات 
هوا-فضا و فلایویل ها مورد استفاده قرار می گیرد. با توجه به تفاوت بالای 
تنش موجود در مقاطع مختلف برای یک دیسک دوار با ضخامت یکنواخت، 
استفاده از دیسک هایی با ضخامت غیریکنواخت بیشتر می باشد؛ در این حالت 
طراحی  در  معمولًا  بنابراین  گردد؛  اصلاح  می تواند  حدودی  تا  تنش  توزیع 
بیشترین  که  گونه ای  به  می شود  استفاده  غیریکنواخت  مقطع  از  دیسک ها 
به صورت  این مقطع  و  داشته  داخلی دیسک وجود  درگیر  لبۀ  در  ضخامت 
یکنواخت تا لبۀ بیرونی و آزاد آن کاهش می یابد ]1[. همچنین با توجه به 
حرارت بالایی که در برخی موارد دیسک ها در معرض آن قرار می گیرند،  باید 
به شکل همزمان قابلیت بالا برای تحمل بارگذاری مکانیکی و تحمل دمای 
مسأله  این  که  باشد  داشته  وجود  دیسک  در  زیاد  حرارتی  تنش های  و  بالا 
استفاده از مواد مدرج تابعی را در دیسک ها توجیه می نماید. به همین دلیل 
تحلیل تنش های مکانیکی و حرارتی در یک دیسک با مقطع غیریکنواخت 
ساخته شده از مواد مدرج تابعی موضوع جالب برای تحلیل و بررسی بوده به 
گونه ای که محققان زیادی وقت خود را صرف بررسی این موضوع نموده اند.

در  الاستیک  تنش های  تعیین  و  تحلیل  به  اقدام   ]2[ سرینات  و  ردی 
یک دیسک دوار غیرایزوتروپیک با ضخامت متغیر نمودند. تحلیل تنش در 
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یک دیسک دوار کاملًا پلاستیک شده توسط گوون ]3[ ارائه شد. اراسلان و 
اورسان ]4[ همین مسأله را در حالتی که ضخامت دیسک به شکل نمایی و 
خواص آن به شکل خطی تغییر کنند، گسترش دادند. حل تحلیلی و عددی 
برای تعیین تنش و کرنش در یک دیسک دوار با ضخامت متغیر و چگالی 
نیمه  روش  یک  براساس  گردید.  ارائه   ]5[ حسنی  و  حجتی  توسط  متغیر 
تحلیلی، بیات و همکاران ]6[ تنش های مکانیکی و حرارتی را در یک دیسک 
دوار با ضخامت متغیر به دست آوردند. ارسالان ]7[ در مورد تغییر شکل های 
با ضخامت متغیر تحقیق نمود.  الاستیک و پلاستیک در یک دیسک دوار 
او شرایط مرزی را به صورت آزاد، بسته شده در راستای شعاعی و لبۀ تحت 

فشار در نظر گرفت.
تحلیل تنش های حرارتی نیز در دیسک های دوار توجه محققان زیادی را 
به خود جلب نموده است. حسنی و همکاران ]8[ با ترکیب روش های آدومیان 
وردشی و روش تکرار متغیر با روش هوموتوپی، یک حل نیمه تحلیلی برای 
تحلیل تنش های مکانیکی و حرارتی در یک دیسک دوار ساخته شده از مواد 
هدفمند ارائه نمودند. با استفاده از روش اجزا محدود، شاه زمانیان و همکاران 
]9[ تحلیل تنش های حرارتی ناشی از اصطکاک تماسی در یک دیسک دوار 
را بررسی نمودند. افسر و گو ]10[ روش اجزا محدود را به کار برده و یک حل 

عددی برای تحلیل تروموالاستیک یک دیسک دوار ارائه نمودند. 
نیمه  حل  یک   ]11[ نقدآبادی  و  کردخیلی  صفحه ای،  تنش  فرض  با 
تحلیلی برای حل مسأله ترموالاستیسیته در دیسک های توپر و توخالی دوار 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 33 تا 46

34

نمودند. بیات و همکاران ]12[ یک حل دقیق را برای تحلیل ترموالاستیک 
در دیسک های دوار توپر و توخالی ارائه نمودند. تحلیل تنش های حرارتی در 
یک دیسک دوار که دارای ضخامت، چگالی، مدول برشی و ضریب انبساط 
حرارتی متغیر در راستای شعاعی باشد توسط نای و باترا ]13[ انجام گرفت. 
با استفاده از روش اجزا محدود، شارما و همکاران ]14[ اقدام به حل معادلۀ 
انتقال حرارت و پس از آن تحلیل تنش های حرارتی در یک دیسک ساخته 
شده از مواد مدرج تابعی نمودند. تحلیل دینامیکی یک دیسک دوار با منبع 
حرارتی ساکن توسط وائور و شوایزر ]15[ انجام گرفت. آنها معادلات کوپل 
نمودند. یک حل  اجزا محدود حل  از روش  استفاده  با  را  مکانیکی  حرارتی 
تحلیلی و دقیق برای تعیین تنش های حرارتی در یک دیسک دوار ساخته 

شده از مواد هدفمند توسط پنگ و لی ]16[ انجام گرفت.
برای  بعدی  سه  محدود  اجزا  تحلیل  یک   ]17[ محمدجانی  و  شریعت 
بررسی خمش و توزیع تنش در یک دیسک دوار که خواص آن در هر دو 
از روش  استفاده  با  نمودند.  ارائه  راستای شعاعی و ضخامت مدرج شده اند، 
تفاضلات مربعی قربانپور و همکاران ]18[ موفق شدند یک تحلیل عددی 
برای تخمین تنش های حرارتی-مکانیکی-الکتریکی در یک استوانۀ ضخیم 
ساخته شده از مادۀ مدرج دارای خواص پیزوالکتریک ارائه کنند. آنها میدان 
حرارتی را به شکل نامتقارن فرض نموده و توزیع تنش ون-مایزز را به دست 
آوردند. کلالی و همکاران ]19[ تحلیل الاستو-پلاستیک دیسک های دوار 
را مورد بررسی قرار  تابعی  از مواد مدرج  و مخازن تحت فشار ساخته شده 
دادند. برای یک استوانۀ کامپوزیتی تقویت شده با نانوتیوب های کربنی که 
و  الکتریکی  میدان های  و  غیرمتقارن  حرارتی  و  مکانیک  میدان های  تحت 
مغناطیسی یکنواختی قرار گرفته است، حل دقیقی توسط قربانپور و همکاران 

ارائه شد ]20[.
در اکثر پژوهش های انجام شده در این زمینه تغییر خواص معمولًا از یک 
سطح فلزی تا سرامیکی در نظر گرفته می شود. همچنین در تحلیل حرارتی 
انتقال حرارت همرفتی ثابت در نظر گرفته می شود. در این  معمولًا ضریب 
پژوهش اما علاوه بر تغییرات ضخامت در راستای شعاعی، خواص ماده نیز 
بین دو سطح داخلی و خارجی با کسر حجمی دلخواه تغییر می کنند تا مسأله 
شکلی کلی تر داشته باشد؛ همچنین تغییرات ضریب انتقال حرارت همرفتی 
نیز در راستای شعاعی در نظر گرفته شده است؛ وابستگی این ضریب به مقدار 
سرعت دورانی دیسک نیز در نظر گرفته شده است. ابتدا معادلات حاکم بر 
تحلیل حرارت و تنش استخراج شده اند؛ سپس با استفاده از روش تفاضلات 
مربعی این معادلات به شکلی عددی حل شده اند و در نهایت تأثیر چگونگی 
در  جابه جایی  و  تنش  دما،  توزیع  روی  بر  دیسک  و ضخامت  تغییر خواص 
تامورا-توموتا-اوزاوا،  مدل  از  استفاده  با  همچنین  شده اند.  بررسی  دیسک 

پدیدۀ تسلیم در نقاط مختلف دیسک بررسی شده است.

هندسه1مسأله-21
مطابق شکل 1 یک دیسک دوار با ضخامت متغیر در راستای شعاعی و 

خواص مدرج در همین راستا نشان داده شده است. نحوۀ تغییرات ضخامت 
جزء  حجمی  کسر  که  است  شکلی  به  خواص  تغییر  و  بوده  دلخواه  کاملًا 
سرامیکی )fc  ( از لبۀ داخلی تا لبۀ خارجی بین دو مقدار دلخواه و براساس یک 

تابع توانی به شکل زیر تغییر می کند:
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که در این رابطه fcb  و fca  به ترتیب کسر حجمی سرامیک را در لبۀ 
داخلی و خارجی دیسک نشان می دهند و p توان پروفیل تغییرات می باشد. 

حال می توان هر خاصیت از ماده مانند P را به شکل زیر بیان نمود:
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که در این رابطه  اندیس های m و c به ترتیب بیانگر خاصیت در فلز و 
سرامیک می باشند. با بهره گیری از رابطۀ )1( می توان رابطه زیر را بیان نمود:
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Fig. 1. The geometry of the rotating FG disc with variable thickness.
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رابطه )4( را می توان به شکل بدون بعد زیر بیان نمود:
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تحلیل1حرارتی-31
با تقریب یک بعدی توزیع دما، معادلۀ حاکم بر توزیع دما در یک دیسک 
که از سمت لبه های بالایی و پایینی در حال انتقال حرارت همرفتی با سیال 

می باشد، به شکل زیر می باشد ]21[:
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 T∞ و  همرفتی  حرارت  انتقال  ضریب   h دما،   T رابطه  این  در  که 
و                           دیسک  مقطع  مساحت   A=2πrt می باشد.  دیسک  اطراف  سیال  دمای 
می باشند  دیسک  پایینی  و  بالایی  سطح  مجموع  مساحت   A2=2π(r2-b2(

)با توجه به غیریکنواخت بودن ضخامت دیسک، رابطه A2 تقریبی است(. با 
استفاده از رابطه )5( می توان روابط مربوط به مساحت را به شکل زیر بیان 
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که در این رابطه t*=t/tb و tb ضخامت ورق در لبۀ داخلی می باشد.
در این تحقیق در لبۀ داخلی شرایط به صورت دما ثابت و برابر با Tb در 
نظر گرفته شده و در لبۀ خارجی نیز انتقال حرارت همرفتی با سیال بیرون در 

نظر گرفته می شود؛ به عبارت دیگر
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با تعریف دمای بدون بعد به شکل ∞T*=T/T و استفاده از روابط )5( و 
)6(، معادله  حاکم )7( را می توان به شکل بدون بعد زیر بیان نمود:
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که در این رابطه ضریب انتقال حرارت همرفتی بدون بعد و نسبت شعاع 
خارجی به ضخامت به شکل زیر تعریف شده اند:
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بیان  قابل  زیر  شکل  به  نیز  مرزی  شرایط  بعد  بدون  شکل  همچنین 
می باشد:
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Tb. با توجه به تغییرات سرعت خطی بر حسب 
*=Tb /T∞ که در این رابطه

شعاع در دیسک های دوار، ضریب انتقال حرارت همرفتی بین دیسک و سیال 
حول  سیال  جریان  بالا،  دوران  سرعت های  برای  نمی باشد.  ثابت  مقداری 

دیسک مغشوش بوده و رابطه  زیر برقرار می باشد ]22[:
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تجربی  شکل  به  که  می باشد  بعد  بدون  مقداری   a2 رابطه  این  در  که 
ناسلت  و  رینولدز  بعد  بدون  اعداد   Nu و   Re اندازه گیری می شود. همچنین 

می باشند که به شکل زیر تعریف شده اند:
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با  می باشد.  سیال  سینماتیکی  ویسکوزیته  ضریب   ν رابطه  این  در  که 
محاسبه  زیر  شکل  به  همرفتی  انتقال  )14(، ضریب  و   )13( روابط  ترکیب 

می گردد:
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به عبارت دیگر ضریب انتقال حرارت علاوه بر خواص ماده و سیال به 
سرعت دورانی دیسک نیز وابسته بوده و در شعاع های مختلف تغییر می کند. 

با استفاده از روابط )5(، )6( و )15( می توان نشان داد:
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حال می توان رابطه  )10( را به شکل زیر بیان نمود:
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و شرایط مرزی )12( را نیز می توان به صورت زیر نوشت:
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معادله  تعادل تنش ها در راستای شعاعی به شکل زیر می باشد:
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که در این رابطه σr و σθ مؤلفه های تنش در راستای شعاعی و مماسی 
می باشند. لازم به ذکر است که به دلیل تقارن محوری، تنش برشی σrθ در 
فرض  دیسک،  بودن  نازک  به  توجه  با  می باشد.  دیسک صفر  نقاط  تمامی 
شرایط تنش صفحه ای می تواند فرض معقولی باشد؛ در این حالت با فرض 
σz=0، براساس قانون هوک مؤلفه های کرنش در راستاهای شعاعی و مماسی 

)εr و εθ( به شکل زیر بیان می شوند:
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که در این رابطه εT بیانگر کرنش اضافی ناشی از تغییر دما می باشد که 
به شکل زیر قابل محاسبه می باشد:
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که در این رابطه ΔT بیانگر تغییرات دما نسبت به دمای متناظر با حالت 
بدون تنش )T(r(=Tb( می باشد. با تعریف متغیر کمکی F به شکل زیر
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و استفاده از روابط )22( و )23(، می توان مؤلفه های کرنش در رابطه )21( 
را به شکل زیر بیان نمود:
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روابط کرنش جابه جایی در محدوده خطی به شکل زیر می باشد:
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که با توجه به این رابطه می توان رابطه سازگاری زیر را بیان نمود:
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حال با جایگذاری رابطه  )24( در رابطه سازگاری )26( می توان معادله 
حاکم زیر را استخراج نمود:
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با گسترش رابطه )27( و استفاده از روابط )5( و )6( می توان معادله اخیر 
را به شکل بدون بعد زیر بیان نمود:
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که در این رابطه
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و همچنین پارامترهای بدون بعد زیر نیز تعریف شده اند:
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با حل معادله )28( متغیر f  به دست می آید؛ به منظور به دست آوردن 
مؤلفه های تنش از رابطه )23( استفاده خواهد شد که شکل بدون بعد آن به 

صورت زیر خواهد بود:
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همچنین برای به دست آوردن جابه جایی در راستای شعاعی از ابتدا کرنش 
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جابه جایی   )25( رابطه  از  و سپس  نموده  محاسبه   )24( رابطه  از  را  مماسی 
شعاعی به صورت زیر به دست خواهد آمد:
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که این رابطه نیز در حالت بی بعد می تواند به شکل زیر بیان گردد:

(33)
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شرایط مرزی در تحلیل تنش به شکل صفر بودن جابه جایی در لبۀ داخلی 
به دلیل تماس دیسک با محور و همچنین صفر بودن تنش شعاعی در لبۀ 
خارجی به دلیل آزاد بودن این سطح می باشد. این شرایط را می توان به شکل 

زیر بیان نمود:
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حال با استفاده از روابط )6(، )23(، )30( و )33( و با توجه به این که در 
لبۀ داخلی شرایط دما ثابت برقرار است، می توان شرایط مرزی را به شکل 

زیر ساده سازی نمود:
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استحکام1ماده-51
به منظور تعیین وقوع تسلیم در یک ماده مدرج تابعی از تنش ون-مایزز 
زیر  شکل  به  پژوهش  این  در  بررسی  مورد  مسأله  در  که  می شود  استفاده 

محاسبه می گردد:
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تنش ون-مایزز را می توان با استفاده از رابطه )31( به شکل بدون بعد 
زیر نیز بیان نمود:
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با مواد همگن می باشد. در  تابعی متفاوت  تحلیل تسلیم در مواد مدرج 
شده  ترسیم  ماده  کل  و  سرامیک  فلز،  برای  تنش-کرنش  نمودار   2 شکل 
است. همان گونه که این شکل نشان می دهد برای مادۀ مرکب، نمودار تنش-

کرنش بین نمودارهای مربوط به فلز و سرامیک قرار می گیرد. در این حالت 
به  q می باشد که  است،  داده شده  نشان  نیز  در شکل  پارامترهایی  از  یکی 
شکل نسبت اختلاف تنش در فلز و سرامیک به اختلاف کرنش در آنها تعریف 

می گردد؛ به عبارت دیگر

(38)
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در واقع مقدار q به عوامل گوناگونی بستگی داشته و در عمل و با توجه 
به تعدد عوامل تأثیرگذار، مقدار آن به صورت تجربی محاسبه می گردد ]23[. 
البته تحلیل های انجام شده نشان داده اند که نتایج حساسیت زیادی به مقدار 

دقیق این ضریب ندارند ]24[.
نقاط  در  دیگر  مانند هر خاصیت  نیز  تسلیم  تنش  تابعی  مدرج  مواد  در 
تنش  تامورا-توموتا-اوزاوا  مدل  براساس  بود؛  خواهد  متفاوت  ماده  مختلف 

تسلیم از رابطه زیر محاسبه می گردد ]23[:
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که در این رابطه σym تنش تسلیم در جزء فلزی می باشد. رابطه )39( را 
می توان به شکل بدون بعد زیر بیان نمود:
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که در این رابطه

(41)
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حل1معادلات1حاکم-61
با توجه به پیچیدگی معادلات حاکم در تحلیل حرارتی و تحلیل تنش که 
ناشی از تغییر خواص ماده و ضخامت دیسک در راستای شعاعی می باشد، 
وجود هرگونه حل دقیق دور از ذهن به نظر می رسد؛ به همین دلیل برای حل 
این معادلات از روش عددی تفاضلات مربعی استفاده خواهد شد که جزئیات 

این روش و روابط موجود در آن در پیوست الف ارائه شده اند.

Fig. 2. Stress-strain curve for the composite material.

شکل1:21نمودار1تنش-کرنش1برای1ماده1مرکب
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ابتدا لازم است تا معادله  حرارت حل گردد؛ به همین منظور با استناد به 
رابطه  )الف-4( و تعریف بردار دما به شکل زیر
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می توان رابطه )18( را به شکل زیر بیان نمود:
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که در این رابطه ماتریس K و بردار w به شکل زیر تعریف شده اند:

(44)
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و در این رابطه I ماتریس همانی از مرتبه N بوده و همچنین ماتریس هایی 
قطری ]b[ ، ]a[ و ]c[ و بردار ستونی }d{ به شکل زیر تعریف شده اند:

(45)
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همچنین به طریق مشابه، شرایط مرزی )19( نیز به شکل ماتریسی زیر 
بیان می گردد:

(46)
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که در این رابطه

(47)
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همزمان  حل  می باشد.  کرونیکر  دلتای  بیانگر   δ نیز  رابطه  این  در  و 
به  نسبت  معادلات  تعداد  ازدیاد  به  منجر   )46( و   )44( ماتریسی  معادلات 
مجهولات می گردد؛ به همین منظور ابتدا نقاط حل مسأله به دو دسته نقاط 
با  شده  )مشخص  دیسک  خارجی  و  داخلی  لبه  بر  واقع  نقاط  شامل  مرزی 
اندیس b( و نقاط میانی که شامل سایر نقاط می باشد )مشخص شده با اندیس 
d(، تقسیم بندی می شوند. ابتدا از ارضای معادلات حاکم در نقاط مرزی صرف 

نظر می گردد و معادله )44( به شکل زیر بیان می گردد:

(48)

( )

[ ]{ } { }

[ ] [ ][ ] [ ][ ] [ ]
{ } { }

( ) ( )

( ) ( )

[ ]{ } { }

( )

( )

* * *

* *

*

0.8
2 0

0.8
2 0

* *
* *

*

1

0.8
2 0

*

0.8
2 0

1

ˆ ˆ

1

2 1 1 2

1 1

i

i

y ym
y ym

m m m

i i

i

ii ii
i

ii i i i

j
ij

k Nj k ca Nj

b

k ca

qq
E E E

T T

K T w

K a B b A a h c
w a h d

d t k
a t k b

d

c h d h

S T P

i
S

A a h f i

T
P

a h f

ζ ζ
ζ ζ

σ σ
σ σ

ζ

γ
γ

ζ

ζ ζ

ζ ζ

δ

µ γ µ δ

µ

=
=

= = =

=

=

= + − Ω
= − Ω

= =

= =

=

==   + Ω + − =  
= 

 Ω + − 

{ } { }

[ ]{ } { }

[ ]
[ ]

{ } { }
{ }

*

*
1 2

1 2

1, 2, ,j N

K T w

F T F

K w
F F

PS




 
=

  = 

=

      = =   
     



متناظری  بردار  و  ماتریس  نشان دهندۀ  بار  علامت  رابطه  این  در  که 
می باشد که سطرهای اول و آخر آن )سطرهای مربوط به نقاط مرزی( حذف 

شده اند. حال با ترکیب روابط )46( و )49(، رابطۀ زیر به دست می آید:
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که در این رابطه
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در واقع در نقاط مرزی به جای ارضای معادله حاکم، شرایط مرزی برقرار 
مقدار  نتیجه  در  و  می آید  به دست  دما  توزیع   ،)49( معادله   با حل  می شوند. 
تغییر دما نسبت به دمای بدون تنش )Tb( در نقاط حل مسأله به شکل زیر 

محاسبه می گردد:
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به منظور تحلیل تنش، با استناد به رابطه  )الف-4( و تعریف بردار f  به 
شکل زیر
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می توان به روش مشابه با تحلیل حرارت، معادلات تنش را نیز به شکلی 
عددی حل نمود. این بار رابطه  )28( به شکل زیر بیان می گردد:

(53)

{ } { } { }

( )

[ ]{ } { }

[ ] [ ] [ ][ ] [ ]
{ } ( ) ( )

( ) ( )

[ ]{ } { }

( )

{ } { }

[ ]{ } { }

[ ]
[ ]

{ } { }
{ }

* * *

3 4

1 2

*

1 1

2 2

1 2

1 2

1

2

1 1

0
1,2, ,

b

i i

i i i

ii i ii i

j j
ij

Nj

cb

T T T

f f

K f w

K B c A d
w a a

c a d a

S f P

dtA i
dS

i

f
P

j N

K f w

F f F

K w
F F

PS

ζ ϕ

ρ

ζ

ζ ζ

ζ ζ

υ δ
ζ ϕ

δ

µ ϕ

=

∆ = −

=

=

= + +
= +

= =

=

  
  + − =  =   


=
  − + − Ω  =  
  

=

  = 

=

      = =   
     



که در این رابطه ماتریس K و بردار w به شکل زیر تعریف شده اند:

(54)
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و در این رابطه ماتریس هایی قطری نیز به شکل زیر تعریف شده اند:

(55)
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زیر  ماتریسی  به شکل   )35( مرزی  شرایط  مشابه،  طریق  به  همچنین 
بیان می گردد:
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که در این رابطه
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ازدیاد  به  منجر   )56( و   )54( ماتریسی  معادلات  همزمان  حل  مجدداً 
معادلات نسبت به مجهولات می گردد؛ به روش مشابه با قسمت قبل، ابتدا 
از ارضای معادلات حاکم در نقاط مرزی صرف نظر می گردد و معادله )54( به 

شکل زیر بیان می گردد:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 33 تا 46

39
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و با ترکیب روابط )56( و )58(، رابطه  زیر به دست می آید:
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که در این رابطه
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با حل معادله )58(، توزیع پارامتر f  به دست می آید و با استفاده از رابطه  
)31(، مؤلفه های تنش در حالت بدون بعد به شکل زیر محاسبه می شوند:
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که در این رابطه ماتریس های قطری ]e[ و ]g[ و بردار ستونی }r{ به 
شکل زیر در نظر گرفته شده اند:
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همچنین با توجه به رابطه  )33( جابه جایی شعاعی در حالت بدون بعد به 
شکل زیر محاسبه می شوند:
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که در این رابطه ماتریس قطری S و بردار ستونی x به شکل زیر در نظر 
گرفته شده اند:
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نتایج1عددی-71
معادلات حاکم و شرایط مرزی برای تحلیل دما و تحلیل تنش های ناشی 
از تغییر دما و دوران در یک دیسک دوار به دست آمده و با استفاده از روش 
تفاضلات مربعی حل شدند. در این بخش به بررسی نتایج عددی حاصل از 

تحلیل ارائه شده خواهیم پرداخت.
دیسک  یک  شده  ارائه  عددی  تحلیل  صحت  میزان  بررسی  هدف  با 
همگن با ضخامت یکنواخت را در نظر بگیرید. با فرض ثابت بودن ضریب 
انتقال حرارت همرفتی و عایق بودن نوک پره، توزیع دما به شکل زیر خواهد 

بود ]21[:
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که در این رابطه I و K به ترتیب توابع بسل اصلاح شدۀ نوع اول و دوم 

می باشند و
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با توجه به پارامترهای بدون بعد تعریف شده در این پژوهش، این حل 
دقیق را می توان به شکل زیر نیز بیان نمود:
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Tb در شکل 3 نتایج حاصل از 
به ازای h*=2 ،  γ=10 ، φ=0/2 و 0/5=*

روش تفاضلات مربعی )N=15( و حل دقیق ارائه شده رسم شده اند. مقایسۀ 
نتایج نشان می دهد که حل ارائه شده از دقت بسیار بالایی برخوردار بوده و 

قادر به تخمین مناسب توزیع دما می باشد.

مجدداً یک دیسک همگن با ضخامت یکنواخت را در نظر بگیرید که 
تنها تحت اثر بار ناشی از دوران باشد. توزیع تنش در این حالت به شکل زیر 

خواهد بود ]25[:
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که در این رابطه
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این حل دقیق را می توان با توجه به پارامترهای بدون بعد تعریف شده در 

Fig. 3. Validation of the presented thermal analysis.

شکل1:31اعتبارسنجی1تحلیل1حرارتی
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این پژوهش به شکل زیر نیز بیان نمود:
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که در این رابطه
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از  به ازای υ=0/3 ، φ=0/25 و Ω=0/005 در شکل 4 نتایج حاصل 
روش تفاضلات مربعی )N=15( و حل دقیق رسم شده اند. دقت بالای تحلیل 

ارائه شده را به خوبی می توان از طریق مقایسۀ نتایج تشخیص داد.

پس از اثبات همگرایی و دقت بالای تحلیل عددی ارائه شده در هر دو 
تحلیل حرارتی و تنش، می توان تأثیر پارامترهای مسأله را بررسی نمود. لازم 
به ذکر است که هر چند شکل های 3 و 4 نشان دادند که تنها با 15 نقطه 
به منظور دستیابی  ادامه و  آورد ولی در  به دست  قابل قبولی  نتایج  می توان 
به نمودارهایی هموارتر و دقیق تر از N=25 استفاده خواهد شد. همچنین در 
 )Ti( تمامی مثال های پیش رو یک دیسک دوار ساخته شده از جنس تیتانیوم
و تیتانیوم دی بوراید )TiB2( با خواص ارائه شده در جدول 1 در نظر گرفته 
شده است ]28-26[. ضریب a2 در رابطه  )13( نیز برابر با 0/0193 در نظر 

گرفته خواهد شد ]22[.
تحمل  برای  فلز  به  نسبت  بالاتری  توان  سرامیک  که  این  به  توجه  با 
حرارت و دمای بالا دارد، بهتر است که با توجه به نوع توزیع دما چگونگی 
درصد فلز و سرامیک تعیین گردد. با توجه به این که در این پژوهش فرض 
بر آن است که دمای سیال اطراف دیسک بالاتر از دمای اولیۀ دیسک است، 
دیسک دچار افزایش دما می گردد که با توجه به فرض دما ثابت در لبۀ داخلی، 

میزان افزایش دما در راستای شعاع بیشتر خواهد بود؛ به همین دلیل بهتر 
است که کسر حجمی سرامیک در راستای شعاعی افزایش یابد.

با هدف بررسی تأثیر توان در معادلۀ تغییرات خواص )p (، یک دیسک با 
مشخصات زیر در نظر گرفته شده است:

{ } [ ]{ }

{ } [ ]{ } [ ]{ } { }

( )

{ } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]( ){ } { }{ } { }

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

*

*

*
2 2 *

*

*

* *
*

0 1 0 1

0 1 0 1

2

* * * *
0 1 0 1*

* *
0 1 0

1 1

2

1

i

r

ii ii i i i
i

i
ii i i i

i

b

b b

e f

A f g f r

dte g r
t d

u s A f g e f r x

s x T
E

I mr K ma K mr I ma
I mb K ma K mb I ma

hT T T T m
kt

I h K h K h I h
T

I h K h K h

θ

ζ ζ

σ

σ

ζ ρ ζ
ζ ζ

υ

ζ βα ζ ζ
ζ

θ
θ

θ θ

ζ γ γ ζ γ γ

ϕ γ γ ϕ

=

∞ ∞

=

= + +

 
= = = Ω 

 

= + − + +

= = ∆

+
=

+

= − = − =

+
= +

+ ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

( )

*

* *
1

2 2 22 1
2 2

2

2 2 42 1 1
2 2

2 2

2 2 2 2 2

1 2 2

2

2

* 2 2
1 2 2

* 2 2
1 2 2

2

1 2

1

1 3
3

1 3 1
8 1 1

3
8

1

1 31
3

3
8

b

r

r

T
I h

a r r
r a

a r r
r a

a b a b
a b

θ

θ

γ γ

µ µσ
µ

µ µ µ υσ
µ µ υ

υ ρ ω υ υ
µ

υ υ

υ ρω
µ

σ η η η ζ ζ

υσ η η η ζ ζ
υ

υ
η η

−

−

−

 
= − + 

 
   +

= − − −   +  

 − + − +
=  

+ + −  
+

=

= − + −

+ = − − − + 

+ Ω
=

( )

2

2

*

*

6
0

*

6
0

11
3
11
1

0.25 20 1 0.75
0.001 0.0075 0.5
2 10 0.25 0.75

0.5 10 1
0.01 0.005 0.6

1 10 0.25 0.5

b

ca cb

b

ca cb

t
T

h f f

p
T

h f f

υ ϕ
υ
υ ϕ
υ

ϕ γ ζ ϕ
β

ϕ γ
β

−

+
−

+=
+

+
−

= = = − −
Ω = = =
= × = =

= = =
Ω = = =
= × = =

در شکل 5 نحوۀ تغییرات کسر حجمی سرامیک نمایش داده شده است؛ 
همان گونه که مشخص است، با افزایش p کسر حجمی سرامیک در نقاط 
 ،1 جدول  در  چگالی  مقادیر  به  توجه  با  که  می یابد  کاهش  دیسک  میانی 

افزایش p تا حدودی منجر به کاهش وزن دیسک نیز می گردد.
در شکل های 6 )الف( تا 6 )ه( و به ازای مقادیر مختلف p نمودار تغییرات 
دما، مؤلفه های شعاعی و مماسی تنش، نسبت تنش ون مایزز به تنش تسلیم 

Fig. 4. Validation of the presented stress analysis.

شکل1:41اعتبارسنجی1تحلیل1تنش

TiB2 Ti ماده

565 116 E, GPa

4520 4506 ρ, kg/m3

0/108 0/32 υ

6/4 8/6 α,10-6 K-1

96 21/9 K, W/mK

- 450 σy , MPa

4/5 q, GPa

جدول1:11خواص1قسمت1های1فلزی1و1سرامیکی1ماده1ی1FGM1استفاده1
شده1]28-26[

Table 1. Properties of metal and ceramic [26-28]

Fig. 5. Effect of the power law index on the volume fraction of the 
ceramic

شکل1:51تأثیر1توان1در1معادلۀ1تغییرات1خواص1بر1روی1کسر1حجمی1
سرامیک
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و جابه جایی در راستای شعاعی رسم شده اند. شکل 6 )الف( نشان می دهد 
نخواهد  دما  توزیع  روی  بر  چندانی  تأثیر  خواص  تغییرات  منحنی  توان  که 
داشت و تغییرات دما تقریبا مستقل از p می باشد. شکل های 6 )ب( تا 6 )د( 
نشان می دهند که با افزایش p هر دو مؤلفۀ تنش و در نتیجه نسبت تنش 
است که  تا حدی  تغییرات  این  تسلیم کاهش می یابند؛  تنش  به  ون-مایزز 
می توان با افزایش این متغیر از تسلیم شدن دیسک جلوگیری نمود. به عبارت 
دیگر با افزایش p می توان ضمن سبک تر کردن دیسک، احتمال ایجاد ناحیه 

پلاستیک را نیز در دیسک کاهش داد.
تغییر  افزایش  به  منجر   p افزایش  که  می دهد  نشان  اما  )د(   6 شکل 
شکل در دیسک می گردد که این موضوع ممکن است افزایش مقدار p را با 
هدف کاهش احتمال تسلیم محدود نماید. همچنین با توجه به قابلیت بهتر 
سرامیک در تحمل حرارت، مقدار p را تا هر مقدار دلخواهی نمی توان کاهش 

داد.
با  را  دیسک  یک  ضخامت،  تغییرات  چگونگی  تأثیر  بررسی  هدف  با 

مشخصات زیر در نظر بگیرید:

)Distribution of radial stress( توزیع تنش شعاعی )ب(

)Distribution of temperature rise( توزیع تغییرات دما )الف(

)Distribution of circumferential stress( توزیع تنش مماسی )ج(

)Distribution of von-Mises stress( توزیع تنش ون مایزز )د(

)Distribution of radial displacement( توزیع جابجایی )ه(
Fig. 6. Effect of the power law index on the distribution of temperature 

rise, stress and displacement in disc

شکل1:61تأثیر1توان1در1معادله11تغییرات1خواص1بر1روی1توزیع1دما،1تنش1و1
جابه1جایی1در1دیسک
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شکل                          به  و  نمایی  معادله   یک  براساس  نیز  دیسک  ضخامت 
])t*=exp]-α(ξ - φ تغییر می کند. بدیهی است که با افزایش α ضخامت 

و  نازک  بیرونی  مقاطع  در  و دیسک  یکنواخت خارج شده  از حالت  دیسک 
دما،  تغییرات  نمودار  )ه(  تا 7  )الف(  نازک تر خواهد گردید. در شکل های 7 
مؤلفه های شعاعی و مماسی تنش، نسبت تنش ون مایزز به تنش تسلیم و 
جابه جایی در راستای شعاعی و به ازای مقادیر مختلف α رسم شده اند. مقایسه 
این شکل ها با شکل های 6 )الف( تا 6 )ه( نشان می دهد که تأثیر تغییرات 
ضخامت کمتر از تاثیر تغییرات خواص می باشد. شکل 7 )الف( نشان می دهد 
 α افزایش  با  و  دارد  توزیع دما  بر روی  ناچیزی  تأثیر  تغییرات ضخامت  که 
گرادیان دما مقدار ناچیزی افزایش می یابد. شکل های 7 )ب( تا 7 )د( نشان 
می دهند که با فاصله گرفتن از حالت یکنواخت، تنش شعاعی کاهش می یابد، 

)Distribution of radial stress( توزیع تنش شعاعی )ب(

)Distribution of temperature rise( توزیع تغییرات دما )الف(

)Distribution of circumferential stress( توزیع تنش مماسی )ج(

)Distribution of von-Mises stress( توزیع تنش ون مایزز )د(

)Distribution of radial displacement( توزیع جابجایی )ه(
Fig. 7. Effect of the power law index on the distribution of temperature 

rise, stress and displacement in disc

شکل1:71تأثیر1تغییرات1ضخامت1بر1روی1توزیع1دما،1تنش1و1جابه1جایی1در1
دیسک
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تنش مماسی مقدار ناچیزی افزایش می یابد و در نتیجه نسبت تنش ون-مایزز 
به تنش تسلیم در برخی نقاط دیسک افزایش یافته و در برخی نقاط کاهش 
می یابد. در هر حال با فاصله گرفتن از حالت یکنواخت، در نقاط خطرناک تر 
دیسک احتمال ایجاد ناحیه پلاستیک کمتر می گردد. شکل 7 )ه( نیز نشان 
می دهد که با فاصله گرفتن از حالت یکنواخت شاهد کاهشی ناچیز در تغییر 

شکل دیسک خواهیم بود.

جمع1بندی1نتایج-81
با استفاده از روش تفاضلات مربعی یک حل عددی برای تحلیل حرارت 
و تنش در یک دیسک دوار با ضخامت و خواص متغیر در راستای شعاعی 
ارائه گردید. برای دیسک ساخته شده از تیتانیوم )Ti( و تیتانیوم دی بوراید 
تغییر  توزیع دما، تنش و  بر روی  تغییرات خواص و ضخامت  تأثیر   )TiB2(
شکل  بررسی شدند. نتایج به دست آمده را می توان به شکل زیر دسته بندی 

نمود:
تحلیل عددی ارائه شده ضمن همگرا بودن از دقت بسیار خوبی در   •

هر دو تحلیل حرارت و تنش برخوردار است.
تغییرات خواص در مقایسه با تغییر ضخامت تأثیر بیشتری بر روی   •

توزیع دما، تنش و جابه جایی در دیسک دارد.
توان منحنی تغییرات خواص تأثیر چندانی بر روی توزیع دما ندارد.  •

با فاصله گرفتن ضخامت دیسک از حالت یکنواخت، گرادیان دما   •
مقداری ناچیز افزایش می یابد.

ناحیه  ایجاد  احتمال  مواد،  توزیع  منحنی  در   p توان  افزایش  با   •
پلاستیک در دیسک کاهش می یابد و البته تغییر شکل آن افزایش 

می یابد.
با فاصله گرفتن ضخامت دیسک از حالت یکنواخت، تنش شعاعی   •
افزایش  ناچیز  مقداری  مماسی  تنش  می یابد،  کاهش  دیسک  در 
می یابد و در مجموع احتمال ایجاد ناحیه پلاستیک کمتر می گردد.

پیوست
پیوست الف

که  است  شده  پایه گذاری  ایده  این  اساس  بر  مربعی  تفاضلات  روش 
مشتقات یک تابع از هر مرتبه ای را در نقاط مختلف بتوان بر حسب مقادیر 

A:تابع در تمامی بازه تقریب زد؛ به عبارت دیگر
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و )A(r ماتریس وزنی برای مشتق rام می باشد که براساس معادله  زیر 
تعریف می گردد ]29[:
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مسأله  همگرایی  در  نکات  مهم ترین  از  یکی  نقاط،  تعداد  بر  علاوه 
چگونگی توزیع نقاط در دامنه  حل آن می باشد. بهترین نوع توزیع نقاطی که 
از معادله   ارائه شده است، توزیع چبیشف-گوس-لوباتو می باشد که  تاکنون 

زیر محاسبه می گردد ]29[:
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فهرست1علائم
کسر حجمی سرامیک fc

کسر حجمی سرامیک در لبه ی خارجی fca

کسر حجمی سرامیک در لبه ی داخلی fcb

شعاع خارجی دیسک a

شعاع داخلی دیسک b

موقعیت شعاعی r

توان در منحنی تغییرات خواص p

مدول الاستیک E

دما T

دمای سیال خارجی T∞

دمای اولیه Tb

ضریب هدابت گرمایی k

ضریب انتقال حرارت همرفتی h

ضخامت دیسک t

ضخامت دیسک در لبه ی داخلی tb

جابجایی در راستای شعاع u

نسبت اختلاف تنش در فلز و سرامیک به اختلاف کرنش 
در آنها

q

علائم1یونانی

سرعت زوایه ای ω

چگالی ρ
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ضریب انبساط حرارتی α

نسبت پواسون υ

کرنش در راستای شعاع εr

کرنش در راستای مماسی εθ

تنش در راستای شعاع σr

تنش در راستای مماسی σθ

تنش ون مایزز σvm

تنش تسلیم σy

زیرنویس1ها

خواص مربوط به فلز m

خواص مربوط به سرامیک c

بالانویس1ها
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