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تحلیل رفتار دینامیکی صفحات کامپوزیتی نسبتاً ضخیم دارای جدایی لایه ای مربعی با استفاده از 
روش نوار محدود اسپلاین

جمشید فضیلتی*

پژوهشگاه هوافضا، تهران، ایران

چکیده: رفتار دینامیکی پنل ساخته شده از مواد مرکب لایه ای مواجه با تحریک مکانیکی هارمونیک داخل صفحه با استفاده از 
روش نوار محدود مورد بررسی قرار گرفته است. به صورت پیش فرض، یک محدوده جدایی لایه ای مربعی پیش از تحریک در 
ساختار پنل وجود دارد. رشد ترک جدایی در مسأله مد نظر نبوده است و با توجه به خطی بودن مسأله، اثرات اصطکاک و تماس 
بین دو سطح جدایی لحاظ نشده است. تحریک مکانیکی داخل صفحه در راستای طولی و در حالت کلی شامل مؤلفه های ثابت 
و متغیر با زمان در نظر گرفته و مسأله کمانش استاتیک، بسامدهای طبیعی و نیز ناپایداری پارامتری مدل بررسی شده است. 
تحریک مکانیکی به صورت تنش در کل سطح مدل توزیع شده و رفتار دینامیکی مدل با استفاده از فرمولاسیون توسعه یافته 
نوار محدود اسپلاین بر پایه اصل کار مجازی و با استفاده از نظریه مرتبه سوم برش عرضی به روش تقریب مرتبه اول بولوتین 
استخراج می شود. با هدف ارائه قابلیت فرمولاسیون توسعه یافته در پیش بینی مشخصات رفتاری سازه، برخی مسائل موجود در 
منابع حل، مقایسه و سپس برخی مسائل جدید ارائه شده است. اثرات تغییر بارگذاری، لایه چینی و قیود مرزی بر مشخصات 

پایداری مدل مورد بررسی قرار گرفته است.
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مقدمه-11
با قیود کمترین وزن  حوزه طراحی سازه های فضایی، هوایی و دریایی 
در کنار بیشترین استحکام مکانیکی ممکن شناخته می شوند؛ به همین دلیل 
سازه ها و ساختارهای جدار نازک کاربرد گسترده ای در این حوزه های طراحی 
دارند. برای یک سازه جدار نازک در بسیاری از موارد، معیار بحرانی طراحی 
بیش از آن که حد استحکامی ماده باشد، مسأله پایداری در شرایط مختلف 
تحریکات استاتیکی و دینامیکی است. سازه جدار نازک که تحت اثر تحریک 
مکانیکی داخل صفحه در شکل عمومی تر دارای مؤلفه ثابت به همراه مؤلفه 
ناپایداری  دچار  شرایطی  در  است  معین  بسامد  با  هارمونیک  زمان  با  متغیر 
می شود. این ناپایداری در بسامدهای مشخصی برای تحریک با شدت کمتر 
از تحریک معادل کمانش نیز ممکن است، رخ بدهد. چنین مودهای ناپایداری 
برای سازه های مکانیکی و نیز شرایط برهم کنشی سازه-سیال می تواند رخ 

بدهد ]1[. 
جداشدگی  لایه،  چند  مرکب  مواد  در  خرابی  فراگیر  مودهای  از  یکی 
تحریکات  و  شرایط ضربه  اثر  تحت  خرابی  چنین  است.  یکدیگر  از  لایه ها 
مکانیکی به ویژه بین لایه هایی با بیشترین اختلاف زاویه الیاف یا مشخصات 
مکانیکی  استحکام  لایه ای  جدایی  رخداد  در  دارد.  ظهور  استعداد  مکانیکی 
انرژی  با  محلی  ناپایداری  مودهای  شدن  پدیدار  با  و  می یابد  کاهش  سازه 
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کم، مودهای ناپایداری و خرابی کلی سازه تغییر می کند؛ بنابراین پیش بینی 
و محاسبه اثرات وجود جدایی بین لایه ها بر کاهش استحکام مکانیکی سازه 
و تأثیرگذاری آن بر رفتار دینامیکی سازه بسیار پراهمیت و مفید خواهد بود.

نسبتاً ضخیم،  نازک  جدار  ساز ه های  در  محاسباتی  دقت  افزایش  برای 
اضافه  است.  گرفته  قرار  استفاده  مورد  بالا  مرتبه  برشی  تغییر شکل  نظریه 
کردن فرض عدم وجود فشار جانبی منجر به صفر شدن مقادیر تنش های 
عرضی ضخامت در موقعیت دو سمت ورق و ساده تر شدن معادلات می شود. 
مرتبه  نظریه  در  جابه جایی  مجهولات  می شود  سبب  فرض  این  از  استفاده 
بالا از تعداد 9 به 5 مجهول کاهش یابد؛ بنابراین فرضیات استفاده شده در 
تعداد  از همان  استفاده  اول برش عرضی، علی رغم  با نظریه مرتبه  مقایسه 
مجهولات در تقریب میدان جابه جایی، محاسبات را از ورود ضرایب تصحیح 
برشی بی نیاز و تقریب دقیق تری از محاسبات راستای ضخامت ارائه می کند.

تخت  صفحه  یک  از  مدلی   ]2[  2000 سال  در  همکاران  و  پارهی 
اجزا  معادلات  کردند.  ارائه  دینامیکی  تحلیل  برای  را  لایه ای  جدایی  دارای 
محدود براساس توسعه یک جزء هشت گرهی ایزوپارامتریک و مرتبه دو با 
فرض تنش عرضی مرتبه اول برای هر لایه استخراج شده است. مطالعات 
پارامتری بر روی رفتار دینامیکی صفحات دارای جدایی لایه ای در شرایط 
قیدی متنوع، لایه چینی ها و مشخصات هندسی متفاوت ارائه شده است. هو 
نسبتاً ضخیم  چند لایه  ارتعاشات صفحات   ]3[ سال 2002  در  همکاران  و 
دارای جدایی لایه ای را با توسعه مدل اجزا محدود با فرضیات نظریه مرتبه 
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بالای برش عرضی بررسی کردند. نمونه های مختلفی مورد بررسی قرار داده 
شده است و تأثیر جدایی لایه ای بر مشخصات رفتار ارتعاشی مدل مطالعه 
شده است. رویکرد تحقیق به صورتی بوده است که با استفاده از مشخصات 
و  ینگ  کرد.  پیش بینی  را  لایه ای  جدایی  شرایط  و  موقعیت  بتوان  رفتاری 
استوانه ای چند لایه  پارامتری پوسته های  پایداری  فو در 2007 ]4[ تحلیل 
دارای محدوده جدایی لایه ای را بررسی کردند. روش ریلی-ریتز و استفاده 
در  استفاده  مورد  جابه جایی روش  متغیرهای  تغییر  میدان  برای  پله  توابع  از 
شبیه سازی پدیده است. معادلات دیفرانسیل حاکم بر مسأله به صورت معادله 
متییو با استفاده از روش بولوتین حل شده است. در نمونه های عددی اثرات 
اندازه تحریک خارجی، اندازه و موقعیت جدایی لایه ای و مشخصات ماده بر 
پارامتری مورد مطالعه  ناپایداری اصلی  بسامد های طبیعی نمونه و محدوده 
ناپایداری  ]5[ مشخصات  در 2015  همکاران  و  موهانتی  است.  گرفته  قرار 
پارامتری را برای صفحات چند لایه دارای جدایی لایه ای تحت اثر بارگذاری 
فرمولاسیون  از  استفاده  تحلیل،  روش  کردند.  بررسی  داخل صفحه  تناوبی 
اجزا محدود با فرمولاسیون برش عرضی مرتبه اول است. مودهای ارتعاشی 
با استفاده از روش بولوتین استخراج شده است. اثرات سطح جدایی لایه ها، 
داخل  بارگذاری  و  هندسی  شکل  لایه ها،  خواص  تعامد  نسبت  لایه چینی، 
دارای  متعامد  لایه  چند  صفحات  دینامیکی  پایداری  مشخصات  بر  صفحه 
جدایی لایه ای بررسی شد. اویسی و همکاران در سال 2014 ]6[ با توسعه 
برش  اول  مرتبه  به لایه  نظریه لایه  بر  مبتنی  اسپلاین  نوار محدود  روش 
عرضی، مسأله ناپایداری پارامتری صفحات تخت چند لایه دارای جدایی بین 
لایه ای سرتاسری را مورد تحلیل و بررسی قرار دادند. برای مدل سازی منطقه 
پله و میدان جابه جایی متناسب استفاده شده است.  از توابع  جدایی لایه ای 
نتایج صحت سنجی شده برای بررسی اثرات اندازه و موقعیت جدایی لایه ای 
بررسی شده  پارامتری سازه  پایداری  رفتار کمانش، بسامدهای طبیعی و  بر 
است. اویسی و همکاران در 2015 ]7[ اثرات جدایی لایه ای سراسری عرضی 
را بر کمانش دینامیکی صفحات چند لایه بررسی کردند. روش نوار محدود 
با فرمولاسیون نیمه تحلیلی مورد استفاده قرار گرفته است. برای وارد شدن 
تأثیرات جدایی لایه به فرمولاسیون در میدان جابه جایی جملات اضافه ای 
در نظر گرفته شده است. نفوذ سطوح جداشده در یکدیگر با استفاده از روابط 

مناسب تماس محدود شده و حل زمانی انجام و ارائه شده است. 
دینامیک  و  استاتیک  ناپایداری  مسأله  خود  پیشین  انتشارات  در  مؤلف 
بریدگی  بدون  و  با  را  استوانه ای  و  تخت  نازک  جدار  سازه های  پارامتریک 
با  مواد  و  لایه  چند  مرکب  مواد  از جنس  طولی  تقویت کننده های  و  داخلی 
خواص تابعی با توسعه فرمولاسیون نوار محدود نیمه تحلیلی و اسپلاین مورد 

بررسی قرار داده است ]8-11[.
در مقاله حاضر رفتار دینامیکی سازه جدار نازک تخت نسبتاً ضخیم از 
بین لایه ای  دارای محدوده مستطیلی جدایی  و  مرکب لایه ای  مواد  جنس 
روش  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد  صفحه  داخل  طولی  بارگذاری  تحت 
نوار محدود اسپلاین بر مبنای فرمولاسیون انرژی کامل و با در نظر گرفتن 

فرضیات کلاسیک و نیز مرتبه بالای برش عرضی توسعه داده شده است. 
سطوح  تماس  و  اصطکاک  گرفتن  نظر  در  بدون  لایه ای  جدایی  محدوده 
مدنظر قرار گرفته است. معادله حاکم بر مسأله به صورت معادله دیفرانسیل 
بولوتین  اول  مرتبه  تقریبی  حل  روش  از  استفاده  با  و  شده  استخراج  متییو 
همراه  به  استاتیکی  کمانش  مسأله  است.  شده  حل  ویژه  مقدار  تکنیک  و 
بسامد های طبیعی و محدوده های ناپایداری پارامتری سازه مطالعه و در حد 
ارائه شده در منابع مقایسه و صحت سنجی شده است. حل  نتایج  با  امکان 
منابع  سایر  در  حاضر  فرمولاسیون  با  اسپلاین  محدود  نوار  روش  به  مسأله 

مشاهده نشده است.

بسط1فرمولاسیون1نوار1محدود1اسپلاین-21
مدل مورد تحلیل شامل صفحه تخت با هندسه مستطیلی از جنس مواد 
مرکب لایه ای و دارای محدوده مستطیلی جدایی لایه ای محصور در هندسه1 
یا سرتاسری2 است. فرض می شود هندسه شامل تعداد مشخص محدوده های 
نوار شکل باشد که در طول در کنار یکدیگر قرار گرفته اند.  شکل 1 نمایی 
نوار محدود  L و جزء  b و طول  با عرض  نمونه  نوار محدود  از شبکه بندی 
به طول L، عرض bs را نمایش داده است. ضخامت کل مدل t است. یک 
ناحیه جدایی لایه ای محصور در داخل مدل وجود دارد. نوار محدود در معرض 
بارگذاری داخل صفحه است که به صورت تنش طولی یکنواخت در سراسر 

مدل اعمال شده است.

استاتیک  )مؤلفه  ثابت  مقدار  با  تنش  از  ترکیبی  صورت  به  بارگذاری 
بارگذاری( و تنش با مقدار متغیر با زمان به صورت تابع هارمونیک )مؤلفه 
و   □S بالانویس های  با  ترتیب  به  بارگذاری( فرض شده است که  دینامیکی 

1 Embedded delamination
2 Through the width delamination

Fig. 1. Typical geometry and loading conditions of flat delaminated 
panel and single finite strip

شکل1:11هندسه1و1بارگذاری1در1مدل1صفحه1تخت1دارای1جدایی1لایه1ای1و1
نوار1محدود1نمونه
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D□ مشخص می شوند. مؤلفه های بارگذاری را می توان نسبت به بار معادل 
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که در آن aS ،ω و aD به ترتیب بسامد تحریک خارجی، ضریب بارگذاری 
استاتیکی و ضریب بارگذاری دینامیکی هستند.

علاوه بر فرضیات کلاسیک صفحات، برای لحاظ شدن اثرات کرنش های 
برشی راستای ضخامت صفحه، نظریه مرتبه سوم برش عرضی با فرمولاسیون 
ردی استفاده شده است. در این فرضیات صفر شدن کرنش های عرضی در 
بالا و پایین ضخامت صفحه در نظر گرفته شده است؛ بنابراین میدان تغییر 

شکلی در نظر گرفته شده برای صفحه مطابق روابط )2( خواهد بود.
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از  دلخواه  نقطه  برای هر  جابه جایی  مؤلفه های   )u,v,w( اخیر  روابط  در 
صفحه و )u0,v0,w0( جابه جایی متناظر با آن نقطه روی صفحه میانی است.   
βx و βy چرخش های خط فرضی عمود بر صفحه میانی به ترتیب حول محور 

x و y هستند. توابع میدان جابه جایی روی صفحه میانی )یعنی u0 ،v0 ،w0 در 
u0 ،v0 ،w0 ،βx  در نظریه مرتبه بالا( به صورت حاصل 

 ،βy نظریه کلاسیک و
ضرب توابع جابه جایی راستاهای طولی و عرضی در تابعیت حوزه زمان فرض 

شده است. 
توابع تقریب میدان جابه جایی در راستای طولی هندسه نوار محدود به 
صورت مجموع یک سری توابع بیزیر-اسپلاین مرتبه سه در نظر گرفته شده 
است. تعداد توابع به انتخاب کاربر قابل تغییر خواهد بود. در راستای عرضی 
نوار محدود توابع جابه جایی از نوع لاگرانژی خطی برای جابه جایی های داخل 
صفحه و هرمیتی درجه سوم برای جابه جایی خارج از صفحه مورد استفاده 
قرار گرفته است ]11[. بر مبنای تعداد جملات سری بیزیر-اسپلاین در طول 
نوار، گره های محاسباتی در دو لبه نوار محدود وجود خواهد داشت. تابعیت 
زمانی به صورت تابع نمایی فرض شده است. با توجه به نوع توابع تقریب 
مورد استفاده، هرگونه شرایط مرزی اعم از آزاد، لولایی و گیردار قابل اعمال 

به فرمولاسیون خواهد بود.
کرنش های خطی برای هندسه تخت عبارت هستند از:
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در این رابطه علامت "," عملگر مشتق گیری جزئی است. ضریب معرف 
C در استفاده از فرضیات مرتبه بالای برش عرضی برابر با واحد است که در 

صورت اعمال فرضیات کلاسیک صفحات صفر می شود. با جایگذاری توابع 
تخمین میدان جابه جایی )2( در روابط کرنش-جابه جایی معادله )3(، میدان 

کرنشی به صورت زیر حاصل می شود ]11[.
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ترم های رابطه اخیر به صورت رابطه )5( تعریف می شوند.
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حل مسأله پایداری پنل در بارگذاری پارامتریک با استفاده از اعمال اصل 
کار مجازی به فرمولاسیون انرژی انجام می شود. انرژی کل یک نوار محدود 
انرژی  و   )Ug( خارجی  نیروهای  کار   ،)T( جنبشی  انرژی  مؤلفه های  شامل 

کرنشی )U( با تعریف زیر است.
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مؤلفه های انرژی در این رابطه به شکل رابطه )7( تعریف می شود.
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در این رابطه، ρ چگالی جرمی ماده، "." معرف مشتق گیری نسبت به 
انرژی  بیان  در  هستند.  ماتریسی  ترانهاده  مشخصه   □T بالانویس  و  زمان 
مؤلفه های  بالای  مرتبه  جملات  برخی   ،)7( رابطه  صورت  به  جنبشی 
حذف  و  ساده سازی صرف نظر  برای  چرخشی  اینرسی  بخش  در  جابه جایی 
شده است. ضریب معرف C در رابطه )7( در استفاده از فرضیات مرتبه بالای 
کلاسیک  فرضیات  اعمال  در صورت  که  است  واحد  با  برابر  عرضی  برش 
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 )N,M,O,P,Q,R,T,U( صفحات صفر می شود. همچنین منتجه های نیرویی
مورد استفاده در روابط )7( به شکل زیر قابل تعریف هستند.
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لایه  چند  معادل  سفتی  ماتریس های  شامل   )8( روابط  راست  سمت 
کامپوزیتی و جملات کرنش )تعریف رابطه )5(( است.

با جایگذاری جملات انرژی رابطه )7( در رابطه انرژی کل )6( و اعمال 
اصل کار مجازی، کمینه سازی انرژی کل مدل و فاکتورگیری از بردارهای 
ماتریسی  به شکل  نوار محدود  برای  مسأله  بر  معادله حاکم  آزادی  درجات 
با برهم گذاری1 ماتریس های نوار محدود و اعمال شرایط  حاصل می شود. 
مرزی فیزیکی، معادلات حاکم بر مسأله به صورت معادله دیفرانسیلی متییو 

به شکل زیر حاصل می شود.
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Kg به ترتیب ماتریس های کلی سازه ای 
D و Kg

S ،K ،M در این معادله
متناظر با انرژی جنبشی، انرژی کرنشی، انرژی تنش اولیه استاتیکی و انرژی 
نیروهای خارجی متغیر دینامیکی و δ بردار جامع شامل درجات آزادی غیرمقید 

مدل عددی است. به صورتی که
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درایه های تشکیل دهنده ماتریس ها در مرجع ]12[ موجود است. در حالتی 
که در معادله حاکم رابطه )9(، نیروهای خارجی وجود نداشته باشد، معادله 
حاکم بر مسأله ارتعاشات آزاد حاصل خواهد شد و در حالتی که اثرات زمانی 
و جرمی دیده نشود، معادله حاکم بر مسأله کمانش استاتیکی به دست خواهد 

آمد.
حل معادله حاکم به شکل معادله متییو )رابطه )9(( با استفاده از تقریب 
مرتبه اول بولوتین انجام شده است. تقریب بولوتین متناسب با بسامد دو برابر 
بسامد بارگذاری که مناطق ناپایداری بحرانی تر را به دست می دهد، مورد نظر 
قرار گرفته است. در این تقریب بردار درجات آزادی δ به صورت جمله اول 

)مرتبه اول( از سری مثلثاتی رابطه )11( در نظر گرفته می شود ]1[.
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(11)( ) ( )

S D

S D

1
2
1
2
1
2

1 1
2 2

1
2

1
2

2

( cos ) 0

( )

sin cos

0

0

01
0

04

S D
g g

T

T

T S D
g g g

S S D D
g g

S S D D
g g

M K a K a t K

T M

U K

U a K a K

A t B t

K a K a K

K a K a K

M

M

d w d

d d

d d

d d

d w w

w

+ - - =

=

=

= +

= +

æ ö- + ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷- -çè ø
æ ö÷ç ÷ç- =÷ç ÷÷çè ø



 

که در آن A و B بردارهای درجات آزادی نامیده می شود. 
از  استفاده  و   ))9( )رابطه  حاکم  معادله  در   )11( تقریب  جاگذاری  با 
که  می شود  حاصل  مثلثاتی  ترم های  براساس  جملاتی  مثلثاتی  اتحادهای 
با  برابر  و  مشابه  کسینوسی  و  سینوسی  ترم های  ضرایب  از  فاکتورگیری  با 
صفر قرار دادن آن ها دستگاه معادلات براساس بردار مجهولات جدید A و 
از صفر شدن  B حاصل می شود. پاسخ غیربدیهی دستگاه معادلات حاصل 
معادله  ویژه  مقدار  به صورت حل  که  است  ماتریس های ضرایب  دترمینان 

)12( قابل استخراج خواهد بود.
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معادلات  روابط،  در  آن  مانند  و  میرایی  فرضیات  وجود  عدم  دلیل  به 
حاصل، مجزا و به صورت دو مسأله مقدار ویژه قابل حل هستند. حل این دو 
مجموعه معادلات منتهی به استخراج نتایجی می شود که هر یک مرزی از 
منطقه ناپایداری سازه را مشخص می کند. برای حل مسأله، ضرایب بارگذاری 
و  می شود  استفاده  مسأله  ورودی  عنوان  به   )aS,aD( دینامیک  و  استاتیک 
الگوریتم های  از  استفاده  با  معادلات  از حل  سازه  ناپایداری  مرزهای  بسامد 

مقدار ویژه استخراج می شود.

تکنیک1مدل1سازی1جدایی1لایه1ای-31
در محدوده جدایی لایه ای صفحه در ضخامت یکپارچه نیست و در واقع 
دو صفحه با ضخامت کمتر وجود دارد. برای لحاظ شدن آثار جدایی لایه ای 
)یک جدایی لایه ای در ضخامت( از دو لایه نوار محدود استفاده شده است. 
دو لایه موصوف در تمام مساحت صفحه به جز در محدوده جدایی لایه ای با 
یکدیگر اتصال پیدا کرده اند. لازم است مشخصه های هندسی و مرتبه تقریب 
نوارهای محدودی که بر روی هم قرار می گیرند، یکسان باشد. مطابق  شکل 
2 گره های نوارهای محدود قرار داده شده در موقعیت همسان بر روی هم 
قرار می گیرند و در تمام صفحه و روی مرز جدایی لایه ای به جز محدوده 
مدل سازی  دقت  افزایش  برای  می شوند.  کوپل  هم  با  جدایی  داخلی سطح 

_

Fig. 2. Numerical technique in simulation of delamination

شکل1:21تکنیک1عددی1مدل1سازی1محدوده1دارای1جدایی1لایه1ای
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لازم است تعداد جملات تقریب راستای طولی و تعداد نوارهای محدود طوری 
ناحیه جدایی لایه ای بر روی خطوط گره ای و گره ها  انتخاب شود که مرز 

واقع شود.
به همین روش برای مدل سازی صفحه با N جدایی لایه ای در ضخامت، 
تعداد N+1 لایه نوار محدود لازم خواهد بود. هر لایه نوار محدود عبارت 
در  اما  بر می گیرند؛  در  را  مدل  است که کل سطح  نوار محدود  تعدادی  از 
لایه ها  تمام  کل  ضخامت  دارد.  خود  در  را  لایه چینی  از  بخشی  ضخامت 
یکسان فرض شده است و برای لحاظ شدن آثار خروج از مرکزی لایه ها، از 
لایه های دارای ضخامت اما فاقد سفتی استفاده شده است.  شکل 3 نمونه ای 
از چند لایه ]90/0/0/90[ دارای جدایی لایه ای در میانه ضخامت و لایه های 

نوار محدود مورد نیاز را نمایش داده است.

نتایج-41
کد عددی نوار محدود اسپلاین براساس فرمولاسیون صفحه کلاسیک و 
مرتبه بالای برش عرضی توسعه داده شده است. برای صفحه با یک محدوده 
جدایی لایه ای مدل به صورت دو لایه جزئی ساخته شده است. با استفاده 
ارتعاشات آزاد مدل انجام و  از حل مقدار ویژه، تحلیل کمانش استاتیکی و 

محدوده های ناپایداری پارامتری استخراج شده است.

بررسی صحت محاسبات- 1- 4
تیر-صفحه یک سرگیردار هشت لایه متعامد متقارن s]0/90/0/90[ با 
نسبت طول به عرض 10 و دارای منطقه جدایی لایه ای، توسط شن و گریدی 
مورد آزمایش قرار گرفته و بسامد های طبیعی اصلی آن استخراج شده است. 
در  پنجم  و  چهارم  لایه های  بین  مربعی  لایه ای  جدایی  منطقه  دارای  تیر 
وسط طول است که در راستای عرضی تا مرزهای هندسه ادامه یافته است. 
مشخصات هندسی تیر و ناحیه جدایی لایه ای و ماده مطابق جدول 1 و  شکل 
انجام  ناحیه جدایی لایه ای تحلیل  برای نسبت های طول مختلف  4 است. 
شده است. مدل با استفاده از 2 نوار محدود در عرض ساخته شده است که هر 
یک در طول به 10 بخش محاسباتی تقسیم شده است. نتایج محاسبه شده 

بار بحرانی کمانش و دو بسامد طبیعی اصلی تیر در جدول 3 ارائه و با نتایج 
تجربی بسامد آزاد شن و گریدی ]13[، نتایج مرتبه بالای برشی رادو ]14[ و 
نتایج حاصل از نوار محدود مرتبه اول برشی لایه ای اویسی و همکاران ]6[ 
مقایسه شده است. در استخراج نتایج به دست آمده از فرمولاسیون کلاسیک 
و مرتبه بالای برش عرضی از دو نوار محدود در عرض قطعه استفاده شده 
است که نتایج حاصل از محاسبات مطابقت بسیار مناسبی را با نتایج مراجع 

نشان می دهد.

Fig. 3. Typical equivalent layups for delaminated panel layup 
(90/0/0/90)

شکل1:31نمونه1لایه1چینی1معادل1برای1لایه1های1جداشده1در1چهار1لایه1
)90/0/0/90(1جهت1اصلاح1شرایط

واحد مقدار پارامتر1ماده1یا1هندسه

GPa 134/4 E1

13 E1 /E2

0/50 G12 /E2

0/33 v12

kg/m3 1480 ρ

m 0/127 L

125 L/t

10 L/b

0/2 - 0/8 d/L

جدول1:11مشخصات1ماده1و1هندسه1تیر-صفحه1یک1سر1گیردار1دارای1
جدایی1لایه1ای

Table 1. Material and geometry specifications of delaminated cantile-
vered beam-plate

Fig. 4. Geometry and delamination of cantilevered beam-plate

شکل1:41هندسه1و1موقعیت1جدایی1لایه1ای1سرتاسری1در1تیر-صفحه1یک1
سرگیردار



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 63 تا 72

68

ارائه  مشخصات  با   ]0/90/45/90[s متقارن  لایه  هشت  مربعی  صفحه 
شده در  شکل 5 و جدول 2، در دو حالت تحت شرایط مرزی کاملًا لولایی 
و نیز تحت شرایط مرزی کاملًا گیردار در نظر گرفته شده است. بسامد های 
طبیعی مدل با استفاده از روش نوار محدود استخراج شده است. صفحه دارای 
محدوده جدایی لایه ای به شکل مربعی در وسط با نسبت اندازه طول ضلع 
یک  دوم و یک سوم نسبت به ضلع پنل و در میانه ضخامت )موقعیت 1 در  
شکل 5( قرار دارد. پنج بسامد طبیعی اصلی پنل با استفاده از فرمولاسیون نوار 
محدود کلاسیک و مرتبه بالای برش عرضی استخراج و با نتایج ارائه شده 

توسط جو و همکاران ]15[ که براساس فرمولاسیون اجزا محدود مرتبه اول 
برش عرضی ارائه شده، در جدول 4 و جدول 5 مقایسه شده است. در مدل 
نوار محدود از تعداد 12 نوار محدود در عرض استفاده شده و هر نوار محدود 
از  استفاده  نشان می دهد  نتایج  است.  دارای 12 بخش محاسباتی  در طول 
فرمولاسیون نوار محدود نتایج را با دقت مناسب پیش بینی نموده است. ضمن 
این که در هر دو نوع شرایط مرزی مورد بررسی، برای اندازه ناحیه جدایی 
بزرگ تر از نسبت یک  سوم، بسامد های محاسبه شده از مود دوم به بعد دارای 
اختلاف است که انتظار می رود این مسأله به شکل پیچیده تر مود طبیعی مدل 

و آثار صرف نظر شدن پدیده تماس در محاسبات مرتبط باشد.
برای صفحه تحت شرایط مرزی کاملًا گیردار و دارای محدوده جدایی 
لایه ای با نسبت طول وجه d/L=0/33 موقعیت جدایی لایه ای در ضخامت 
تغییر داده شده و تأثیر تغییر موقعیت ارتفاعی منطقه جدایی لایه ای بر پنج 
بسامد طبیعی اصلی اول مدل با استفاده از فرمولاسیون نوار محدود مرتبه 
بالا بررسی شده است. نتایج تحلیل نوار محدود مرتبه بالای برش عرضی در 
جدول 6 به همراه نتایج فرمولاسیون اجزا محدود مرتبه اول برش عرضی که 
توسط جو و همکاران ]15[ محاسبه شده، ارائه شده است. مقایسه نتایج نشان 

می دهد که نتایج همخوانی بسیار مناسبی دارد.

تغییرات در شرایط مرزی- 2- 4
پنل مربعی با و بدون ناحیه جدایی لایه ای در میانه ضخامت در شرایط 
مختلف مرزی در نظر گرفته شده است. شرایط مرزی داخل صفحه کاملًا 
مهار شده و حرکت خارج از صفحه در مرزها به صورت گیردار، لولایی یا آزاد 

در نظر گرفته شده است.
گیردار  طرف  چهار  شامل  آزادی  درجات  ترکیب  هفت  تعداد  برای 
)CCCC(، چهار طرف لولا )SSSS(، سه طرف گیردار )CCCF(، سه طرف 
لولا )SSSF(، دو طرف گیردار )CFCF(، دو طرف لولا )SFSF( و دو طرف 
بحرانی  تنش  اصلی،  طبیعی  بسامد  نتایج   ،)CSCS( لولا  طرف  گیردار-دو 
کمانش و محدوده های ناپایداری پارامتری استخراج و به ترتیب در جدول 7 
و جدول 8 و شکل 6 نمایش داده شده است. همین نتایج برای پنل دارای 
ناحیه جدایی لایه ای با نسبت ضلع 30% انجام شده است. نتایج نشان می دهد 

واحد مقدار پارامتر1ماده1یا1هندسه

GPa 132 E1

24/673 E1 /E2

0/521 G12 /E2

0/291 v12

kg/m3 1440/2 ρ

m 0/25 L

117/92 L/t

0/33 - 0/5 d/L

جدول1:21مشخصات1ماده1و1هندسه1پنل1دارای1جدایی1لایه1ای
Table 2. Material and geometry specifications of delaminated panel

Fig. 5. geometry and location of embeded delamination

شکل1:51هندسه1و1موقعیت1جدایی1لایه1ای1محصور

نوار1محدود1حاضر
نظریه1مرتبه1بالای1برشی

نوار1محدود1حاضر
نظریه1کلاسیک

نظریه1لایه1ای1مرتبه
اول1برش1]6[

نظریه1مرتبه1بالای1برش
]14[

تجربی
]13[

Pcr w2 w1 Pcr w2 w1 Pcr w2 w1 Pcr w2 w1 w1

N Hz Hz N Hz Hz N Hz Hz N Hz Hz Hz d/L

16/33 512/59 82/10 16/34 514/87 82/16 16/21 506/55 82/03 16/36 513/30 82/12 79/83 0
16/16 510/90 81/15 16/18 511/52 81/23 15/93 508/37 80/75 16/08 509/24 81/19 78/17 0/2
14/85 450/58 75/33 14/88 445/79 75/44 15/08 465/37 75/99 15/05 469/02 76/48 75/38 0/4
12/26 350/19 65/40 12/30 317/33 65/44 12/96 365/81 66/83 12/71 369/08 67/26 66/96 0/6

جدول1:31بار1بحرانی1کمانش1و1بسامدهای1طبیعی1اصلی1تیر-صفحه1نازک1یک1سر1گیردار1دارای1جدایی1لایه1ای
Table 3. Fundamental critical buckling load and natural frequencies of cantilevered  thin beam-platewith delamination
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مود1پنج مود1چهار مود1سه مود1دو مود1یک فرمولاسیون d/L شرایط1مرزی

854/17 658/40 492/29 404/38 164/37 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0

کاملًا لولایی

839/68 657/90 498/33 403/35 165/57 نوار محدود کلاسیک
853/56 658/81 496/60 406/06 165/63 نوار محدود مرتبه بالای برشی
828/15 652/65 443/04 381/94 164/07 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0/33
755/51 641/60 432/39 373/33 163/19 نوار محدود کلاسیک
798/60 638/64 412/37 360/53 163/40 نوار محدود مرتبه بالای برشی
704/72 637/48 371/19 348/27 161/58 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0/50
575/67 477/00 327/20 318/52 156/45 نوار محدود کلاسیک
553/94 490/86 300/09 287/14 157/25 نوار محدود مرتبه بالای برشی

جدول1:41بسامدهای1طبیعی1صفحه1تخت1لولایی1دارای1جدایی1لایه1ای
Table 4. Natural frequencies of flat simply supported panel with delamination region

مود1پنج مود1چهار مود1سه مود1دو مود1یک فرمولاسیون d/L شرایط1مرزی

1195/40 1017/20 781/06 651/51 346/59 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0

کاملًا گیردار

1203/04 993/75 779/70 668/31 353/28 نوار محدود کلاسیک
1249/25 1000/63 774/34 681/40 354/17 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1115/30 997/77 670/38 602/12 342/25 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0/33
955/22 916/18 636/01 575/61 335/17 نوار محدود کلاسیک
1022/33 932/69 604/75 552/60 338/08 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1074/07 851/27 653/25 579/43 334/67 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ 0/50
776/39 670/46 487/42 464/87 269/37 نوار محدود کلاسیک
761/21 689/23 464/61 452/40 275/77 نوار محدود مرتبه بالای برشی

جدول1:51بسامدهای1طبیعی1صفحه1تخت1گیردار1دارای1جدایی1لایه1ای
Table 5. Natural frequencies of flat clamped panel with delamination region

مود1پنج مود1چهار مود1سه مود1دو مود1یک فرمولاسیون موقعیت1جدایی1لایه1ای

1195/40 1017/20 781/06 651/51 346/59 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ بدون جدایی
1249/25 1000/63 774/34 681/40 354/17 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1115/30 997/77 670/38 602/12 342/25 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ موقعیت 1
1022/33 932/69 604/75 552/60 338/08 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1161/30 1000/80 673/14 608/78 342/69 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ موقعیت 2
1103/50 942/67 615/79 592/25 339/78 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1183/70 1007/80 700/84 613/64 341/10 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ موقعیت 3
1161/69 948/48 673/35 601/94 342/15 نوار محدود مرتبه بالای برشی
1190/70 1010/20 706/29 647/02 341/25 نظریه مرتبه اول برشی ]15[ موقعیت 4
1198/00 963/24 681/85 643/71 342/82 نوار محدود مرتبه بالای برشی

جدول1:61بسامد1های1طبیعی1صفحه1تخت1لولایی1دارای1جدایی1لایه1ای
Table 6. Natural frequencies of flat simply supported panel with delamination region
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نداشته  آثار شرایط مرزی  بر  توجهی  قابل  اثر  اندازه  این  در  جدایی لایه ای 
است و تأثیر شرایط مرزی مهم تر بوده است. تأثیر ایجاد جدایی لایه ای بر 
تا مقدار   CCCC پنل  بیشینه حدود 2 درصد  از مقدار  نمونه  بسامد طبیعی 
است. همچنین  مشاهده شده   SFSF نمونه  برای  درصد   0/1 حدود  کمینه 
بار بحرانی کمانش پنل دارای جدایی لایه ای از حدود 20 درصد تغییر برای 
نمونه CCCC تا مقدار کمینه حدود 0/2 درصد برای نمونه SFSF دچار تغییر 
می دهد،  نشان  دینامیکی  ناپایداری  محدوده های  نتایج  مقایسه  است.  شده 
ایجاد جدایی لایه ای باعث کاهش بسامد بارگذاری ناپایدارکننده و در عین 
حال بسته تر شدن محدوده ناپایداری می شود به شکلی که کاهش نیم زاویه 
برای شرایط  تغییرات  این  به 16 درصد می رسد.   CCCC نوع  برای  دهانه 
مرزی کمتر مهارشده، کاهش می یابد و قابل صرف نظر می شود. علاوه بر 
این بررسی ها نشان داد که تغییر شرایط مرزی داخل صفحه تأثیری بر رفتار 
ناپایداری استاتیکی و دینامیکی مدل ندارد و رفتار مدل تحت تأثیر شرایط 

مرزی خارج از صفحه قرار دارد.

4 -3 -)as( تغییرات پیش بار استاتیکی
همان نمونه در شرایط مرزی کاملًا گیردار در شرایط مختلف بارگذاری 
مورد تحلیل قرار گرفته است. فرض شده است بارگذاری ثابت با ضریب 0/2، 
0/4، 0/6، 0/8 و 1/0 نسبت به بار بحرانی کمانش بر روی مدل وجود دارد و 
بارگذاری متغیر زمانی به آن اضافه می شود. نواحی ناپایداری پارامتری مدل 
به ازای بسامد ها و شدت های مختلف بارگذاری متغیر استخراج شده است که 

در نمودار  شکل 7 نمایش داده شده است. 

جدایش1با1اندازه1301درصد بدون1ناحیه1جدایش شرایط1مرزی

25/96 32/68 CCCC

21/31 23/39 CSCS

19/52 20/09 CCCF

18/51 19/27 CFCF

9/65 9/70 SSSS

5/26 5/27 SSSF

4/83 4/84 SFSF

جدول1:71بار1بحرانی1کمانش1پنل1مربعی1چند1لایه1با1و1بدون1جدایی1لایه1ای1
MPa1،در1شرایط1مرزی1مختلف

Table 7. Fundamental critical buckling load of square laminated panel 
with and without delamination in different boundary conditions (MPa)

جدایش1با1اندازه1301درصد بدون1ناحیه1جدایش شرایط1مرزی

2125/07 2166/61 CCCC

1786/93 1813/45 CSCS

1670/46 1679/13 CCCF

1632/33 1643/98 CFCF

1026/73 1029/79 SSSS

758/00 758/91 SSSF

726/22 727/01 SFSF

جدول1:81بسامد1طبیعی1اصلی1پنل1مربعی1چند1لایه1با1و1بدون1جدایی1لایه1ای1
1Hz1،در1شرایط1مرزی1مختلف

Table 8. Fundamental natural frequency of square laminated panel 
with and without delamination in different boundary conditions (Hz)

Fig. 6. Fundamental instability regions of laminated square panel with 
and without delamination region in different end conditions

شکل1:61نواحی1اصلی1ناپایداری1پارامتری1پنل1مربعی1چند1لایه1با1و1بدون1
جدایی1لایه1ای1در1شرایط1مرزی1مختلف

Fig. 7. Fundamental instability region of clamped square laminated 
platewith and without delamination zone subjected to various static 

pre-stresses

شکل1:71محدوده1اصلی1ناپایداری1پنل1مربعی1چند1لایه1کاملًا1گیردار،1با1و1
بدون1جدایی1لایه1ای1در1شرایط1پیش1بار1مختلف
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با افزایش ضریب بار استاتیکی محدوده ناپایداری به سمت بسامدهای 
پایین تر تغییر موقعیت داده است و هم زمان اندازه آن نیز بزرگ تر شده است. 
نکته مورد توجه برای مقدار بار استاتیکی برابر با بار کمانش مدل )aS=1( اتفاق 
افتاده است. مطابق محدوده ناپایداری محاسبه  شده، حتی برای این حالت که 
سازه در شرایط کمانش استاتیکی است، اعمال بارگذاری دینامیکی به سازه 
ناپایداری  محدوده  از  )خارج  مشخصی  بسامدی  محدوده  در  است  توانسته 
داخل مخروط( شرایط پایداری را در سازه ایجاد نماید. نکته مهم دیگر در این 
زمینه تغییر رفتار مقایسه ای پنل دارای جدایی لایه ای نسبت به پنل بدون 
ناپایداری  بسامدی  استاتیکی حدود 0/2 محدوده  بار  تا ضریب  است  نقص 
پنل بدون نقص بالاتر از محدوده بسامدی ناپایداری پنل دارای جدایی لایه 
است. به عبارت دیگر وضعیت پنل دارای جدایی لایه ای بحرانی تر است؛ اما با 
افزایش ضریب بار استاتیکی این رابطه معکوس شده است و پنل بدون نقص 

نسبت به نوع دارای جدایی لایه ای، وضعیت بحرانی تری دارد.

جمع1بندی-51
رفتار دینامیکی پنل ساخته شده از مواد مرکب لایه ای دارای محدوده 
مورد  صفحه  داخل  انتهایی  دینامیکی  تحریک  با  مواجه  و  لایه ای  جدایی 
بررسی قرار گرفته است. مسأله کمانش استاتیک، بسامدهای طبیعی و نیز 
ناپایداری پارامتری مدل بررسی شده است. تحریک مکانیکی به صورت تنش 
توزیع شده در کل مدل مفروض است و رفتار دینامیکی مدل با استفاده از 
فرمولاسیون توسعه یافته نوار محدود بر پایه اصل کار مجازی و با استفاده 
بولوتین  اول  مرتبه  تقریب  از  استفاده  با  برش عرضی  مرتبه سوم  نظریه  از 
بر مشخصات  مرزی  قیود  و  بارگذاری  در  تغییر  اثرات  است.  استخراج شده 
از  پیش  پنل  است  تحلیل فرض شده  در  است.  بررسی شده  مدل  پایداری 
لایه ها  جدایی  ترک  رشد  و  باشد  لایه ای  جدایی  محدوده  شامل  تحریک 
مدنظر نبوده است. همچنین اثرات اصطکاک و تماس بین دو سطح جدایی 
لحاظ نشده است. نتایج حاصل از فرمولاسیون توسعه داده شده نوار محدود 
اسپلاین رفتار پنل دارای جدایی را به ویژه در مودهای اول و به ویژه برای 
اندازه نواحی جدایی کمتر از یک دوم )نسبت وجه ناحیه جدایی به وجه پنل( با 
دقت خوب پیش بینی کرده است. فرضیات مورد استفاده در فرمولاسیون ارائه 
شده نتوانسته است پایداری پنل با اندازه ناحیه جدایی بزرگ را با دقت مناسب 
پیش بینی نماید و لازم است اثرات تماسی نیز به آن افزوده شود. همچنین 
به  پارامتری  ناپایداری  بروز جدایی لایه ای، محدوده  با  نتایج نشان می دهد 
سمت بسامد های کم تر تغییر موقعیت می دهد؛ اما میزان این تغییر وابسته به 
شدت اعمال شرایط مرزی خارج از صفحه است. همچنین برای اندازه های 
در  )ناپایداری  بهتری  پایداری  محدوده  جدایی  دارای  پنل  بزرگ  پیش بار 

بسامد های بالاتر( دارد.
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