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ارتعاشات آزاد تير يکسرگيردار با يک ترک  آناليز مجانبي

 خستگي 
 2رضا حسن نژاد ؛٭ 1موسي رضائي

 چکيده
 ودار مورد مطالعه قرار گرفته است. ترک به صورت ترک خستگي ارتعاشات تير يکسرگيردار ترک ،در اين تحقيق

اين زمينه, براي حل معادلات حاکم بر تير مدل شده است. در تحقيقات  انجام شده در  1با رفتار باز و بسته شدن

از روش هاي عددي استفاده شده است. در تحقيق حاضر پس از استخراج معادله حاکم بر تير يکسر  بيشتر دارترک

دار با عمليات رياضي و اعمال تغيير متغير مناسبي معادله حاکم به صورت حاصلضرب يك تابع نمايي گيردار ترک

معادله مورد  3تبديل شده است. با بررسي دقيق پارامترها و استفاده از تئوري اغتشاشات 2تيونزولي در معادله ما

تير ترک دار به ازاي مقادير مختلف عمق نسبي و موقعيت نسبي ترک مورد مطالعه  ينظر حل شده و رفتار ارتعاش

تعيين کرد. نتايج حاصل  نيز ود ترک راتوان ميرائي تير در اثر وجقرار گرفته است. با استفاده از روش بکار رفته مي

دهد که ميرائي مورد بحث به پارامترهاي ترک و مشخصات هندسي و مکانيکي تير بستگي دارد و با افزايش نشان مي

اي بين پاسخ تحليلي ارائه شده مقايسه درآغازنتايج,  درستي ارزيابي براييابد. ترک، نسبت ميرائي افزايش مي عمق

ازاي موقعيت و عمق نسبي مشخصي از ترک با نتايج حاصل از حل عددي انجام شده است. سپس،  براي سيستم به

هاي مختلف ترک با نتايج تجربي  ارائه شده در ادبيات فن, دار به ازاي شدتتغييرات نسبت فرکانسي تير ترک

 شده است.مقايسه 

 مجانبي، روش اغتشاشات ارتعاشات آزاد, ترک خستگي، تير يکسرگيردار، حل : كلمات كليدي

Asymptotic Analysis of the Free Vibration of a 

Cantilever Beam with a Fatigue Crack  

Mousa Rezaee, Reza Hassannejad 
ABSTRACT 

In this paper the free vibration of a cantilever beam containing a breathing crack is investigated. 

Generally, the researchers have applied numerical methods to study the vibrational behavior of a cracked 

beam. In this research the governing equation of the motion for free vibration of the cracked beam is derived, 

and by applying suitable modifications and variable changes is expressed as the multiplication of a decaying 

exponential function by the Mathieu equation. By analyzing the parameters of the governing equation, this 

equation is solved by employing perturbation method. Presented method makes it possible to estimate 

damping characteristic of the system. The result shows that the system damping depends on the crack 

parameters, geometric dimensions, mechanical properties of the beam, and an increase in the crack depth 

results in an increase in the system damping. In order to validate the results, a comparison is made between 

the response of the cracked beam with a given crack depth and location obtained by the proposed analytical 

solution and that of the numerical method. Also, changes in fundamental frequency ratios versus crack 

severities are compared with those of the experimental results available in the literature. The obtained results 

from the proposed method agree well with the experimental results presented in the literature.  

KEYWORDS : Free vibration, Fatigue Crack, Cantilever Beam, Asymptotic Solution, Perturbation method. 
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 مقدمه -1

هاي شود تا سازهعيوب موضعي نظير ترک باعث مي

رفتار غيرخطي از خود نشان دهند. اين رفتار غيرخطي  ,مرتعش

باشد. تغيير در اين از پارامترهاي وابسته به ترک مي برگرفته

سازه، نظير ارتعاشي هاي پارامترها سبب تغيير در مشخصه

خ ديناميكي هاي طبيعي, شكل مودها, ميرائي و پاسفركانس

تواند به عنوان روشي گردد. بررسي اين تغييرات ميسازه مي

يابي آنها بكار رود. ها و عيبسلامتي سازه نگاه بهبراي 

همزمان با توسعه روشهاي تست غيرمخرب براي  ,بنابراين

دار و هاي ترکها, مطالعه رفتار ديناميكي سازهيابي سازهعيب

ري از محققين واقع شده است. مدلسازي آنها مورد توجه بسيا

در اين راستا برخي از محققان از يک مدل پيوسته خطي كه در 

آن ترک به صورت يک فنر پيچشي خطي بدون جرم با ضريب 

كه به هندسه سطح مقطع و عمق ترک وابسته است, ثابت سفتي 

, معادله مطالعه رفتار ارتعاشي تيراند و براي كردهاستفاده 

[. اين 1-3روش هاي عددي حل كرده اند]حركت تير را با 

هاي خطي قادر به شبيه سازي رفتار ديناميكي غيرخطي مدل

ها در پاسخ ديناميكي تير ترک و نشان دادن سوپرهارمونيک

باشد. از اين رو محققان به دنبال مدل هائي براي ترک بوده نمي

اند كه بتواند كاهش سفتي تير به واسطه وجود ترک در هنگام 

 Pennyو  Friswell ز و بسته شدن آن را بطور دقيق مدل كند.با

دار تحت تحريک هارمونيک را مورد [ رفتار غيرخطي تير ترک4]

يک با اند. آنها در تحليل خود از يک مدل بررسي قرار داده

اند و با در نظر گرفتن يک سفتي درجه آزادي استفاده كرده

دار طي تير ترکبراي مدل كردن ترک, رفتار غيرخ 4دوخطي

اند و سپس با حل تحت تحريک اجباري را شبيه سازي كرده

اند كه عددي معادله حاكم بر مساله نشان داده

شود. هاي فركانس تحريک در پاسخ ظاهر ميسوپرهارمونيک

ترک را در نظر كامل چنين مدلي فقط دو حالت باز و بسته 

هاي چنين مدلكند. گيرد و حالتهاي بينابين را منظور نميمي

هاي المان سفتي دوخطي براي ترک, در ماتريس سفتي مدل

برخي دار توسط محدود نيز براي شبيه سازي رفتار تير ترک

و  Krawczuk  .[1[, ]5است]محققان مورد استفاده قرار گرفته 

Ostachowicz [1]  دار با تير ترکدر بررسي ارتعاشات عرضي

ان براي مدل تير, حالتهاي منظور كردن يک سفتي متغير با زم

اند. سپس جزئي باز و بسته شدن ترک را نيز در نظر گرفته

حل  5معادله حركت تير با بكارگيري روش تعادل هارمونيک

[ با هدف شناسائي 3-10]برخي ديگر از محققان نيز  شده است.

دار و آشكارسازي ترک, رفتار غيرخطي تير يكسرگيردار ترک

زادي با سفتي متغير با زمان به صورت از يک مدل يک درجه آ

سپس پاسخ ارتعاشات  ,يک تابع هارمونيک ساده استفاده كرده

آزاد و اجباري تير را با فرض ثابت بودن ميرائي سازه, با 

و  Bovsunovsky اند. كوتا بدست آورده-روش عددي رانگ

Surace [11 ]تير با يک ترک خستگي را با در  ارتعاشات عرضي

ن اثرات پارامترهاي وابسته به ترک بر روي ميرائي نظر گرفت

اند. آنها اظهار داشتند كه يک ترک سازه مورد مطالعه قرار داده

شود و خستگي در تير سبب بروز رفتار غيرخطي در تير مي

ارائه حل تحليلي براي بدست آوردن پاسخ ديناميكي را مشكل 

حل آن نشان سازد. بنابراين با تهيه مدل المان محدود و مي

از پارامترهاي  برگرفتهتغييرات ميرائي سازه بيشتر اند كه داده

 باشد. وابسته به ترک مي

در تحقيق حاضر, بجاي استفاده از روشهاي عددي براي 

بررسي ارتعاشات آزاد تير يكسرگيردار با يک ترک خستگي, 

يک روش تحليلي مبتني بر روش اغتشاشات ارائه شده است. 

ر با استفاده از يک مدل يک درجه آزادي كه سفتي داتير ترک

باشد, مدل شده متغير با زمان آن يک تابع هارمونيک ساده مي

[. سپس معادله حاكم بر تير با اعمال تغيير متغيرهاي 3]است

در معادله  نزوليصورت حاصلضرب يک تابع نمائي ه مناسبي ب

موجود  ماتيو استخراج شده است. با بررسي دقيق پارامترهاي

توان به شود كه اين معادله را ميدر معادله ماتيو مشخص مي

باشد. حل حاصل شامل دو بخش ميروش اغتشاشات حل كرد. 

بخش نمائي پاسخ, نرخ كاهش پاسخ گذراي سيستم به واسطه 

كند و قسمت نوساني پاسخ در حقيقت ميرائي سازه را كنترل مي

هاي وپرهارمونيکستوان ميباشد كه حل معادله ماتيو مي

. علاوه براين نشان داده شده ديددر آن را فركانس اصلي تير 

توان تغييرات هاي معادله ماتيو مياست كه با استفاده از ثابت

 ميرائي تير به واسطه حضور ترک در آن را نيز تعيين كرد.

همچنين اثرات پارامترهاي ترک بر روي پاسخ ديناميكي تير در 

نتايج  وو فركانس مورد بررسي قرار گرفته هر دو حوزه زمان 

 ،صورت باز مدل شده استه بدست آمده با حالتي كه ترک ب

براي استفاده از نتايج تجربي ارائه شده در  است. شدهمقايسه 

نتايج  با نسبت فركانسي حاصل از مدل مورد نظر مقالات،

در ادبيات فن موجود  نسبت فركانسي مدل تير با ترک باز كه

مقايسه شده است.  بعلاوه پاسخ تحليلي بدست آمده در است 

شود. بر خلاف يک حالت با روش عددي نيز مقايسه مي

هاي عددي, حل تحليلي مورد بحث, ديد فيزيكي خوبي از روش

دهد و تاثيرات پارامترهاي ترک در پاسخ مساله را ارائه مي

 سازد. گذراي غيرخطي را روشن مي
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 دارسازي تير ترکمدل -2

نشان داده شده در  Lطوله دار يكسرگيردار بتير ترک

است و به  aداراي عمق را در نظر بگيريد. ترکالف(  -1) شكل

از انتهاي آزاد تير قرار دارد, پهنا و ارتفاع سطح  Lcفاصله

باشد. ترک مورد نظر به مي bو wمقطع تير به ترتيب 

 شود.صورت ترک خستگي مدل مي
 

   )ب(                                   )الف(                      

دار ب( مدل يك درجه آزادي الف( تير يکسرگيردار ترک (: 1)شکل

 معادل

تير در حين ارتعاش عرضي تير در اثر باز و بنابراين سفتي 

تير داراي  پس از آنبسته شدن ترک تابعي از زمان بوده و 

رفتار ارتعاشي غيرخطي خواهد بود. اگر مود اول ارتعاشي تير 

توان با تحريک تير در مود اول آن را بصورت مد نظر باشد، مي

. براي ب(-1)شكل  سيستم گسسته يک درجه آزادي مدل كرد

استخراج جرم معادل, سفتي معادل و ضريب ميرائي معادل 

توان شكل مود اول ارتعاشي تير را با توجه به شرايط مي

 [:13در نظر گرفت]( 1رابطه )مرزي به صورت 

(1) ( ) 1 cos( )
2

x
x

L


    

توان از رابطه بسته را مي كاملبنابراين سفتي تير با ترک 

 [: 13ورد]بدست آ (2)

(2) 
4

2

3 0

1 ( )
32

L

c

EI
k EI x dx

C L


     

به ترتيب سفتي و انعطاف پذذيري تيذر در    Cو ck كه در آن 

سذفتي خمشذي تيذر     EIحالت بسته بودن كامل ترک هسذتند و 

شود تير مي پذيريباشد. وجود ترک موجب افزايش انعطاف مي

 [:9[, ] 3] آيدبدست مي (3)كه مقدار اين افزايش از رابطه 

(3) 
2 2

4

72 (1 )clC
Ewb

 



   

شذدت  تذابعي از   نسذبت پواسذون اسذت و      (,3)در رابطه 

a) 1ترک

b
 [:14آيد]بدست مي( 4)باشد كه از رابطه ( مي  

(4) 

10 9 8 7 6

8 7 6 5 4
19.6 40.69 47.04 32.99 20.3

a a a a a

b b b b b
     

   
5 4 3

2

3 2
9.98 4.6 1.05 0.63

a a a
a

b b b
     

همچنذذين سذذفتي تيذذر در حالذذت بذذاز بذذودن كامذذل تذذرک برابذذر   

1
o

o

k
C

 باشد, كه در آن مي
oC پذيري تير در حالذت  انعطاف

 حاسبه است:قابل م (5)باز بودن كامل ترک است و از رابطه 

(5) 
oC C C   

توان به ترتيب جرم و ضريب ميرائي معادل را مي همچنين

 بدست آورد: (1( و)1)از روابط 

(1) 
 

2

 0
( ) ( ) 0.228

L

m m x x dx mL   

(1) 
4

 
2 1

1 3 0
( )

32

L a EI
c a EI x dx

L


    

mxmكذذه, )(   1جذذرم واحذذد طذذول تيذذر وa  ثابذذت ميرائذذي

 باشد.مي

سازي ترک خستگي در تير يكسرگيردار, از مدل براي مدل

از زمان به صورت  ييک درجه آزادي با ضريب سفتي  تابع

 [:10شود]استفاده مي ( 3رابطه )

(3)  ( ) 1 cos( )o c bk t k k t    

سفتي تير در مدل يک درجه آزادي بذا تذرک بذاز     okكه در آن 

رابطه دامنه تغييرات سفتي فنر است كه به صورت  ckو كامل 

 شود:تعريف مي (9)

(9) 1
( )

2
c c ok k k    

b  باشد و به فركانس باز و بسته شدن ترک مي  (3)در رابطه

2ازاي  ,   1,2,...bt n n    بذذوده و كامذذل تذذرک بسذذته

( ) ck t k شذذذذذذذذذذذذد و بذذذذذذذذذذذذه ازاي  بامذذذذذذذذذذذذي

(2 1) ,   1,2,...bt n n   ، ( ) ok t k   خواهد بذود

 [:15آيد]بدست مي (10)از رابطه  bو 

  

(10) 2
( )

c o
b

c o

 


 



 

 بذاز ر در حالت تذرک  به ترتيب فركانس تي cو  oكه در آن 

 باشند.كامل مي و ترک بسته كامل

سازي شده براي تير  يكسرگيردار با اعمال پارامترهاي مدل

دار و در نظر گرفتن آن به صورت سيستم يک درجه ترک

آزادي شامل جرم معادل, ضريب ميرائي و سفتي معادل, 

 (11رابطه )معادله حاكم بر ارتعاشات آزاد سيستم به صورت 

 آيد:بدست مي

(11)   1 cos( ) 0o c bmu cu k k t u    

 

 تنهاحل تحليلي ارائه نشده است و  (11)تاكنون براي معادله 
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هاي عددي و با فرض ثابت بودن نسبت ميرائي حل با روش

 .شده است

 معادله حركت براي ارائه روش تحليلي  -3

سفتي، تابعي معادله حاكم بر سيستم, در شود كه ه ميديد

سفتي ناشي از باز و بسته ر دو وجود تغييرات  از زمان است

باشد. از آنجا كه ارتعاشات آزاد سيستم مد نظر شدن ترک مي

است, بنابراين بديهي است كه پاسخ سيستم وابسته به شرايط 

اوليه خواهد بود. از طرف ديگر وجود ميرائي باعث ميرا شدن 

توان پاسخ آزاد پاسخ با گذشت زمان خواهد شد. بنابراين مي

 در نظر گرفت: (12رابطه )صورت  سيستم را به

(12) 2( ) ( )
c

t
mu t Ae y t



  

2 جملهضريب ثابتي بوده و  Aكه در آن 

c
t

me
     بيذانگر ميرائذي

)در سيسذذتم و   )y t  شذذذكل پاسذذذخ نوسذذذانات غيرخطذذذي آن

 :(11)در معادله  (12)ادله باشد. با جايگذاري معمي
2

2 2

2

2 2 2 2

( ) ( )
2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

c c
t t

m m

c c c c
t t t t

m m m m

c mc
m e y t e y t

m m

mc c
e y t me y t e y t ce y t

m m

 

   

 
  
 

 
    

 

 

   21 cos( ) ( ) 0
c

t
m

o c bk k t e y t


     

(13) 

2بر (13)با تقسيم طرفين معادله 

c
t

me


و مرتذب كذردن معادلذه     

 توان نوشت:حاصل مي

(14) 
2

2
cos( ) 0

4

o c c
b

k k kc
y t y

m m m
 

 
    
 

 

را بذه شذكل    (14)لذه  توان معادميبا اعمال تغيير متغير مناسب, 

 معادله ماتيو تبديل كرد:

(15) 2bt   

 بنابراين:

(11) 
22 2

2 2

2
;     ;    

2 4

b b

b

dy dy d y d y
t

dt d dt d

 

  
    

 :شد دخواه (14)معادله ,  (11)با جايگذاري روابط 

(11)  
2

2
2 cos(2 ) ( ) 0

d y
y

d
   


    

پارامترهذذاي بذذدون بعذذدي هسذذتند كذذه بذذه   و  كذذه در آن 

 شوند:تعريف مي (19( و )13روابط )صورت 

(13) 
2

2 c

b

k

m



  

(19) 
2

2

4( )
( )o c

b b

k k c

m m


 


   

به معادله ماتيو معروف است. اين معادله در  (11)معادله 

را  و پايدار است كه بتوان  متناوبصورتي داراي جواب 

  را برحسب ( بسط داده و 1) برحسب توانهاي

 نوشت:  (20رابطه )به صورت 

(20) ( ) 2

1

n i

i

i

n d 




   

د. نباشضرايب بسط مي ها idيک عدد صحيح و  nكه در آن 

هذاي  nبذه ازاي  را  بر حسب  حال اگر بتوان منحني هاي 

 هذا مختلف رسم كرد, هر نقطه متعلق به هذر يذک از ايذن منحنذي    

باشذد. ايذن   مي (11)معرف جواب دوره اي و پايدار براي معادله 

رسذم   (2) در شذكل  ,1هذاي انتقذال  معروف بذه منحنذي  ها, منحني

نواحي سايه دار متناظر با حل ناپايدار اسذت. از ايذن    كه اندشده

توان نشذان داد كذه   مي و  هاي انتقال رو با بررسي منحني

باشد. بذدين  اي ميدر كدام محدوده داراي حل دوره (11)معادله 

و بذا   (10)در رابطذه   bتوان با اسذتفاده از تعريذف   منظور مي

oتوجه به تساويهاي 
o

k

m
 

، c
c

k

m
  2و bc m   و قرار

 نوشت: (21رابطه )را به صورت ، (19)دادن آنها در معادله 

(21) 
2 24( ) 2 4( )

( ) 4
2 4

2

o c b o c

o c o cb

o c o c o c

k k m k k

m k km

k k k k

 
 

  

 

 
   

  

 

 
(: منحني هاي انتقال که مشخص کننده مرز نواحي پايدار و 2شکل )

ها معرف حل ناپايدار حل معادله ماتيو است. نقاط روي منحني

 [.11باشد]دار معرف حل ناپايدار مينواحي سايهاي است. دوره

و با استفاده از  (9)از رابطه  ckبا جايگذاري مقدار 

2رابطه bc m  به ترتيب به صورت  (21)و (13)، روابط

 شوند:تبديل مي( 23( و )22روابط )

(22) 
2

c o

b

k k

m





  

(23) 2

2

2( )
4o c

b

k k

m
 




   

2جمله 

bm  و بيذان   ه اسذت آمد ( 23( و )22)در هر دو رابطه
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 شد: دخواه (24رابطه ) ckو  okبرحسب  آن 

(24) 2 4

2

o c
b

o c o c

k k
m

k k k k
 

 

 

و اسذتفاده از  ( 23)و  (22)وابذط  در ر (24)با جايگذذاري رابطذه   

1روابط 
o

o

k
C

  1و
ck

C
 توان نوشت:مي 

(25) 

2

2 2 1

4 1

 

C C C C

C C C C

C

C



    
   
 


 

 
 

 

(21) 

2

2
2

2 8
8 4 2 1

4

4 1

C C C C

C C C C

C

C

 

    
     

  
 

 
 

 

Cتذابعي از  تنهذا  (25)شود كه رابطه ديده مي

C

    اسذت و رابطذه

Cي ازتابع (21)

C

    و نسبت ميرائذي     اسذت. از طذرف ديگذر

اي بذراي  براي داشتن حل دوره ,نيز اشاره شد آنطور كه پيشتر

معادله ماتيو رابطذه      هذاي انتقذال تعيذين    توسذط منحنذي

Cاي از تغييذرات  شود. بنابراين لازم است محذدوده مي

C

  و 

 شود, تعيين گردد. اي معادله ماتيو ميكه منجر به حل دوره

دار با استخراج پاسخ ارتعاشات آزاد تير ترک -4

 (11ارائه حل مجانبي براي معادله )

براي بررسي ارتعاشات آزاد تير در تحقيق حاضر، 

شرايط اوليه  (1) دار نشان داده شده در شكلترک ريكسرگيردا

y(0)1 دار به صورتبراي مدل يک درجه آزادي تير ترک   و

0(0)y   گرفته شده استدر نظر . 

اي خواهد بود كه زماني داراي حل دوره (11) معادله

( ) ( )y y    مستلزم اي نابراين وجود حل دورهباشد. ب

بسط  (20)بصورت رابطه  را برحسب  آن است كه بتوان 

 2در اين رابطه بايد برابر  n, مقدار(2)داد كه با توجه به شكل 

به  (11)معادله باشد. با استفاده از روش اغتشاشات, حل 

 شود:در نظر گرفته مي( 21)صورت رابطه 

(21) 
0

( ) ( ) i

i

i

y y  




  

, (11) در معادله( 21)و  (20)بنابراين با جايگذاري معادلات 

  :شودحاصل مي (23)معادله 

(23) 0 1 0

1

0

( ) (4 ) ( )

    2 cos(2 ) ( ) 0

i i i

i i i

i i i

i

i

i

y d y

y

    

  

  

  






 

 

  



 

 مرتب كرد: (29رابطه )توان بصورت را مي (23)معادله 

(29) 0

1

1

{ ( ) 4 ( )

( ) 2cos(2 ) ( )} 0

i

i i

i

i

j i j i

j

y y

d y y

  

  





 





  





 

, دسذتگاه  با مساوي صفر قرار دادن ضرائب توانهاي مختلف

 آيد:بدست مي (30شماره )معادلات ديفرانسيل 

 
0 0( ) 4 ( ) 0y y    

 1 1 0

1 0

( ) 4 ( ) 2cos(2 ) ( )

                          ( )

y y y

d y

   



  


 

(30) 
2 2 1

1 1 2 0

( ) 4 ( ) 2cos(2 ) ( )

                           ( ) ( )

y y y

d y d y

   

 

  

 

 

اي داشته باشند, بايد براي اينكه همه اين معادلات حل دوره

اعمال شود. بنابراين با  idشرايطي بر روي ضرايب

)و ها، idتعيين )y  عادلات دستگاه م .شودمشخص مي

شود. تقريب مرتبه بي پايان اخير, به صورت برگشتي حل مي

)صفر براي حل  )y  بدست  (30) از حل اولين معادله رابطه

 آيد:مي

(31) 
0 1 1( ) cos2 sin2y A B     

كه در آن 
1A  و

1B   هسذتند كذه از شذرايط اوليذه     ضرائب ثذابتي

11A، آينذذد. بذذا اعمذذال شذذرايط اوليذذهبدسذذت مذذي   01وB  

: . بنذذابراينآيذذدبدسذذت مذذي 
0( ) cos2y  جايگذذذاري  . بذذا

0 ( )y  طذذهبدسذذت آمذذده از معادلذذه اول در معادلذذه دوم از راب 

 :آيد( بدست مي32رابطه )  (،30)

(32) 2

1 1 1( ) 4 ( ) 2cos 2 cos2y y d        

اي داشذته باشذد, لازم اسذت    حذل دوره  (32)براي آن كه معادله 

01d  ( بصذورت  03) باشد. بنابراين حل معادله دوم از رابطه

 خواهد بود: (33رابطه )

(33) 
1

1 cos 4
( )

4 12
y


     

01dبا دانستن    0و با جايگذاري ( )y   1و( )y   در

2, (30) معادله سوم رابطه ( )y   بدست ( 34رابطه )به صورت

 آيد:مي

(34) 2
2

5 cos6
( ) sin 2

48 4 384

d
y


  

 
   
 

 

2بذذراي آنكذذه   ( )y  اي باشذذد, لازم اسذذت كذذه ضذذريب   دوره  

sin 2  12/5 صفر شود, در نتيجه بايد
2d     باشذد. معذادلات
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توان به صذورت  را نيز مي (30)ديگر دستگاه معادلات در رابطه 

برگشتي و به طريق مشابه بدست آورد كه در اين مقالذه بذدون   

شذده   بسذنده به محاسبه دو جملذه ديگذر    تنهارائه جزئيات حل, ا

 است:

(35) 3

3

5 43 1
( ) cos 4 cos8

192 13824 23040

0

y

d

    



 

(31) 
4

4

29 1
( ) cos6 cos10

221184 2211840

763

13824

y

d

   

 

 

توان تا هر تعداد را مي (31( و )35موجود در روابط )روند 

جمله دلخواه ادامه داد, اما همين تعداد جمله محدود نيز دقت 

)باقيمانده  جملاتهد داشت و لازم را در حل خوا )iy   سهم

 و مقدار  (11) ناچيزي در پاسخ دارند, بنابراين پاسخ معادله

 آيد:بدست مي (33رابطه )به صورت 

2

3

1 cos 4 cos6
( ) cos 2

4 12 384

5 43 1
cos 4 cos8

192 13824 23040

y
 

   

  

   
       

   

 
   

 

 

(31) 
4 29 1

 + cos6 cos10
221184 2211840

  
 

  
 

 

(33) (2) 2 45 763
4

12 13824
      

حال لازم است با در نظر گرفتن تغيير متغير بكار رفته 

و  tپاسخ ديناميكي سيستم بر حسب زمان واقعي  (،15)معادله 

در  (11رابطه ) بيان شود. با جايگذاري bفركانس دوخطي 

پاسخ ( 12)ل در معادله و جايگذاري نتيجه حاص (31)معادله 

 آيد:بدست مي (39رابطه )سيستم به صورت 

(39) 

2

2 3

4

cos 21
( ) [cos ( )

4 12

cos3 5 43
( ) ( cos 2

384 192 13824

1 29
cos 4 )+ ( cos3

23040 221184

1
cos5 )]

2211840

c
t

bm
b

b
b

b b

b

t
u t e t

t
t

t t

t


 


  

  





   

  





 

توان ارائه داد. تعبير فيزيكي مناسبي مي (33)براي معادله 

به صورت تابعي از پارامترهاي مدل ( 19)در رابطه   پيشتر

ي و مشخصه هاي سفتي ترک , فركانس دوخطيک درجه آزادي

را به صورت   (33)در نظر گرفته شد. از طرف ديگر رابطه 

داراي حل ( 11)دارد طوريكه معادله بيان مي تابعي از 

اي باشد. بنابراين رابطه دوره  رد دار موبراي تير ترک

يكسان باشد. به عبارت ديگر منحني  (33)بحث بايد با رابطه 

تغييرات   دار بايد بر منحني انتقال براي تير ترک

  معادله ماتيو منطبق گردد. از مساوي قرار دادن طرف

سبت اي براي نتوان رابطهمي( 33)و  (21)هاي دوم روابط 

( برحسب مشخصات مكانيكي و هندسي تير ميرائي )

Cدار )ترک

C

:بدست آورد ) 

2

2
2 4

4 4 2 2 1
5 763

(1 )
48 55296

8 1

C C C C

C C C C

C

C

  

    
     

    
 

 
 

 (40)  

Cبرحسذذب كذذه در آن

C

  ارائذذه شذذده (25)رابطذذه  درپيشذذتر 

 است. 

تعيين محدوده حل مجانبي معتبر بر حسب  -5

 مقادير پارامترهاي واقعي سيستم 

اي بودن, پايداري يا در مورد نوع حل از نظر دوره

كه پس از انجام تغيير متغيرهاي مناسب  (14)ناپايداري معادله 

توان از به شكل استاندارد معادله ماتيو تبديل گرديد, مي

هاي انتقال در صفحه منحني (. نظر 2استفاده كرد )شكل

دار همواره پارامتر مثبتي در مدل فيزيكي تير ترک به اينكه 

شد و از طرف ديگر منحني بامي   از  گفته شدهبراي مدل

4نقطه     شود, بنابراين به منظور بررسي رفتار شروع مي

دار كه معادله حاكم بر آن به ارتعاشي تير يكسرگيردار ترک

ييرات اي منجر گرديد، لازم است تغمعادله ماتيو با حل دوره

 برحسب هاي انتقال هاي منحنيبر روي يكي از شاخه تنها

0كه از نقطه    4و   شروع مي شود مورد توجه قرار

  (.3گيرد )شكل 

 
دار ( براي مدل ارتعاشي تير ترک11)منحني انتقال معادله  (:3)شکل 

2nبه ازاي  . 
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منجر  ,بديهي است هريک از نقاط واقع بر روي منحني اخير

با توجه به ماهيت  خواهد شد. (11اي براي معادله )به حل دوره

حل  باشد، كوچكتر از يک مجانبي حل ارائه شده هر قدر 

از طرف ديگر  خواهد بود. بيشتري ارائه شده، داراي دقت

Cو  بيانگر رابطه بين  (25)معادله 

C

 بديهي است  باشد.مي

Cبايد محدوديتي براي  ,كوچكتر از يک باشد براي آنكه 

C

 

Cدر برابر  منحني تغييرات ( 4اعمال شود. در شكل )

C

 

شود كه به ازاي ديده مي رسم شده است. از اين شكل

5/1C

C


،  1مقدار   بدست مي آيد. از طرف ديگر رابطه

C

C

 دار از رابطه هاي مكانيكي و هندسي تير ترکبا مشخصه

  :آيدبدست مي (41)

(41) 
25 2

2

2

3 (1 )

16

C Lc b

C a L L

  


      
     

     

 

با جايگذاري حداكثر مقدار نسبت ( 41)در رابطه بدون بعد 

1/0b

L
  مربوط به تير اويلر مي توان تغييراتC

C

  همچونرا 

CLو به صورت رويه اي برحسب ( 5) شكل

L
 كه در آن 

5/1C

C


 .واقع در  است كه در نقاط بديهي باشد، تعيين كرد

5/1Cاين ناحيه, خارج از 

C


 1و  بوده  و د بودذخواه 

آن  اشارهاي كه نكته نخواهد داشت. ودذحل مجانبي وج

اينكه با توجه به ماهيت روش اغتشاشات، هر  ,ضروري است

د حل ارائه شده داراي دقت ذكوچكتر از يک باش چقدر 

به سمت يک، از دقت  بالاتري خواهد بود و با نزديک شدن 

توان براي يک تير مي پيشينشود. با ارائه تحليل حل كاسته مي

دار داده شده با مشخصات هندسي و مكانيكي معلوم و با ترک

Lcموقعيت نسبي )

L

a( و شدت ترک مشخص )

b
  پاسخ ,)

دار و نسبت ميرائي سيستم را بدست آزاد تير ترک ارتعاشات

 آورد.

 

Cدر برابر پارامتر  (: منحني تغييرات 4شکل )

C

. 

 
Cدياگرام سه بعدي تغييرات  (:5)شکل 

C

 برحسب  وLc

L

. 

تحليل كاملي از رفتار ارتعاشات آزاد  بخش بعدي،  در

شد و تاثير  خواهد دار ارائهيک تير يكسرگيردار ترکعرضي 

نسبي ترک در پاسخ و ميرائي  تغيير عمق نسبي و موقعيت

بررسي قرار خواهد گرفت. نتايج حاصل با نتايج سيستم مورد 

هاي عددي مورد مقايسه يج روشموجود در ادبيات فن و با نتا

 قرار خواهد گرفت.

بررسي تاثير ترک بر رفتار ارتعاشات آزاد تير  -6

 دار ترک

به بررسي يک مثال عددي در مورد يک تير اين قسمت در 

 در مراجع موجودابعاد و مشخصات  بادار يكسرگيردار ترک

تا تاثير ترک بر پاسخ آزاد و  شود, پرداخته مي[13] و[ 11]

جع اارائه شده در مر نمونه. هاي طبيعي تير روشن شودكانسفر

و به ابعاد سطح   mm200يک تير فولادي به طول  ياد شده

است.  با انتخاب شرايط اوليه  2mm13/1 مقطع مستطيلي

mm5/0(0)u ورتذذذذبص  وmm
s

23/3-(0)u  توان مي

تير را كه محل ترک و موقعيت آن   شتابپاسخ جابجائي يا 

پاسخ  (الف و ب -1)معلوم باشد بدست آورد. در شكل 

اي تركي مدل يک درجه آزادي تير با ترک خستگي بر جابجائي

mm140Lcدر موقعيت  %50و  %20با شدت    رسم شده

شود كه با افزايش شدت ترک, ه مييددها شكل در ايناست. 

به  (الف و ب -1) هايشكل شود.ر ميرا ميزودتپاسخ سيستم 

در  هاي رسم شدهمتناظر با پاسخ هاي فركانسيترتيب طيف

 -1)با بررسي شكل  دهد.را نشان مي (الف و ب -1)هاي شكل

اي ذهسذبا فركان قلهپاسخ داراي دو  شود كه طيذفمي هيدد (ب

اول متناظر با  قلهباشد. مي Hz 324و Hz 112نزديک به

دهنده دار و پيک دوم نشان تير ترک 3فركانس دوخطي

پديده  بيانگرو  باشدهارمونيک اول فركانس اصلي تير مي

شود ه مييدد آخرياز مقايسه دو شكل  سوپرهارمونيک است.

كه افزايش شدت ترک باعث تشديد پديده سوپرهارمونيک 
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تر است. به ضعيف (الف -1) هارمونيک اول در شكل شود.مي

شخص عبارت ديگر افزايش عمق ترک در يک موقعيت نسبي م

به منظور بررسي  .گرددباعث تشديد رفتار غيرخطي سيستم مي

, محدوده نمونه پيشينحل مجانبي ارائه شده در مورد  درستي

Lcرک )ذتغييرات موقعيت نسبي ت

L
( به رک )ذدت تذ( و ش

5/1C ازاي

C


 ( 3) در شكل 

 

 
 )الف( 

 
 )ب(

تير با ترک خستگي در  جابجائيپاسخ   (:1)شکل 

mm141Lcموقعيت   )21و با شدت: الف%  )ب ،

51% . 

 
 )الف(

 
 )ب( 

 دار با شدت: الف(رکتير ت جابجائيطيف پاسخ   (:1)شکل 
21%   )51ب% . 

رسم شده است, روشن است كه دار بصورت ناحيه سايه

در نظر)موقعيت نسبي و شدت ترک( مورد هاي ترک مشخصه

 هذي ارائذبنابراين حل مجانب قرار دارد. (3) دار شكلناحيه سايه

به منظور بررسي تاثير  د.ذباشاعمال مي ابلر و قذمعتب شده

ارتعاشي تير ترک  موقعيت نسبي ترک  بر فركانس دت وذش

bدار، منحني تغييرات نسبت فركانسي)

c




 ( در برابر موقعيت

Lc) ترکنسبي 

L
( در ( به ازاي مقادير مختلف شدت ترک )

هاي اخير چنين بر رسم شده است. از بررسي منحني( 9) شكل

آيد كه در يک موقعيت نسبي مشخص, با افزايش شدت ترک, مي

از طرف ديگر به ازاي تركي با  .يابدنسبت فركانسي كاهش مي

شدت مشخص, هرچه موقعيت ترک به انتهاي گيردار تير 

يابد. انسي افزايش ميشود تاثير آن بر نسبت فركنزديكتر مي

روش ارائه شده در اين تحقيق, امكان بدست  برتريهاييكي از 

دار و ربط دادن آن با ميرائي در تير ترک آوردن نسبت

 .باشدپارامترهاي ترک مي

 

 
محدوده حل مجانبي براي تير فولادي با ابعاد   (:8)شکل 

(3mm21118/1.) 
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( در برابر منحني تغييرات نسبت ميرائي )( 10)در شكل 

Lcموقعيت نسبي ترک )

L
ازاي مقادير مختلف شدت ترک ه ( ب

با بررسي روند  براي مثال ارائه شده، رسم شده است.

شده مشخص است كه با افزايش شدت ترک  هاي رسممنحني

يابد با موقعيت نسبي دلخواه, نسبت ميرائي سيستم افزايش مي

 ،و حداكثر مقدار نسبت ميرائي براي تركي با شدت مشخص

افتد كه ترک در انتهاي گيردار تير قرار داشته زماني اتفاق مي

هاي لذاشاره شد, بيشتر تحلينيز  همانطور كه پيشتر باشد.

 ي رفتار ارتعاشيذنه بررسذجام شده در زميان

 
در دار تغييرات نسبت فرکانسي تير يکسرگيردار ترک (:9)شکل 

 تغيير موقعيت نسبي ترک به ازاي مقادير مختلف شدت ترک.  برابر

 
دار در تغييرات نسبت ميرائي تير يکسرگيردار ترک  (:11)شکل 

 ف شدت ترک.برابر موقعيت نسبي ترک به ازاي مقادير مختل

 

هاي خطي براي ترک )ترک مدل دار براساستيرهاي ترک

 ( انجام شده است, به منظور بررسي اختلاف نتايجكامل باز

منحني ( 11), در شكل خستگي و ترک ترک بازحاصل از مدل 

bتغييرات نسبت فركانسي )

c




( براي ( در برابر شدت ترک )

Lc 1/0 موقعيت نسبي

L
  ترک و ترک بازحاصل از دو مدل 

روند هر دو منحني نشان دهنده  رسم شده است.خستگي 

ولي از  ،دذباشكاهش نسبت فركانسي با افزايش شدت ترک مي

دت ترک ذش ازايه ن است كه بذدو منحني روش هذمقايس

از بيشتر  خستگي ر با ترکذي تيذس طبيعذوم, فركانذمعل

به منظور بررسي  است. كامل زفركانس طبيعي تير با ترک با

دار دقت نتايج حاصل از حل تحليلي ارائه شده براي تير ترک

نتايج تحقيقات  باشد.مي تجربي نياز به مقايسه نتايج با نتايج

است كه به ازاي موقعيت و عمق نسبي  گوياي آنانجام شده 

ترک باز كمتر از  تير با ، نسبت فركانسيترک مشخصي از

بنابراين  [.15]باشد فركانسي تير با ترک خستگي مي نسبت

منظور مقايسه نتايج حاصل از  براي بررسي نتيجه اخير و به

با ترک باز با نتايج تجربي، مدل  دارمدل ارتعاشي تير ترک

 ارائه شده دار با مشخصاتتير ترکدو  تحليلي ارائه شده براي

 اعمال شده است.[ 13]و  [11]در مراجع 

 
ازاي تغييرات ه مقايسه تغييرات نسبت فرکانسي ب (:11)شکل 

در تير يکسرگيردار  ترک خستگيو  ترک بازهاي شدت ترک با مدل

mm141Lcبا ترکي در موقعيت  . 

3/0Lcعيت نسبي ها ترک در موقدر يكي از نمونه

L
   و در

Lc 1/0 نمونه ديگر موقعيت نسبي ترک

L
 باشد. مدل مي

براي تحليل ارتعاشات تير  تحقيقاين  تحليلي ارائه شده در

دار با به تير ترک دار با مدل ترک باز و ترک خستگيترک

هاي يل در شكلنتايج تحل شده اعمال شده است. يادمشخصات 

چين هاي خطارائه شده است. منحني (ب -12)و  (الف -12)

 خستگيمربوط به مدل  هاي پرمنحني ،مربوط به مدل ترک باز

هاي حاصل ( مربوط به دادهoو نقاط مشخص شده با علامت )

 باشد.مي [13]و  [11]هاي تجربي موجود در مراجع از تست

شيار به جاي در نظرگرفتن  باهاي تجربي در اين مراجع آزمون

از مقايسه منحني انجام شده است. بنابراين  خستگيترک 

هاي حاصل از آزمايشات با داده )مدل ترک باز( چينخط

خوبي با  همخوانيشود كه نتايج تئوري حاصل ه مييددتجربي, 

شود ديده مي پيشيندر هر دو شكل همچنين  نتايج تجربي دارد.

عمق نسبي مشخصي از ترک، نسبت ازاي موقعيت و ه كه ب

فركانسي حاصل براي مدل ترک باز كمتر از نسبت فركانسي 



  1831تابستان /  1 / شمارهچهل و دوسال  مهندسی مکانيک/ اميركبير/ 

 

56 

با نتيجه ارائه شده در  ،اين نتيجه براي مدل ترک خستگي است.

 دارد. برابري [3]مرجع 

 
 )الف(

 
 )ب( 

هاي با نتايج تستتغييرات نسبت فرکانسي مقايسه  (:12)شکل 

يکسرگيردار که  دت ترک براي تيردر برابر ش [18] و [11]تجربي 

mm111Lcترک آن در موقعيت الف(:    :)ب

mm121Lc  است. 

مقايسه نتايج حل تحليلي با نتايج تجربي موجود در  -6-1

 ادبيات فن و نتايج حل عددي 

نيز اشاره شد، تاكنون روش تحليلي  نطور كه پيشترهما

دار با ترک استخراج پاسخ ارتعاشات آزاد تير ترک براي

نتيجه  ارزيابي درستي به منظور خستگي ارائه نشده است.

دار با نتايج تجربي پاسخ شتاب تير ترکتحليلي ارائه شده، 

ير [, طول ت10شود. در مرجع ]موجود در ادبيات فن مقايسه مي

 2mm440، سطح مقطع آن mm150دار آلومينيومي ترک

باشد. همچنين مي mm400و فاصله ترک از انتهاي آزاد تير 

%50شدت ترک آن  تير ترکشتاب پاسخ  (13) شكل. است-

دار گفته شده پاسخ شتاب تير ترک  .[10]دهد را نمايش مي دار

با روش تحليلي ارائه شده در اين مقاله نيز بدست آمد )شكل 

دهد روش ارائه شده از دقت (. مقايسه اين دو شكل نشان مي14

معادله استخراج شده مناسبي برخوردار است. علاوه بر اين 

كوتا  –به روش عددي )رانگ مان مشخصات براي تيري با ه

ارتعاشات آزاد تير  پاسخ (15) شكل ( نيز حل شده است.4مرتبه

 مقايسه شكل دهد.را نشان مي دار حاصل از روش عدديترک

-همدهد كه حل مجانبي ارائه شده نشان مي( 15شكل )با ( 14)

  دارد. نيز خوبي با حل عددي سوئي

 
بدست آمده از ارتعاشات آزاد تير اب تجربي شتپاسخ  (:13)شکل

%51 ي به شدتترکآلومينيومي با  [11]. 

 
 تحليلي ارائه شدهبدست آمده از روش شتاب پاسخ  (:14)شکل 

ترک  شدت که [11با مشخصات موجود در مرجع ] دارترک تير براي

 .است %51 آن

 
کوتا  –عددي )رانگ  لحاز  بدست آمدهشتاب پاسخ  (:15)شکل

[ که شدت 11ر با مشخصات موجود در مرجع ]دا( براي ترک4مرتبه 

 .است %51ترک آن 

 گيرينتيجه -1

بررسي براي تحليلي جديد روش يک در تحقيق حاضر 

ترک خستگي ارائه شد. يک ارتعاشات آزاد تير يكسرگيردار با 

ئي يابي به ميراتوان به دستاين روش ميبرتريهاي ويژه از 

وجود ترک و ظاهر ساختن سوپر  طهايجاد شده در تير به واس

هاي ويژگي دار كه ازدر پاسخ ديناميكي تير ترک اههارمونيک

باشد، اشاره كرد. براساس روش رفتار غيرخطي سيستم مي

دار را ارائه شده در اين مقاله پاسخ  ارتعاشات آزاد تير ترک

) ضرب تابع زمانيتوان به صورت حاصلمي )y t  و تابع

نمائي نزولي كه بيانگر كاهش دامنه پاسخ با گذشت زمان است، 

)نشان داد.  )y t از تابع پاسخ سيستم است كه  مبين بخشي

.باشداي بدون كاهش دامنه نسبت به زمان ميداراي رفتار دوره
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فراهم آوردن امكان  مزيت عمده در نظر گرفتن چنين حلي،

دار به شكل استاندارد معادله تبديل معادله ارتعاشي تير ترک

ماتيو است كه جزئيات نحوه تبديل و حل آن در مقاله حاضر 

 ارائه گرديد. 

اي با توجه به ماهيت مجانبي بودن حل ارائه شده، محدوده

از پارامترهاي واقعي سيستم كه منجر به حل معتبر گردد، 

توان حل ارائه شده را . چناچه با دقت مطلوبي ميتعيين شد

هاي نسبي مختلف ها و عمقبراي تيري با تركي در موقعيت

دار با روش اخير اعمال كرد. تحليل ارتعاشات آزاد تير ترک

دهد كه به ازاي عمق مشخصي از ترک با نزديكتر نشان مي

گاه، فركانس طبيعي سيستم كاهش شدن ترک به محل تكيه

يابد و از طرف ديگر به ازاي تركي در يک موقعيت تري ميبيش

مشخص، با افزايش عمق ترک، فركانس طبيعي كاهش يافته و 

 (. 9شود )شكل رفتار غيرخطي سيستم تشديد مي

دهد كه با افزايش براين, نتايج تحقيق حاضر نشان مي هعلاو

عمق ترک و نزديكتر شدن ترک به محل گيردار، بر ميرائي 

[ به صورت 11اي كه در مرجع ]شود. )نتيجهافزوده مي سيستم

 تجربي حاصل شده است(. 

پاسخ ارتعاشات آزاد تير مورد بحث حاصل از روش ارائه 

( نيز 4كوتاي مرتبه  –شده با نتيجه حاصل از حل عددي )رانگ 

مقايسه شد. تطابق موجود بين نتايج، تاييدي بر درستي روش 

دآوري كرد، در روش حل عددي امكان اي كه بايد يادارد. نكته

بدست آوردن نسبت ميرائي وجود ندارد و بايستي براي نسبت 

ميرائي مقدار معيني را در نظر گرفت، كه اين مقدار در مراجع 

فرض شده است. همانگونه كه گفته شد,  01/0[ برابر 9[ و ]3]

نسبت ميرائي سيستم وابستگي زيادي به پارامترهاي ترک 

ل آن( دارد. بنابراين فرض نسبت ميرائي ثابت براي )شدت و مح

باشد هاي متفاوت ميها و موقعيتتيري كه داراي ترک با عمق

فرض صحيحي نيست. بنابراين ابتدا نسبت ميرائي با توجه به 

دار با استفاده از هاي هندسي و مكانيكي تير ترکمشخصه

حاصل، روش مجانبي ارائه شده، بدست آمده و سپس از مقدار 

 در حل عددي استفاده شده است. 

براي بررسي درستي نتايج حاصل از روش تحليلي ارائه 

شده، پاسخ شتاب بدست آمده از روش ياد شده براي تير با 

گيري پاسخ شتاب به ترک خستگي با نتايج حاصل از اندازه

دار [ و نتايج حاصل از روش عددي تير ترک10صورت تجربي ]

( 15( و )14(، )13هاي )قايسه شد كه شكلبا همان مشخصات م

برابري مناسب نتايج حاصل از روش  تحليلي ارائه شده با 

 دهد.نتايج تجربي و روش عددي بدست آمده را نشان مي
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