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نظریۀ  از  استفاده  با  الاستیک  بستر  توسط  احاطه شده  تابعی  مدرج  نانوپوسته  ارتعاشات  تحلیل 
تنش کوپل اصلاح شده

مجید قدیری*، حامد صفرپور

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه بین المللی امام خمینی، قزوین، ایران

چکیده: هدف از این پژوهش بررسی رفتار ارتعاشی یک نانوپوسته استوانه ای مدرج تابعی براساس نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده 
می باشد.  همچنین در اطراف این نانوپوسته بستر الاستیک پاسترناک در نظر گرفته شده است که در این مدل علاوه بر ثابت فنری 
نوع وینکلر، ثابت برشی نیز لحاظ شده است. علاوه بر این شرایط مرزی نانوپوسته در دو انتها به صورت تکیه گاه ساده فرض شده 
است. نانوپوسته استوانه ای درجه بندی شده تابعی از ترکیب آلومینیوم-سرامیک ساخته شده است که کسر حجمی هر جزء و در نتیجه 
خصوصیات مکانیکی نانوپوسته استوانه ای بر مبنای قانون ساده توانی در راستای ضخامت تغییر می کند. معادلات حاکم بر حرکت 
و شرایط مرزی براساس نظریۀ برشی مرتبه اول و با استفاده از اصل هامیلتون، استخراج می شوند. روش حل نویر برای پیش بینی 
بسامد های طبیعی نانوپوسته درجه بندی شده تابعی استفاده می شود. در نهایت تأثیر پارامترهایی مانند مقیاس طول ماده، شماره مودهای 
فرکانسی محیطی،  نسبت طول به شعاع پوسته استوانه ای، ضریب تصحیح برشی، شاخص توانی نسبت حجمی )N( و ضرایب بستر 
الاستیک وینکلر و پاسترناک بر بسامد طبیعی نانوپوسته مدرج تابعی بحث خواهد شد. نوآوری این پژوهش درنظرگرفتن بستر الاستیک 
از  آمده  به دست  نتایج  بسیار خوب  تطابق  می باشد.  اصلاح شده  کوپل  تنش  نظریۀ  اعمال  با  تابعی  مدرج  استوانه ای  نانوپوسته  بر 

شبیه سازی دینامیک مولکولی توسط پژوهشگران قبلی با نتایج پژوهش حاضر، بیانگر اهمیت این پژوهش است.
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مقدمه-11
کامپوزیت های میکروسکوپی غیرهمگنی  در حقیقت،  تابعی  مواد مدرج 
خواص  و  مزیت ها  از  بسیاری  ساختن  فراهم  علت  به  مواد  این  که  هستند 
ویژه شامل مقاومت حرارتی بالا و مقاومت مکانیکی عالی از اهمیت به سزایی 
صورت  به  مشخص  راستای  در  جزء  هر  حجمی  کسر  و  هستند  برخوردار 
پیوسته تغییر می کند. فازهای ریزساختاری مواد مدرج تابعی دارای عملکرد 
متفاوتی نسبت به یکدیگر هستند و باعث ایجاد وضعیت چندساختاری در مواد 
مدرج تابعی می شوند. مواد مدرج تابعی در موارد مختلفی چون حسگرهای 
مدرج تابعی ]1[، فعال کننده ها ]2[، حسگرهای نوری ]3[، ایمپلنت های مدرج 
این  با گسترش کاربرد  تابعی دندانپزشکی ]4[ مورد استفاده قرار می گیرند. 
محققان  برای  آنها  روی  بر  بیشتر  تحقیقات  انجام  به  نیاز  سازه ها،  در  مواد 
آشکارتر شد. پوسته استوانه ای مدرج تابعی در کاربردهایی مانند ساختار بدنه 
هواپیمای مسافربری، هواپیماهای نظامی، سامانه رانشی و دیگر زمینه های 
در  تابعی  مدرج  مواد   از  استفاده  اخیر،  سال های  در  دارد.  کاربرد  مهندسی 
و   ]5[ اتمی  نیروی  میکروسکوپ  ساختار  مانند  میکرو،  و  نانو  ساختارهای 
بر  علاوه  است.  یافته  گسترش   ]7  ،6[ الکترومکانیکی  سامانه های  ساختار 
که  است  شده  مشاهده  پلیمرها  و  فلزات  روی  بر  آزمایش ها  طریق  از  این 
گونه های   .]8[ هستند  وابسته  اندازه  پارامتر  به  نانو  و  میکرو  ساختارهای 
مختلفی از نظریه هایی که به اندازه وابسته هستند وجود دارد که می توانند به 
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راحتی اثر اندازه را در پاسخ مکانیکی ساختارها در هر دو اندازه میکرو و نانو 
مورد بررسی قرار دهند. یکی از نظریه های مرتبط با محیط پیوسته مرتبه بالا، 
نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده است که توسط یانگ و دیگران ]9[ ارائه شد. 
نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده با اضافه کردن تنها یک پارامتر مقیاس طول 
مواد در معادلات کلاسیک، به دلیل متقارن بودن تانسور تنش کوپل، منجر 
به عنوان مثال  برای جزء های مواد می شود؛  به معادلات ساختاری دیگری 
غلامی و دیگران ]10[ میکروپوسته استوانه ای با مواد درجه بندی شده تابعی 
با نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده را ارائه نموده که خواص مکانیکی نسبت به 
مواد دیگر بهتر است. نظریه های مختلفی برای تحلیل میکروپوسته استوانه ای 
در نظر گرفته شده است. یکی از این نظریه ها کلاسیک  لاو ]11[ است که 
در قرن 19 برای پوسته و ورق آن را بنا نهاد. بعد از لاو  افراد دیگری مانند 
دانل ]12[ و ساندر]13[  هندسه مسأله را با نظریۀ خطی کلاسیک ترکیب 
یکی  دارند.  مسأله  برای  ساده کننده ای  فرض های  نظریه ها  این  که  کردند 
راستای ضخامت  در  باید  استوانه ای  پوستۀ  که  است  این  آنها  مهم ترین  از 
به اندازه کافی کوچک باشد که تنش بر روی آن مقداری ثابت شده باشد؛ 
پوسته  برای  نمی تواند  پوسته  نظریۀ کلاسیک  فرض  این  علت  به  بنابراین 
ضخیم مورد استفاده قرار گیرد. اما نظریۀ برشی مرتبه اول ارائه شده  توسط 
ریسنر ]14[ و میندلین ]15[  برای پوسته های ضخیم بسیار عالی است. لازم 
را  بیشترین سهم مطالعاتی  آزاد  ارتعاش  به ذکر است که مسائل دینامیکی 
در سالیان اخیر داشته است. فرید و همکاران ]16[ تحلیل ارتعاش آزاد پنل 
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منحنی ضخیم پیش تنش مدرج تابعی بر روی بستر الاستیک دو پارامتری  
تحت تأثیر محیط حرارتی، با استفاده از فرمول بندی سه بعدی را مورد بررسی 
قرار داده اند. در کار دیگری بنی و همکاران تحلیل ارتعاش آزاد یک نانوپوسته 
استوانه ای با درنظرگرفتن نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده را انجام دادند ]17[. 
همچنین محمدی مهر و همکاران تأثیر بستر الاستیک بر کمانش و ارتعاش 
آزاد پوسته استوانه ای پیزوالکتریک با ریزساختار مدرج تابعی را مورد بررسی 
روی  بر  بسترالاستیک  درنظرگرفتن  پژوهش  این  نوآوری   .]18[ دادند  قرار 
با درنظرگرفتن نظریۀ تنش کوپل اصلاح  نانوپوسته استوانه ای مدرج تابعی 
شده است. هدف از این پژوهش تحلیل ارتعاش آزاد یک نانو پوسته استوانه ای 
درجه بندی شده تابعی روی بستر الاستیک با نظریۀ  غیرکلاسیک تنش کوپل 
پوسته  اول  مرتبه  برشی  نظریۀ  از  ما  هدف،  این  برای  است.  شده  اصلاح 
معادلات حرکت  هامیلتون،  اصل  از  استفاده  با  می کنیم.  استفاده  استوانه ای 
حاکم مرتبه بالا و شرایط مرزی را استخراج می کنیم. روش حل نویر  برای 
حل معادلات و به دست آوردن بسامدهای طبیعی مورد استفاده قرار می گیرد. 
در نهایت مقایسه نتایج به دست آمده از شبیه سازی دینامیک مولکولی توسط 

پژوهشگران قبلی با پژوهش حاضر بیانگر اهمیت مدل ارائه شده است.

نانوپوسته21-1 حاکم1 معادلات1 از1 ریاضیاتی1 فرمول1بندی1
استوانه1ای1و1شرایط1مرزی1مرتبط:

جابه جایی در پوسته استوانه ای:- 1- 2
 R شعاع صفحۀ  میانی ،L یک نانو پوسته درجه بندی شده تابعی به طول
و ضخامت یکنواخت h، در شکل 1 نشان داده شده است. همان گونه که در 
شکل 1 مشاهده می شود، مختصات شکل منحنی سامانه با مختصات x و θ و 
z بیان می شود که به ترتیب مختصات در راستای محوری، زاویه ای و شعاعی 
را نشان می دهد. بر طبق تغییرشکل برشی مرتبه اول پوسته، جابه جایی های 

قراردادی در راستاهای x و θ و z به صورت ذیل بیان می شوند
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نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده- 2- 2
با   U کرنشی  انرژی   ،V حجم  با  خطی  الاستیک  ماده  یک  برای 

درنظرگرفتن نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده به صورت زیر نوشته می شود

(2)
1 ( )
2

s s
ij ij ij ij

V

U m dVσ ε χ= +∫∫∫

که عناصر انرژی کرنشی به صورت زیر بیان می شوند:
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χs به ترتیب کرنش کلاسیک و تانسور چرخش متقارن هستند.
ij و εij که

ui و φi به ترتیب مؤلفه های بردار جابه جایی و بردار چرخش بی نهایت 

الاستیک  مواد  برای  متناظر  ساختاری  معادله  همچنین  می باشد.  کوچک 
ایزوتروپیک می تواند توسط پارامترهای سینماتیک تأثیرگذار بر چگالی انرژی 

کرنشی به صورت زیر بیان شود:
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که در آن:
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ms قسمت انحرافی تانسور تنش کوپل نامیده می شود. l پارامتر 
ij پارامتر

مستقل و اضافی از مقیاس طول ماده است که وابسته به گرادیان چرخش 
متقارن می باشد  و μ ثابت لامه می باشد.

خواص مواد نانوپوسته استوانه ای درجه بندی شده تابعی:- 3- 2
از  تابعی  درجه بندی شده  استوانه ای  پوسته  نانو  که  می کنیم  فرض 
 ،E یانگ  تغییر خواص مواد مانند مدول  سرامیک و فلز ساخته شده است. 
فرض  پیوسته  ضخامت  راستای  در   ρ جرمی  چگالی  و   v پوواسون  نسبت 
می شود. در قسمت بالایی و پایینی نانوپوسته درجه بندی شده تابعی به ترتیب 
فلز و سرامیک قرار داده شده است. خواص مواد به صورت زیر بیان می شود.

(6)( ) ( )( )N
m c c

zA z A A A
h

= − +

در رابطه )A ،)6 هر خاصیت مکانیکی از ماده مدرج می تواند باشد. توجه 

Fig. 1. Geometry of FG cylindrical nanoshell surrounded by elastic 
foundation.

شکل1:11هندسه1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1روی1بستر1الاستیک.
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شود که اندیس m نشانگر فولاد و اندیس c نشانگر سرامیک است. N بیانگر 
توان تابع است و دارای دو کرانه صفر و بی نهایت است که این کرانه ها به 
به  فلز و سرامیک  از ماده خالص  استوانه ای  به معنی ساخت پوسته  ترتیب 

تنهایی می باشد.

معادلات حرکت و شرایط مرزی:- 4- 2
تانسور  و  کرنش  تانسور  مؤلفه های   ،)3( در   )1( معادله  جایگذاری  با 
زیر  صورت  به  اول  مرتبه  برشی  نظریۀ  براساس  متقارن  چرخشی  گرادیان 

استخراج می  شوند.
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همچنین، چرخش جزءهای مواد داخل نانوپوسته به صورت زیر نوشته 
می شود:
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با توجه به رابطه )8(  و قرار دادن آن در رابطه )3( به راحتی می توان 
χs را به دست آورد.
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برای به دست آوردن معادلات حرکت و همچنین شرایط مرزی از اصل 
هامیلتون استفاده می کنیم ]19[:
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t
T U W dtδ δ δ− + =∫

می آید؛  دست  به   )2( رابطه  با  مطابق  کرنشی  انرژی   )10( رابطه  در 
همچنین توجه شود که انرژی جنبشی به صورت زیر تعریف می شود:
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که ρT در این معادله به صورت زیر تعریف می شود:
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پوسته استوانه  ای در این تحقیق محاط در یک بستر وینکلر-پاسترناک 
بستر  از  ناشی  خارجی  نیروی  کار  ترتیب،  این  به  است.  شده  گرفته  درنظر 

الاستیک به صورت زیر به دست می آید: ]20[
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∫ ∫

و  انجام شده  کار  و  جنبشی  انرژی  کرنش،  انرژی  داشتن  با  نهایت  در 
قرار دادن آن در رابطه )10( می توان معادلات حرکت را مطابق روابط زیر 

به دست آورد:

(14)
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که در رابطه )14(، پارامترهای تعریف شده در پیوست ضمیمه شده است.

روش1حل:-31
برای معادلات حاکم بر مسأله با توجه به نوع شرط مرزی تکیه گاه ساده 
در دو طرف نانوپوسته از روش حل نویر استفاده شده و بدین منظور جواب ها 

به صورت زیر در نظر گرفته می شوند:

(15)

cos ( )cos ( )

( , , ) sin ( )sin ( )
( , , )
( , , ) sin ( ) cos ( )
( , , )

cos ( ) cos ( )( , , )

sin( )sin ( )

i t
mn

i t
mn

i t
mn

x
i t

x mn

i t
mn

mU x n e
l

mu x t V x n e
lv x t

mw x t W x n e
l

x t m x n ex t l
nm x n e
l

ω

ω

ω

ω

θ

ω
θ

π θ

πθ θ
θ

πθ θ
ψ θ π θψ θ

π θ

 
 
 
  
  
   =   

  
  Ψ   


Ψ

1 1m n

∞ ∞

= =










∑∑

می توانیم  راحتی  به  حاکم  معادلات  در   )15( رابطه  جایگذاری  با  حال 
ماتریس زیر را تشکیل دهیم:
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که در این رابطه ω فرکانس طبیعی پوسته استوانه ای، ]M[ ماتریس جرم 
پوسته استوانه ای، ]K[ ماتریس سفتی پوسته استوانه ای می باشند. همچنین

{Umn  Vmn  Wmn  Ψx mn Ψθ mn{ بردار ثوابت است که T به مفهوم ماتریس 
T

ترانهاده است. بدین ترتیب با حل معادله مقدار ویژه )16(، مقدار بسامد طبیعی  

و بردارهای ثوابت تعیین می شود.

بررسی1و1تحلیل1نتایج:-41
در این بخش ابتدا اعتبارسنجی از فرمول بندی فوق و سپس ارتعاشات 
تنش کوپل  نظریۀ  بر طبق  بسترالاستیک  تابعی روی  مدرج  نانوپوسته  آزاد 
مانند  پارامترهایی  تأثیر  همچنین،  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  شده  اصلاح 
ضرایب  استوانه ای،  پوسته  طول   ،)N( حجمی  نسبت  طول،  مقیاس  پارامتر 
به ترتیب  n که  m و   بستر الاستیک وینکلر، پاسترناک و شماره مودهای 
مربوط به شماره مود محوری و جانبی می باشد، بر بسامد طبیعی مورد بررسی 
قرار خواهد گرفت. خواص مکانیکی در نظر گرفته شده برای پژوهش فوق به 

صورت جدول 1 درنظر گرفته می شود:

اعتبار سنجی از نتایج با شبیه سازی دینامیک مولکولی:- 1- 4
دینامیک  بر روی شبیه سازی  پژوهشگران  انجام شده  پایه مطالعات  بر 
مولکولی، هیچ اعتبارسنجی تاکنون برای نانوپوسته استوانه ای مدرج تابعی بر 
پایه نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده انجام نشده است؛ بنابراین صحت نتایج 
برای یک نانوپوسته همگن ایزوتروپیک با قرار دادن N=0 براساس مقایسه با 
نتایج دینامیک مولکولی مورد بررسی قرار خواهد گرفت. لازم به ذکر است که 
خواص مکانیکی مواد به کار رفته در این بخش به صورت جدول 1 می باشد.
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1نانو1لوله
کربن

1سرامیک
(SiC)

1آلومینیوم
(Al) واحد 1خواص

مکانیکی

1100 427 70 GPa E

0/3 0/17 0/3 ندارد v

2300 3100 2702 Kg/m3 ρ

جدول1:11خواص1مواد1ماده1مدرج1تابعی
Table 1. Materials properties of FG material

خطا1(درصد) نظریه1تنش1کوپل1
  )l =R/3(اصلاح1شده

شبیه1سازی1دینامیک1
مولکولی]21[

L/2R

0/17 0/5308 0/5299 8/3
0/44 0/3634 0/3618 10/1
1/55 0/1901 0/1936 13/7
0/18 0/1105 0/1103 17/3
0/69 0/0729 0/0724 20/9
1/54 0/0511 0/0519 24/5
0/70 0/0422 0/0425 28/1

جدول1:21مقایسه1بسامد1طبیعی1(تراهرتز)1نانوپوسته1غیرکلاسیک1با1نتایج1
شبیه1سازی1دینامیک1مولکولی1در1L/2R1های1متفاوت

Table 2. comparison of natural frequencies )THz( of non-classical 
nanoshell with results of MD simulation in different L/2R ratios.
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پوسته  خطای  حداکثر  می شود  مشاهده   2 جدول  در  که  همان گونه 
استوانه ای با نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده 1/55 درصد است؛ بنابراین مدل 
پیشنهادی به مدل شبیه سازی دینامیک مولکولی که توسط پژوهشگران قبلی 
به جای  براین اساس می توان  انجام شده است فوق العاده نزدیک می باشد. 
برد.  نتایج آن بهره  از مدل سازی مفروض و  شبیه سازی دینامیک مولکولی 
نانوپوسته رخ می دهد،  توجه شود بسیاری از پدیده های طبیعی که بر روی 
نمی توان شبیه سازی آن را در دینامیک مولکولی انجام داد؛ پس مدل سازی 
 3 جدول  در  دهد.  پوشش  خوبی  به  را  نقص  این  می تواند  فوق  ریاضیاتی 
بسامدهای طبیعی بدون بعد برای پوسته استوانه ای با شرایط مرزی دو طرف 
پوواسون  شاخص  تراپاسکال   1/06 یانگ  مدول  نانومتر،   2 شعاع  به  ساده 
به شعاع 1 مقایسه شده است.  Kg/m3 2300 و نسبت طول  0/3، چگالی 
قابل توجه است که بسامد بی بعد به صورت Ω = ωR√ρ/E در نظر گرفته 
به دست آمده  بسامدهای  دیگر،  مقایسه ای  عنوان  به  همچنین  است.  شده 
)با  همکاران  و  لوی  توسط  دست آمده  به  بسامدهای  با  پژوهش  این  در 
درنظرگرفتن نظریه کلاسیک پوسته استوانه ای( و با فرض ضریب پوواسون 
0/3، نسبت طول به شعاع 20، نسبت ضخامت به شعاع 0/01 و شماره مود 
نیز                                      پارامتر بسامد بی بعد در جدول 4  طولی 1 بررسی شده است. همچنین 
Ω = ωR√(1-v2)ρ/E می باشد. همان طورکه مشاهده می شود دقت و صحت 

روش حل حاضر و نتایج به دست آمده تأیید شده است.

در شکل 2 بسامدهای طبیعی )تراهرتز( برای نانوپوسته استوانه ای مدرج 
تابعی با شرایط مرزی پین4 شده از هر طرف به ازای مقادیر مختلف طول 
نانواستوانه و توان های مختلف ماده مدرج تابعی با نتایج گزارش شده توسط 
که  می شود  مشاهده   2 بر طبق شکل  است.  مقایسه شده  و همکاران  بنی 
تطابق  بنی و همکاران  آمده توسط  به دست  نتایج  با  پژوهش حاضر  نتایج 

بسیار خوبی دارد.

تجزیه1و1تحلیل1نتایج-51
نانوپوسته  آزاد  ارتعاش  از  ناشی  طبیعی  بسامد  مقادیر  بخش  این  در 
نسبت  مانند  گوناگون  پارامترهای  تغییرات  ازای  به  مدرج  تابعی  استوانه ای 
طول  مقیاس  پارامتر   ،L/h ضخامت  به  طول  نسبت   ،L/R شعاع  به  طول 
و  وینکلر  الاستیک  بستر  ضرایب   ،)N( حجمی  نسبت  توانی  شاخص  ماده، 
پاسترناک بررسی شده است. در این پژوهش از Sic به عنوان سرامیک و از 
Al به عنوان فلز استفاده شده و شرایط مرزی برای کلیه نتایج ارائه شده، 

تکیه گاه ساده در دو انتها فرض شده است. همچنین پارامتر مقیاس طول با 
 R/2 و R/3 ،R/4 توجه به مقایسه با نتایج دینامیک مولکولی در بخش قبل

فرض شده است.
در شکل های 3 و 4 نمودار تغییرات بسامد طبیعی برحسب نسبت طول 
ترتیب  به  آن  در  که  است  داده شده  نمایش  استوانه ای  نانوپوسته  شعاع  به 
هردو ضریب بستر الاستیک پاستارناک و وینکلر صفر و غیر صفر و شماره 
مود محیطی و طولی برابر با یک فرض شده است. همان گونه که مشاهده 

0/2 0/1 h/R

3 2 1 3 2 1 N

1/05 0/966 1/043 0/710 0/774 0/923 مرجع ]22[
1/05 0/971 1/048 0/713 0/776 0/933 نتایج حاضر

جدول1:31مقایسه1بسامدهای1طبیعی1بی1بعد1پوسته1استوانه1ای1به1ازای1
پارامترهای1متفاوت

Table 3. Comparison of dimensionless natural frequency of cylindrical 
shell for different parameters.

جدول1:41مقایسه1بسامدهای1طبیعی1بی1بعد1پوسته1استوانه1ای1به1ازای1
مقادیر1مختلفی1از1شماره1مد1فرکانسی1عرضی

Table 4. Comparison of dimensionless natural frequency of cylindrical 
shell for different values of circumferential wave number.

اختلاف1(%) نتایج1حاضر لوی1و1همکاران1
]23[

n

0/18 0/0158099 0/016101 1
3/04 0/0090959 0/009382 2
0/17 0/0217143 0/022105 3
0/17 0/0413625 0/042095 4

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of FG cylindrical 
nanoshell with the results obtained by Beni et al

شکل1:21مقایسه1بسامد1نانوپوسته1استوانه1مدرج1تابعی1با1نتایج1به1دست1
آمده1توسط1بنی1و1همکاران]17[
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می شود، با افزایش نسبت طول به شعاع، روند کاهشی بسامد طبیعی در ابتدا 
با شیب نسبتاً زیادی صورت می گیرد؛ اما رفته رفته با افزایش نسبت طول 
با  تغییرات کاسته می شود؛ همچنین مشاهده می شود که  از شیب  به شعاع 
افزایش پارامتر مقیاس طول ماده، بسامد طبیعی افزایش می یابد. لازم به ذکر 
است که مطابق با شکل 3، در L/Rهای کوچک تأثیر مقیاس طول ماده بر 
تأثیر  این   L/R نسبت  افزایش  با  و  بوده  بیشتر  استوانه ای  نانوپوسته  بسامد 
ضریب   اگر  می شود  مشاهده   4 شکل  در  همان طورکه  اما  می یابد؛  کاهش 
بستر الاستیک پاستارناک و وینکلر غیر صفر )kw=5×1014 , kp=1014( فرض 
شود، تأثیر مقیاس طول ماده بر بسامد طبیعی برای همه L/Rها یکسان است.

در جدول 5 تغییرات بسامد طبیعی بی بعد برحسب شماره مود محیطی 
و پارامتر مقیاس طول ماده نمایش داده شده است که در این جدول هر دو 
برابر  طولی  مود  شماره  صفر،  وینکلر  و  پاستارناک  الاستیک  بستر  ضریب 
فرض  نانومتر   0/04 و ضخامت  نانومتر   1 شعاع  نانومتر،   10 یک، طول  با 
شده است. با توجه به نتایج مشاهده می شود، کمترین مود فرکانسی بدون 
درنظرگرفتن اثرات اندازه، در مود دوم فرکانسی اتفاق می افتد درحالی که با 
درنظرگرفتن  تنش کوپل اصلاح شده، کمترین مود فرکانسی در مود اول 

فرکانسی صورت می گیرد.
پارامتر  و  محیطی  مود  شماره  برحسب  بی بعد  طبیعی  بسامد  تغییرات   
مقیاس طول ماده جدول 6 نمایش داده شده است که در آن هر دو ضریب  
بستر الاستیک پاستارناک و وینکلر غیر صفر )kw=5×1014 , kp=1014( فرض 
نانوپوسته  فرکانسی  مود  کمترین  می شود،  مشاهده  که  همان گونه  می شود. 
استوانه ای بدون درنظرگرفتن اثرات اندازه و همچنین با درنظرگرفتن تنش 
کوپل اصلاح شده، در مود اول فرکانسی اتفاق می افتد. مطابق با جدول 7 

)N( و  توانی نسبت حجمی  بسامد طبیعی بی بعد برحسب شاخص  تغییرات 
پارامتر مقیاس طول ماده بررسی شده است. نتایج با فرض دو ضریب  بستر 
الاستیک پاستارناک و وینکلر غیر صفر )kw=5×1014 , kp=1014(، شماره مود 
محیطی و طولی برابر با یک، طول 10 نانومتر، شعاع 1 نانومتر و ضخامت 
افزایش  با  نانومتر تحلیل شده است. همان گونه که مشاهده می شود   0/04
امر  این  افزایش می یابد. دلیل  توانی نسبت حجمی، بسامد طبیعی  شاخص 
این است که با افزایش ضریب نسبت حجمی،  سفتی نانو پوسته استوانه ای 

افزایش یافته و منجر به افزایش بسامد طبیعی نانوپوسته می شود.
در پژوهش حاضر، به دلیل این که کرنش های جانبی ثابت در نظر گرفته 
ثابت ماندن تنش های جانبی  به  این کرنش ها منجر  ثابت ماندن  شده اند و 

Fig. 3. Effect of variations of length to radius ratio on fundamental 
natural frequency of cylindrical nanoshell without elastic foundation

شکل1:31تأثیر1تغییرات1نسبت1طول1به1شعاع1بر1بسامد1طبیعی1پایه1نانو1
پوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1بدون1بستر1الاستیک

Fig. 4. Effect of variations of length to radius ratio on fundamental nat-
ural frequency of cylindrical nanoshell surrounded by elastic foundation

شکل1:41تاثیر1تغییرات1نسبت1طول1به1شعاع1بر1بسامد1طبیعی1پایه1
نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1احاطه1شده1توسط1بستر1الاستیک

l=R/2 l=R/3 l=R/4 )l=0(1کلاسیک

0/054718 0/051966 0/050786 0/049032 n = 1
0/554972 0/414764 0/326609 0/029625 n = 2
1/345491 1/069965 0/868268 0/066653 n = 3
2/228032 1/870028 1/565310 0/125748 n = 4
3/132028 2/747129 2/368832 0/202214 n = 5

جدول1:51تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1
بدون1بستر1الاستیک1با1تغییر1در1شماره1مود1فرکانسی1عرضی1و1پارامتر1

مقیاس1طول1ماده

Table 5. Variations of dimensionless natural frequency of FG nanoshell 
without elastic foundation with change in circumferential wave

number and material length scale parameter.



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 49، شماره 4، سال 1396، صفحه 721 تا 730

727

می شود و با توجه به این که این تنش در راستای طولی در حال تغییر می باشد؛ 
نتایج  در  خطا  ایجاد  به  منجر  جانبی  تنش های  کردن  فرض  ثابت  بنابراین 
خواهد شد و جهت رفع این مشکل و کاهش خطا معمولًا ضریب تصحیح 
درنظر گرفته می شود. براین اساس مطابق جدول 8 تغییرات بسامد طبیعی 
بی بعد برحسب ضریب تصحیح برشی و پارامتر مقیاس طول ماده بررسی شده 
است که در آن هر دو ضریب بستر الاستیک پاستارناک و وینکلر غیر صفر 
)kw=5×1014 , kp=1014(، شماره مود محیطی و طولی برابر با یک، طول 10 
نانومتر، شعاع 1 نانومتر و ضخامت 0/04 نانومتر فرض شده است. همان گونه 
)ks( بسامد  افزایش ضریب تصحیح برشی  با  نتایج مشاهده می شود،  از  که 
طبیعی نانوپوسته استوانه ای مدرج تابعی افزایش می یابد. بر طبق این جدول، 
با درنظرگرفتن نظریۀ کلاسیک، ضریب تصحیح برشی تأثیر چندانی بر روی 
بسامد طبیعی ندارد درحالی که با درنظرگرفتن نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده، 
این فاکتور تأثیر بیشتری بر بسامد طبیعی نانوپوسته استوانه ای مدرج تابعی 
دارد؛ بنابراین مطابق با نتایج به دست آمده، ضریب تصحیح برشی به عنوان 
یک  فاکتور مهم بر روی رفتار ارتعاشی نانو پوسته استوانه ای باید در نظر 

گرفته شود.
در جدول 9 نمودار تغییرات بسامد طبیعی نانو پوسته استوانه ای مدرج 
ازای مقادیر مختلف مقیاس طول ماده و  به  بر روی بستر الاستیک  تابعی 
ضرایب بستر الاستیک نمایش داده شده است. نتایج با توجه به شماره مود 

محیطی و طولی برابر با یک، طول 10 نانومتر و شعاع 1 نانومتر گزارش شده 
است. همان گونه که مشاهده می شود، با در نظر گرفتن تئوری کلاسیک 
 ، اما  افتد  اتفاق می  فرکانسی  دوم  مود  در  بسامد   مقدار  کمترین   kp=0 و 
مود  در  بسامد  مقدار  کمترین   ،kw=0 و  تئوری کلاسیک  گرفتن  نظر  در  با 
بر  ماده  مقیاس طول  پارامتر  تاثیر  میگیرد. همچنین  فرکانسی صورت  اول 
نانوپوسته روی بستر الاستیک در شماره مودهای محیطی بالاتر بیشتر است. 
نکته قابل توجه این که با در نظر گرفتن نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده، به 
اول  ازای کلیه مقادیر سختی های بستر الاستیک، کمترین بسامد در مود 
اثر بستر پاسترناک بر روی مقادیر  این  فرکانسی صورت میگیرد. علاوه بر 
بسامد طبیعی نانو پوسته استوانه ای در اعداد موج پایین تر، بیشتر از بستر 
وینکلر می باشد. این در حالتی است که بستر وینکلر باعث افزایش مقادیر 
بسامد طبیعی در اعداد موج بزرگتر می شود. به طور کلی می توان گفت که 
وجود بستر الاستیک باعث افزایش بسامد طبیعی در ارتعاش آزاد نانو پوسته 

استوانه ای می شود.

l=R/2 l=R/3 l=R/4 )l=0(1کلاسیک

0/586705 0/559172 0/547125 0/529048 n = 1
1/246119 1/128026 1/083246 1/022102 n = 2
2/049514 1/776500 0/670350 1/522859 n = 3
3/040073 2/527298 2/321173 2/025517 n = 4
4/125272 3/400113 3/049759 2/528834 n = 5

جدول1:61تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1
بر1روی11بستر1الاستیک1با1تغییر1در1مود1فرکانسی1و1پارامتر1مقیاس1طول1

ماده

Table 6. Variations of dimensionless natural frequency of FG nanoshell 
surrounded by elastic foundation with change in circumferential wave 

number and material length scale parameter.

l=R/2 l=R/3 l=R/4 )l=0(1کلاسیک

0/31195 0/297248 0/290819 0/281172 فلز
0/424220 0/404284 0/395573 0/382503 N=0/2
0/65128 0/620684 0/607291 0/587192 N=2
0/76144 0/725500 0/709758 0/686123 سرامیک

جدول1:71تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1
بر1روی1بستر1الاستیک1با1تغییر1در1مقیاس1طول1ماده1و1شاخص1توانی1

نسبت1حجمی.

Table 7. Variations of dimensionless natural frequency of FG nanoshell 
surrounded by elastic foundation with change in FG power index and 

material length scale parameter.

l=R/2 l=R/3 l=R/4 کلاسیک1
)l=0(

ضریب1تصحیح1
(ks)

0/52993 0/52856 0/52804 0/522788 5/1000
0/53287 0/53139 0/53073 0/528429 5/100
0/55214 0/54507 0/54047 0/528990 5/10
0/58670 0/55916 0/54712 0/529045 5/6
0/58892 0/55980 0/54736 0/529046 1

جدول1:81تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1
بر1روی1بستر1الاستیک1با1تغییر1در1ضریب1تصحیح1برشی1و1پارامتر1مقیاس1

طول1ماده

l=R/3
kw = 1013

kp = 0

l=R/3
kw = 0

kp = 1013

l = 0
kw = 1013

kp = 0

l = 0
kw = 0

kp = 1013

0/052037 0/559808 0/049063 0/529049 n = 1
0/428181 1/129045 0/029717 1/022134 n = 2
1/155771 1/777270 0/066720 1/522988 n = 3
2/119794 2/527951 0/126049 2/025849 n = 4
3/219520 3/400754 0/202959 3/033577 n = 5
4/308180 4/409878 0/299969 3/537864 n = 6
5/301731 5/565107 0/407991 0/042286 n = 7

جدول1:91تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1نانوپوسته1استوانه1ای1مدرج1تابعی1
بر1روی1بستر1الاستیک1با1تغییر1در1مقادیر1سختی1بستر1الاستیک1و1پارامتر1

مقیاس1طول1ماده

Table 8. Variations of dimensionless natural frequency of FG nanoshell 
surrounded by elastic foundation with change in shear correction fac-

tor and material length scale parameter.

Table 9. Variations of dimensionless natural frequency of FG nanoshell 
surrounded by elastic foundation with change in elastic foundation 

hardness values and material length scale parameter.
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نتیجه1گیری-61
در مطالعه حاضر تحلیل ارتعاش آزاد نانوپوسته استوانه ای تابعی مدرج بر 
ارزیابی  براساس نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده مورد  روی بستر الاستیک 
قرار گرفت. جهت تحلیل ارتعاش پوسته استوانه ای از نظریۀ تغییر شکل برشی 
رتبه اول استفاده شده است. روش حل مورد استفاده روش تحلیلی نویر بوده 
و شرایط مرزی دو طرف ساده فرض شده است. با بررسی نتایج در می یابیم 
که استفاده از نظریۀ کلاسیک برای تحلیل بسامد سازه ها در مقیاس کوچک 
نامناسب بوده و توصیه نمی شود. استفاده از نظریه های غیرکلاسیک از جمله 
ریزساختاری  و  اتمی  درون  واکنش های  درنظرگرفتن  علت  به  کوپل  تنش 
پوسته استوانه ای منجر به حصول نتایجی مناسب می شود؛  همچنین طبق 
ارتعاشی  رفتار  به  پیشنهادی حاضر،  ارتعاشی مدل  رفتار  به دست آمده،  نتایج 
دینامیک  شبیه سازی  از  به دست آمده  کربن  نانولوله های  پیشنهادی  مدل 
مولکولی بسیار نزدیک بوده و به جای شبیه سازی دینامیک مولکولی می توان 
از مدل ارائه شده بهره برد. در خصوص تأثیرات پارامترهای هندسی پوسته 

استوانه ای بر روی بسامد سامانه می توان گفت:
با افزایش نسبت طول به شعاع نانو پوسته استوانه ای مقدار بسامد . 1

طبیعی کاهش می یابد.
با افزایش مقدار ضریب نسبت حجمی توانی، مقدار بسامد طبیعی . 2

افزایش می یابد.
افزایش . 3 طبیعی  بسامد  مقدار  برشی  تصحیح  ضریب  افزایش  با 

می یابد.
 با افزایش مقدار سختی بستر الاستیک پاسترناک و وینکلر، بسامد . 4

طبیعی افزایش می یابد.
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