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تحلیل ارتعاشات آزاد میکرو تیر تیموشنکوی جفت شده کربنی و نیترید بور تحت میدان های فیزیکی 
مختلف برای شرایط مرزی مدار بسته با استفاده از نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده
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چکیده: در این مقاله ارتعاشات آزاد میکروتیر تیموشنکوی جفت شده بر اساس نظریه تنش کوپل اصلاح شده بر بستر الاستیک 
تحت میدان های فیزیکی مختلف مورد بررسی قرار می گیرد. میکروتیرها از جنس پلیمر تقویت شده با نولوله های نیترید بور یا 
کربنی هستند. خواص مکانیکی استفاده شده و نحوه توزیع نانولوله ها براساس نتایج تجربی و رابطه تحلیلی ارائه شده اند. معادلات 
الکتریکی، مغناطیسی، ضریب  اثرات  از اصل همیلتون بدست می آیند. تاثیر عوامل مختلف شامل  با استفاده  حاکم بر حرکت 
مقیاس کوچک طول ماده و ضرایب فوندانسیون الاستیک روی بساند طبیعی میکروسازه بررسی می شود. نتایج حاصل از این 
مقاله نشان می دهد که اعمال میدان های فیزیکی مختلف، تاثیر بسیاری بر افزایش بسامد طبیعی بدون بعد دارد، به گونه ای که 
اگر هر دو میکروتیر به صورت نانولوله های کربنی در نظر گرفته شوند، افزایش بسامد طبیعی نسبت به حالتی که هر دو میکروتیر 
نانوله های کربنی و  نانولوله های نیتریدبور باشند، بیشتر است. در حالی که اگر میکروتیرها به طور همزمان توسط  به صورت 
نیتریدبور تقویت شوند، علی رغم افزایش بسامد طبیعی، تاثیر این نوع سازه نسبت به دو حالت دیگر کمتر است. همچنین نشان 

داده می شود که اثر بستر الاستیک از تاثیر سایر عوامل مورد بررسی از قبیل جنس و میدان های فیزیکی بیشتر است.
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مقدمه-11
امروزه با پیشرفت های گسترده در علوم مهندسی، نیاز هر چه بیشتر به 
بهینه سازی های حاصل از فناوری نانو بیش از پیش احساس می شود. یکی از 
هدف های مهم و اصلی در این زمینه، افزایش امکانات فضاپیماها و کاهش 
وزن سامانه های فضایی است. ساخت فضاپیماهای سبک، قوی و مقاوم در 
برابر تشعشعات فضایی با چنین موادی امکان پذیر شده است. نانو حسگرها، 
موادی بسیار بهبود یافته با عملکرد بالا، یا سامانه های پیشران بسیار کارآمد، 
تنها نمونه ای از کاربردهای فناوری نانو می باشند. همچنین حفاظت در برابر 
حساب  به  فضایی  علوم  در  نانو  فناوری  اساسی  کاربردهای  دیگر  از  تابش 
می آید. مطالعات انجام شده روی ساختارهای ریز مواد مهندسی، تقویت آن ها 
با استفاده از نانولوله ها و بررسی تأثیر شرایط فیزیکی گوناگون، نقش مهمی 
و  هوایی  زیردریایی،  پیشرفتۀ  بسیار  صنایع  در  مهندسی  وسایل  ساخت  در 
و  فیزیکی  خواص  بهبود  و  افزایش  سبب  کربنی  نانولوله های  دارد.  فضایی 
ارتقا  را  رزین ها  حرارتی  و  الکتریکی  خصوصیات  و  شده  پلیمرها  مکانیکی 
می دهند و به سبب آن که  مقاوم تر از فولاد و سبک تر از آلومینیوم هستند، 
اکثر صنایع را به دلیل پارامتر استحکام به وزن بالا به خود جذب نموده است. 

mmohammadimehr@kashanu.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

نانو لوله های نیترید بور1 علاوه بر خواص مشابه با نانولوله های کربنی2 مانند 
پایداری شیمیایی، خواص مکانیکی و هدایت حرارتی بالا، مقاومت بیشتری 
در برابر اکسیداسیون در دماهای بالاتر دارند ]6-1[. شوشتری و رضوی ]7[

ارتعاشات غیرخطی صفحات نازک مستطیلی مگنتوالکتروالاستیک را بررسی 
کرده  و نشان دادند که بیشترین میزان غیرخطی بودن بسامد برای شرایط 
ارتعاشات عرضی   ]8[ کوزیچ  و  استوناجوویچ  می افتد.  اتفاق  باز  مدار  مرزی 
اجباری تیرهای جفت شده ریلی و تیموشنکو تحت اثر بار فشاری محوری 
حالت  در  ارتعاش  دامنۀ  مقدار  که  رسیدند  نتیجه  این  به  و  کرده  تحلیل  را 
پایدار در هر دو تیر مذکور وابـسته به تأثیر اینرسی چرخشی، برشی و فشار 
محوری است. وون و لای ]9[ نشان دادند که پارامترهایی از جمله سختی 
تک  کربنی  نانولوله های  آزاد  ارتعاشات  روی  توجهی  قابل   طور  به  وینکلر 
جداره جاسازی شده تأثیر می گذارند. محمدی مهر و همکاران ]10[ با بررسی 
تقویت  کوپل  کامپیوزیتی  پیزوالکتریک  ورق های  نانو  کمانش  و  ارتعاشات 
سامانه  طبیعی  بسامد های  که  دادند  نشان  بور  نیترید  نانولوله های  با  شده 
همچنین  آن ها  می یابد.  افزایش  ورق  ضخامت  به  طول  نسبت  افزایش  با 
نشان دادند که افزایش نسبت طول نانو ور ق ها منجر به کاهش بسامد های 
کمانش  بار  کاهش  تحقیق  این  نتایج  دیگر  از  می شود.  بعد  بدون  طبیعی 

1 Boron nitride nanotubes(BNNT)
2 Carbon nanotubes(CNT)
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بحرانی به سبب افزایش پارامتر مقیاس کوچک طول ماده در نانو ورق ها بود. 
دیفرانسیلی1 غیرمحلی  مربع سازی  ]11[ روش  آرانی و همکاران  قربان پور 
را برای تجزیه وتحلیل کمانش غیرخطی صفحۀ گرافینی دولایۀ جفت شده 
اثر  که  کردند  نتیجه گیری  و  بررسی  روی  اکسید  پیزوالکتریک  لایه های  با 
همکاران  و  تجلی  می گردد.  سامانه  شدن  پایدارتر  سبب  مغناطیسی  میدان 
با تحلیل رفتار مکانیکی مقیاس میکرو برای تیر تیموشنکوی ساخته   ]12[
شده از مواد مدرج تابعی2 با استفاده از نظریۀ گرادیان کرنشی نشان دادند که 
نظریه های غیرکلاسیک نسبت به نظریۀ کلاسیک باعث سفت تر شدن سازه 
می شوند. ترابی و دستجردی ]13[ به تحلیل ارتعاشات آزاد تیر تیموشنکو و 
و  پرداخته  غیرمحلی  الاستیسیتۀ  مدل  از  استفاده  با  ترک خورده  نانوتیرهای 
نتیجه گیری کردند که شکل مودهای تیر مورد نظرشان تحت  تأثیر پارامتر 
با   ]14[ همکاران  و  انصاری  نمی گیرد.  قرار  ماده  طول  کوچک  مقیاس  اثر 
تحلیل ارتعاشات آزاد میکروتیر مدرج تابعی وابسته به اندازه براساس نظریۀ 
گرادیان کرنشی تیر تیموشنکو نتیجه گیری کردند که با افزایش نسبت طول 
به ضخامت میکروتیر، برای همۀ مقادیر پارامتر مقیاس کوچک طول ماده، 
مقادیر بسامد های طبیعی بدون بعد کاهش خواهند داشت. الشربگی ]15[ با 
بررسی مشخصه های ارتعاشات آزاد تیرهای مدرج تابعی براساس روش های 
اصلی  بسامد های  روی  اثری  رعنایی،  ضریب  که  کرد  عنوان  محدود  اجزا 
برای  اویلر  تیر  نظریۀ  دلیل محدودیت در  به  امر  این  ندارد.  و شکل مودها 

درنظرنگرفتن اثر برش است. 
محمدی مهر و همکاران ]16، 17[ ارتعاشات آزاد نانو ورق های کامپوزیتی 
با استفاده  را  نانولوله های کربنی بر محیط ویسکو الاستیک  با  تقویت شده 
از نظریۀ گرادیان کرنشی بررسی نمودند. آن ها ضمن مقایسه ارتعاشات آزاد 
نشان  سینوسی  نظریۀ  و  اول  مرتبه  برشی  نظریه های کلاسیک،  با  ورق ها 
دادند که حضور بستر الاستیک و میدان مغناطیسی موجب افزایش بسامد های 
آزاد،  ارتعاشات  بررسی  به   ]18[ همکاران  و  مهر  محمدی  می شود.  طبیعی 
کمانش و خمش میکروورق های کامپوزیتی تقویت شده با نانولوله های کربنی 
تغییر  مرتبه سوم  نظریه های  از  استفاده  با  تابعی  مدرج  مواد  از  ساخته شده 
شکل برشی و گرادیان کرنشی در حالتی که خواص ماده مورد نظر تحت 
شرایط محیطی حرارتی و رطوبتی قرار دارد، پرداختند. آن ها نشان دادند که 
اثر پارامتر مقیاس کوچک طول ماده منجر به افزایش سفتی سازه و به موجب 
آن افزایش بسامد های طبیعی سامانه می شود. آن ها همچنین نشان دادند که 
تأثیرات رطوبت و حرارت به صورت مشابه موجب کاهش بسامد های طبیعی 

و بار کمانش بحرانی سازه می شود. 
جفت  تیموشنکوی  میکروتیر  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  به  حاضر،  مقاله  در 
براساس  پلیمری،  پایه  بور  نیترید  نانولوله های کربنی و  با  شدۀ تقویت شده 
اثرات  و  پرداخته  الاستیک  فوندانسیون  بر  اصلاح شده3  کوپل  تنش  نظریۀ 
میدان های  از  اعم  فیزیکی  میدان های  انواع  شامل  مختلف،  پارامترهای 

1 Differential quadrature method(DQM)
2 Functionally graded material(FGM)
3 Modified couple stress theory(MCST)

الکتریکی، مغناطیسی، حضور هم زمان این میدان ها، ضرایب بستر الاستیک 
و پارامتر مقیاس کوچک طول ماده روی بسامد های طبیعی سامانه به صورت 
مجزا بررسی  شده و میزان اثرگذاری هریک از پارامترهای مذکور بر ارتعاشات 
آزاد میکروتیرهای جفت شده مشخص می شود. لازم به ذکر است که تاکنون 
پایه  بور  نیترید  و  نانولوله های کربنی  با  تقویت شده  تیموشنکوی  میکروتیر 
پلیمری به طور هم زمان بررسی نشده است. همچنین نحوه  توزیع نانولوله ها 
و خواص استفاده شده برای میکروتیرهای جفت شدۀ تقویت شده به صورت 
روابط تجربی و تحلیلی به دست آمده از مراجع ]1، 2[ که دارای دقت بالاتری 
نسبت به چینش های مرسوم در سایر منابع تحقیق می باشد درنظر گرفته شده 

است.

معادلات1حاکم1بر1حرکت1میکرو1تیر1تیموشنکو1تقویت1شده21-1
با1نانولوله1های1کربنی1پایه1پلیمری

معادلات میدان جابه جایی یک میکروتیر تیموشنکو به صورت زیر تعریف 
می شود:
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شکل 1، هندسه درنظر گرفته شده برای دو میکروتیر تیموشنکو جفت 
شده تقویت شده با نانولوله های کربنی و نیترید بور تحت میدان های فیزیکی 
مختلف را نشان می دهد. براساس نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده برای مواد 
الاستیک خطی و تغییرشکل های بسیار کوچک4، انرژی کرنشی ذخیره شده 

در میکروسازه به صورت رابطه )2( بیان می شود:
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در این رابطه، σij تانسور تنش کوشی و mij تنش  مرتبۀ بالاتر5 نامیده  
می شوند که مقادیر آن ها به صورت زیر قابل ارائه می باشد:

(3)

11

13 31

12 21 22 23 32 33

, ,

2

12 21 2

1

2

3

2
2

1
( )

2
0

1
( )

2
1

( ( ))
2

1
4

( , ) ( , )
( , ) 0
( , ) ( , )

1 ( )
2

2

ij i j j i

i i

ij ij ij ijV

ij ij

ij ij

z
x

w
x

curl u

w
x x

u x t z x t
u x t
u x t w x t

U m dV

E

m l

φ
ε

ε ε φ

ε ε ε ε ε ε

χ θ θ

θ

φ
χ χ

φ

σ ε χ

σ ε

µ χ

∂
=

∂
∂

= = +
∂

= = = = = =

= +

=

∂ ∂
= = −

∂ ∂

=
 =
 =

= +

=










=

∫

2

2

2

2

11 13 22 23 31

32 33

11 11 13 13 31 31

0
12 12 21 21

0

0

0

( )

( )

( )

h

h

h

h

L

L

x

z

x

U b dzdx
m m

z z
t tT b dzdx
w w
t t

B q

B q z d
x z z

D e

χ χ χ χ χ

χ χ

σ δε σ δε σ δε
δ

δχ δχ

φ φ
δ

δ ρ
δ

φ

φ β ψ
µ

−

−

= = = = =

= =

+ +
=

+ +

∂ ∂

∂ ∂=
∂ ∂

+
∂ ∂

=

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
=






  
  

 






 
 
 

 
 
 
  
 

∫ ∫

∫ ∫

2 2

1 1

2
2

2

2
2

2

( )

(T U ) 0

( )

0

0

( )
4

( )
4

z

x z

x z

t t

t t

T U W

dt W dt

D e z d
x z z

B B
x z

D D
x z

ed q hz
d x

qd e hz
d x

δ δ

φ

φ β ψ
η

η φψ
µη

η φβ
µη

Π = − + ⇒

Π = − + =

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂

















 − ∂
= − − ∂ 
 − ∂

= − − ∂ 

∫ ∫

در رابطه فوق، εij مؤلفه های ماتریس کرنش و χij بخش متقارن تانسور 
ارائه شده )4(  گرادیان چرخشی6 است که مؤلفه های آنها به صورت روابط 

تعریف و با استفاده از رابطۀ )1(، مقادیر آن ها به دست می آید.

- الف(4)
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4 Small deflection
5 Higher-order stresses
6 Symmetric rotation gradient tensor
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∫ ∫

با جایگذاری معادلات )3( و )4( در رابطه ی )2(، معادله ی تغییرات انرژی 
کرنشی میکرو تیر تیموشنکو به صورت زیر تعیین می شود:

(5)
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∫ ∫

در رابطه فوق، b به پهنای میکرو تیر تیموشنکو اشاره دارد که در کار 
تعیین  از  پس  است.  شده  گرفته  نظر  در  ثابت  صورت  به  آن  مقدار  حاضر 
نانولوله های  با  شده  تقویت  تیموشنکو  میکروتیر  کرنشی  انرژی  معادله ی 
میکروسازه  جنبشی  انرژی  تغییرات   ،)BNNT(بور نیترید  و   )CNT(کربنی

مورد نظر مطابق رابطه )6( بیان می شود]5 و 6[:

(6)

11

13 31

12 21 22 23 32 33

, ,

2

12 21 2

1

2

3

2
2

1
( )

2
0

1
( )

2
1

( ( ))
2

1
4

( , ) ( , )
( , ) 0
( , ) ( , )

1 ( )
2

2

ij i j j i

i i

ij ij ij ijV

ij ij

ij ij

z
x

w
x

curl u

w
x x

u x t z x t
u x t
u x t w x t

U m dV

E

m l

φ
ε

ε ε φ

ε ε ε ε ε ε

χ θ θ

θ

φ
χ χ

φ

σ ε χ

σ ε

µ χ

∂
=

∂
∂

= = +
∂

= = = = = =

= +

=

∂ ∂
= = −

∂ ∂

=
 =
 =

= +

=










=

∫

2

2

2

2

11 13 22 23 31

32 33

11 11 13 13 31 31

0
12 12 21 21

0

0

0

( )

( )

( )

h

h

h

h

L

L

x

z

x

U b dzdx
m m

z z
t tT b dzdx
w w
t t

B q

B q z d
x z z

D e

χ χ χ χ χ

χ χ

σ δε σ δε σ δε
δ

δχ δχ

φ φ
δ

δ ρ
δ

φ

φ β ψ
µ

−

−

= = = = =

= =

+ +
=

+ +

∂ ∂

∂ ∂=
∂ ∂

+
∂ ∂

=

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂
=






  
  

 






 
 
 

 
 
 
  
 

∫ ∫

∫ ∫

2 2

1 1

2
2

2

2
2

2

( )

(T U ) 0

( )

0

0

( )
4

( )
4

z

x z

x z

t t

t t

T U W

dt W dt

D e z d
x z z

B B
x z

D D
x z

ed q hz
d x

qd e hz
d x

δ δ

φ

φ β ψ
η

η φψ
µη

η φβ
µη

Π = − + ⇒

Π = − + =

∂ ∂ ∂
= − −

∂ ∂ ∂

∂ ∂
+ =

∂ ∂
∂ ∂

+ =
∂ ∂

















 − ∂
= − − ∂ 
 − ∂

= − − ∂ 

∫ ∫

در31-1 مغناطیسی1 و1 الکتریکی1 میدان1های1 اثرات1
میکروتیرتیموشنکو1تقویت1شده1با1نانولوله1های1کربنی1و1نیترید1

بور
میکروتیر  در  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  اثر  قسمت  این  در 
الکتریکی               جابه جایی  بردارهای  می گیرد.  قرار  بررسی  مورد  تیموشنکو 
B={Bx ,0, Bz} مطابق رابطه )7( 

T و شار مغناطیسی D={Dx ,0, Dz}
T

تعریف می شوند. لازم به ذکر است در نظریه میکروتیر کوپله شده، مؤلفه های 
در راستای محور y برابر صفر در نظر گرفته شده اند.

(7)
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∫ ∫

دی الکتریک،  ضرایب  ترتیب  به   μ و   q ،d ،η ،e رابطه،  این  در 
پیزوالکتریک، مگنتوالکتریک، پیزومگنتیک و   ضریب نفوذپذیری مغناطیسی 
را  الکتریکی و مغناطیسی  پتانسیل های  به  ترتیب   ψ β و  هستند. همچنین 

نشان می دهند. مطابق با مرجع ]12[ می توان نوشت:
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∫ ∫

با جایگذاری رابطه )7( در دسته معادلات رابطه )8( و تشکیل معادلات 
جدید و حل آن ها براساس شرایط مرزی مدار بسته، پتانسیل های الکتریکی 

و مغناطیسی به شکل زیر محاسبه می شوند:

(9)
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∫ ∫

با تعیین تغییرات انرژی های کرنشی و جنبشی، معادلات حاکم بر حرکت 
پایه  بور  نیترید  و  کربنی  نانولوله های  با  شده  تقویت  تیموشنکو  میکروتیر 
به صورت  همیلتون  اصل  به کارگیری  و  انرژی  روش  از  استفاده  با  پلیمری 

زیر نوشته می شود:
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∫ ∫

در رابطه )Π ،)10 انـرژی پـتانسیل کل، T انرژی جنبشی و U انرژی 
کرنشی می باشند.

با جایگذاری معادلات به دست آمده از روابط )5(، )6( و )9( در معادله  
)10( و فاکتورگیری از ضرایب δφ و δω، معادلات حاکم بر حرکت میکروتیر 

Fig. 1. Schematic of double-bonded Timoshenko micro beams rein-
forced by CNTs and BNNTs rested in an elastic foundation
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تیموشنکوی جفت شده تحت میدان های فیزیکی مختلف شامل میدان های 
به  بسته1  مدار  مرزی  شرایط  با  الاستیک  بستر  بر  مغناطیسی  و  الکتریکی 

صورت معادلات ارائه شده در رابطه )11( نوشته می شوند:
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همان طور که ملاحظه می شود، ضرایب S1 تا S4 که به ترتیب، قبل از 

1 Closed circuit

الکتریکی و مغناطیسی در معادلات اضافه  ترم های مربوط به خاصیت های 
شده اند، می توانند مقادیر صفر یا یک را اختیار نمایند. در این صورت، طبق 
جدول 1 به ازای مقدار صفر، خاصیت مورد نظر از معادلات حذف شده و به 
ازای مقدار یک، خاصیت موردنظر در معادلات باقی می ماند که از مقایسه 
مقادیر اختیار شده برای ضرایب مذکور، می توان اثرات هم زمان میدان های 
الکتریکی و مغناطیسی2 را بر هریک از میکروتیرهای درنظرگرفته شده اعمال 
به  است. لازم  نشده  اشاره ای  بدان  تحقیق  منابع  در سایر  تاکنون  نمود که 
ذکر است از آن جایی که تیرها به صورت کوپل درنظرگرفته شده اند، ضرایب 
δϕ1 و δw1 مربوط به میکروتیر اول و δϕ2 و δw2 مربوط به میکروتیر دوم 

هستند. همچنین مقادیر ثابت درنظرگرفته شده در معادلات حاکم بر حرکت 
نانوتیر تیموشنکوی جفت شده در حضور میدان های الکتریکی و مغناطیسی 

به صورت زیر تعریف می شوند:

- الف(12)
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در رابطه )ks ،)12 ضریب تصحیح نیروی برشی است که مقدار آن برابر 
5/6 درنظر گرفته شده  است.

حل1تحلیلی1معادلات1حاکم1بر1حرکت1میکروتیر1تیموشنکوی41-1
دولایه1تقویت1شده1با1نانولوله1های1کربنی1و1نیترید1بور1در1حضور1

میدان1های1الکتریکی1و1مغناطیسی
در مقاله حاضر، برای حل معادلات حاکم بر مسأله از روش حل تحلیلی 
روش،  این  براساس  شده  است.  استفاده  ساده  تکیه گاه های  برای  ناویر 
متغیرهای میدان جابه جایی برای ارضای شرایط مرزی به صورت زیر تعریف 

می شوند:

2 Magnetic and electric fields
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با جایگذاری متغیرهای میدان جابه جایی در مجموعه معادلات حاکم بر 
حرکت ارائه شده در رابطه )11(، ماتریس های سختی و جرم تعیین می شوند. 
با  شده اند.  ارائه  )الف(  پیوست  در  سختی  و  جرم  ماتریس های  درایه های 
تشکیل ماتریس های جرم و سختی، بسامد های طبیعی حاصل از ارتعاشات 
محاسبه  قابل   )14( رابطه   با  مطابق  تیموشنکوی جفت شده  میکروتیر  آزاد 

خواهند بود.
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اعتبارسنجی1نتایج-51
برای صحت سنجی نتایج حاصل از کار حاضر، لازم است پارامتر بسامد 
 )15( رابطه   در   Ω بعد  بدون  طبیعی  بسامد  شود.  تعریف  بعد  بدون  طبیعی 

تعریف شده است:
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 A110 و I10 بسامد طبیعی میکروتیر تیموشنکو و مقادیر ω ،در این رابطه
مطابق رابطه  )16( تعریف می شوند. در این رابطه، λ مدول بالک و μ مدول 

برشی هستند که مقادیر آن ها در رابطه )17( مشخص شده است.
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در  بررسی   مورد  میکروسازه  برای  درنظرگرفته  ماده  خواص  همچنین 
از مطالعات  ]1، 2[ که  ارائه شده در مراجع  روابط  از  استفاده  با  کار حاضر، 
منابع  و  مقالات  سایر  در  تاکنون  و  آمده  دست  به  تحلیلی  و  آزمایشگاهی 
تحقیق به صورت کاربردی از آن ها استفاده نشده است، به دست آمده اند. در 
رابطه )18( فرم معادله به دست آمده جهت تعیین ضریب کشسانی میکروسازه 

و سایر مقادیر در نظر گرفته شده ارائه شده اند:

(18)
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در رابــطــه )T )18، دمـا، v، کـسر حـجـمی نانولوله ها و پـارامـتـر 
تـراکـم است و ثوابت استفاده شده در این رابطه، به صورت میانگین از دو 

کـسـرحـجـمـی و دو دمـای مـخـتلف به دست آمده اند.
برای مقایسۀ نتایج حاصل از کار حاضر با نتایج به دست آمده از مرجع 
]14[، لازم است اثرات بستر الاستیک و میدان های الکتریکی و مغناطیسی 
برابر صفر در نظر گرفته شوند. جدول 2 نتایج بسامد طبیعی بدون بعد کار 
و  انصاری  توسط  آمده  به دست  نتایج  با  را  پنجم  ارتعاشی  مود  برای  حاضر 
همکاران ]14[ مقایسه می کند. مشاهده می شود که درصد خطا برای نظریه 
نتایج  از  لذا  پایین و قابل چشم پوشی است؛  تنش کوپل اصلاح شده بسیار 
تحقیق حاضر برای بررسی اثرات سایر پارامترها شامل پارامتر مقیاس کوچک 
طول ماده1، ضرایب فونداسیون الاستیک، میدان های الکتریکی و مغناطیسی 

در حالت مدار بسته روی بسامد طبیعی بدون بعد استفاده خواهد شد.
1 Mass scale parameter

S4 S3 S2 S1 انواع1حالت1ها

0 1 0 1
 میکروتیرهای اول و دوم هر دو تقویت شده
 با نانولوله های نیترید بور در حضور میدان 

الکتریکی

1 0 0 1

 میکروتیر اول تقویت شده با نانولوله های
 نیترید بور در حضور  میدان الکتریکی و
 میکروتیر دوم تقویت شده با نانولوله های

کربنی در حضور میدان مغناطیسی

0 1 1 0

 میکروتیر اول تقویت شده با نانولوله های
 کربنی در حضور میدان مغناطیسی و میکروتیر
 دوم تقویت شده با نانولوله های نیترید بور در

حضور میدان الکتریکی

1 0 1 0
 میکروتیرهای اول و دوم هر دو تقویت شده
 با نانولوله های کربنی در حضور میدان های

مغناطیسی

جدول1:11حالت1های1مختلف1قرارگیری1میکروتیرهای1تیموشنکو1جفت1
شده11تقویت1شده1با1نانولوله1های1کربنی1یا1نیترید1بور1در1حضور1میدان1های1

فیزیکی1مختلف
Table 1. Different nanotubes distribution of double-bonded

Timoshenko micro beams reinforced by CNTs and BNNTs in-presence 
of various multi-physics fields
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نتایج1و1نمودارها-61
در جدول 3 بسامد طبیعی سازه، طبق دو نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده 
و کلاسیک در حالتی که هر دو میکروتیر جفت شده با نانولوله های کربنی 
تقویت شده و در حضور میدان مغناطیسی بر بستر الاستیک و پاسترناک قرار 
دارند، برای حالت شرایط مرزی مدار بسته با یکدیگر مقایسه شده اند. مشاهده 
می شود که هر چه پارامتر بدون بعد h/l افزایش یابد، بسامد طبیعی بدون بعد 
برای نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده کاهش می یابد. افزایش پارامتر h/l در 
نظریه کلاسیک، تأثیری بر بسامد طبیعی بدون بعد ندارد؛ در نتیجه، در این 
حالت نظریه کلاسیک به خوبی نمی تواند تغییرات بسامد طبیعی بدون بعد 
را بر حسب پارامتر h/l نشان دهد. اختلاف بین نظریۀ تنش کوپل اصلاح 
شده و نظریۀ کلاسیک به ازای پارامتر بدون بعد h/l=2 برابر 5-10×2/1 و به 
ازای h/l=10 برابر 5-10 است که نشان  می دهد با افزایش پارامتر h/l، این 
دو نظریه  به یکدیگر همگرا خواهند شد. هم چنین در شرایط مذکور، نتایج این 

دو نظریه به یکدیگر بسیار نزدیک هستند.

جدول 4 نشان دهنده نتایج حاصل از بسامد طبیعی بدون بعد بر حسب  
دو  هر  جدول  این  در  که  می باشد   CT و   MCST نظریۀ  دو  براساس   h/l

نیترید بور در حضور  نانولوله های  با  میکروتیر جفت شده بر بستر الاستیک 
میدان الکتریکی برای شرایط مرزی مدار بسته قرار دارند. مشاهده می شود 
که هرچه پارامتر h/l افزایش یابد، بسامد طبیعی بدون بعد برای نظریه تنش 
کوپل اصلاح شده کاهش می یابد. افزایش h/l در نظریه کلاسیک، تأثیر کمی 
بر بسامد طبیعی بدون بعد دارد؛ به طوری که این مقدار ابتدا ثابت و سپس 
به خوبی  نتیجه، نظریه کلاسیک  به مقدار بسیار جزئی کاهش می یابد. در 

نمی تواند تغییرات بسامد طبیعی بدون بعد را بر حسب h/l برای شرایط مذکور 
نشان دهد. اختلاف بین نظریه تنش کوپل اصلاح شده و نظریه کلاسیک به 
ازای h/l=2 برابر 2-10×5/43 و به ازای h/l=10 برابر 3-10×2/2 است که 
نشان  می دهد با افزایش پارامتر h/l، این دو نظریه  به یکدیگر همگرا خواهند 
شد. از مقایسه  جداول 3 و4 مشاهده می شود که بسامد طبیعی بدون بعد حاصل 
از میکروتیر تیموشنکوی تقویت شده با نانولوله های کربنی تحت تأثیر میدان 
مغناطیسی بزرگتر از بسامد طبیعی بدون بعد حاصل از میکرو تیر تیموشنکوی 
تقویت شده با نانولوله های نیترید بور تحت تأثیر میدان الکتریکی است. از 
آن جایی که این اختلاف بسیار بزرگ و قابل ملاحظه است، می توان مزیت 
به سبب  را  الکتریکی  میدان های  با  مقایسه  در  مغناطیسی  میدان های  تأثیر 
افزایش بسامد های طبیعی و درنتیجه تأخیر بروز پدیده رزونانس به وضوح 
مشاهده نمود. هم چنین در حالتی که میکروتیرها با نانولوله های کربنی تقویت 
شده و تحت تأثیر میدان مغناطیسی هستند، نظریه های تنش کوپل اصلاح 
شده و کلاسیک اختلاف کمتری نسبت به حالت تقویت با نانولوله های نیترید 

بور در حضور میدان الکتریکی دارند.

در شکل2، نظریه های کلاسیک و تنش کوپل اصلاح شده، برای حالتی 
که یکی از تیرها با نانولوله های کربنی و دیگری با نانولوله های نیترید بور 
تقویت شده اند، مقایسه می شود. در این حالت، میکروتیرها به طور هم زمان 
و  گرفته  قرار  الاستیک  بستر  بر  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  تحت 
بسامد طبیعی بدون بعد برای مود ارتعاشی پنجم محاسبه می شود. از مقایسۀ 
دو نظریه می توان مشاهده نمود که به ازای تمام مقادیر پارامتر نسبت طول 
به ضخامت، بسامد طبیعی بدون بعد حاصل از نظریه کلاسیک از نظریه تنش 
بزرگتر شدن  با  نظریه،  دو  هر  در  است. همچنین  کمتر  اصلاح شده  کوپل 
همچنین  می یابد.  افزایش  بعد  بدون  طبیعی  بسامد   ،L/h بعد  بدون  پارامتر 
هرچه نسبت طول به ضخامت بزرگتر می شود، نظریه ها به یکدیگر همگرا 
می شوند؛ به عبارت دیگر، اهمیت اثر پارامتر مقیاس کوچک طول ماده بیشتر 

از تأثیر سایر عوامل است.
شکل3، براساس نظریه تنش کوپل اصلاح شده، تأثیر حضور نانولوله ها 
مود  در  بعد  بدون  طبیعی  بسامد  بر  را  الاستیک  فونداسیون  حضور  بدون 

CT MCST جنس1ماده

4/7980 7/0593

فلز

کار حاضر
5/1549 7/0831 انصاری و همکاران ]14[

6/9235 0/3360 درصد خطا

جدول1:21صحت1سنجی1بسامد1طبیعی1بی1بعد1برای1مود1پنجم1ارتعاشی
Table 2. The validation of fifth dimensionless natural frequencies

اختلاف1نظریه1ها نظریه1کلاسیک نظریه1تنش1کوپل1
اصلاح1شده

h/l

0/000021 66643/247515 66643/247536 2
0/000004 66643/247515 66643/247519 5
0/000001 66643/247515 66643/247516 10

جدول1:31تغییرات1بسامد1طبیعی1بی1بعد1بر1حسب1h/l1برای1میکروتیر1
تیموشنکوی1جفت1شده1بر1بستر1الاستیک1در1حالت1مدار1بسته1و1حضور1

میدان1مغناطیسی
Table 3. The dimensionless natural frequencies changes for close circuit 
double-bonded Timoshenko micro beam rested in an elastic foundation 

in-presence of magnetic field versus h/l

اختلاف1نظریه1ها نظریه1کلاسیک نظریه1تنش1کوپل1
اصلاح1شده

h/l

0/54300 19/461764 19/516022 2
0/008700 19/461764 19/470456 5
0/002200 19/461762 19/463937 10

جدول1:41تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1بر1حسب1h/l1برای1میکروتیر1
تیموشنکوی1جفت1شده1با1نانو1لوله1های1نیترید1بور1بر1بستر1الاستیک1در1

حالت1مدار1بسته1و1حضور1میدان1الکتریکی
Table 4. The dimensionless natural frequencies changes for close circuit 
double-bonded Timoshenko micro beam reinforced by BNNTs rested in 

an elastic foundation in-presence of electric field versus h/l
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دو  این شکل حالات مختلف شامل هر  در  بررسی می کند.  پنجم  ارتعاشی 
مغناطیسی(، هر  میدان  درنظرگرفتن  )با  لولۀ کربنی  نانو  از جنس  میکروتیر 
و  الکتریکی(  میدان  حضور  )در  بور  نیترید  لولۀ  نانو  جنس  از  میکروتیر  دو 
درنهایت یکی از میکروتیرها با نانو لولۀ نیترید بور و دیگری با نانو لولۀ کربنی 
هم زمان(  طور  به  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  )تحت  شوند  تقویت 
تا                                نمودار  مذکور،  حالت  سه  هر  برای  که  می شود  مشاهده  و  شده  بررسی 
L/h=2/3 صعودی و بعد از آن نزولی است. همچنین به ازای تمام مقادیر 
L/h بررسی شده، نانو لوله های کربنی ـ کربنی با میدان مغناطیسی بیشترین و 

نانو لوله های نیترید بور ـ کربنی در حضور میدان های الکتریکی و مغناطیسی 
کمترین بسامد طبیعی بدون بعد را دارند. در واقع بسامد طبیعی بدون بعد در 
حالتی که از هر دو نوع نانو لوله  و هر دو نوع میدان استفاده شود، کمترین 

مقدار را خواهد داشت.

شکل 4 شرایط موجود در شکل 3 را بر بستر پاسترناک و وینکلر بررسی 
می کند. مشاهده می شود که مشابه شکل 3، هنگامی که هر دو میکروتیر 
حضور  علت  به  شوند؛  تقویت  کربنی  لوله های  نانو  توسط  پایینی  و  بالایی 
میدان مغناطیسی ایجاد شده، سفتی میکروسازه افزایش یافته که همین مورد 
حالت  در  می شود.  سامانه  طبیعی  بسامد های  قابل ملاحظه  افزایش  موجب 

دوم، تقویت نمودن میکروتیرها توسط نانو لوله های نیترید بور منجر به ایجاد 
افزایش  این  که  می شود  سازه  افزایش سفتی  نتیجه  در  و  الکتریکی  میدان 
در  و  داشته  پایین تری  مقدار  مغناطیسی  میدان  با حضور  مقایسه  در  سفتی 
بود.  خواهند  کمتر  اول  حالت  به  نسبت  طبیعی  بسامد های  افزایش  نتیجه 
الکتریکی و مغناطیسی )که  تأثیر حضور هم زمان میدان های  این  بر  علاوه 
نیترید  لوله های  نانو  توسط  میکروتیرها  از  یکی  تقویت  علت  به  ترتیب  به 
بر  ایجاد می شوند(  کربنی  لوله های  نانو  توسط  دوم  میکروتیر  تقویت  و  بور 
افزایش بسامد های طبیعی میکروسازه، بررسی شده و نتایج نشان می دهد که 
تأثیر استفاده از این نوع ترکیب هم زمان میدان های الکتریکی و مغناطیسی 
تأثیری کمتری بر ارتعاشات سامانه نسبت به دو حالت قبلی دارد. از مقایسۀ 
با  الاستیک،  بستر  حضور  در  که  نمود  مشاهده  می توان   4 و   3 شکل های 
پیوسته  طور  به  بعد  بدون  طبیعی  بسامد  به ضخامت،  نسبت طول  افزایش 
افزایش می یابد؛ زیرا اثر بستر پاسترناک و وینکلر به طور مستقیم در ماتریس 
سختی ظاهر شده و تأثیر چشمگیری بر بسامد طبیعی سامانه دارد؛ به عبارت 
دیگر، به وضوح قابل مشاهده است که تأثیر فونداسیون الاستیک بر بسامد 
نیز  و  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  تأثیر  از  بیشتر  بعد،  بدون  طبیعی 

جنس نانو لوله های تقویت کننده است.

در شکل 5 تمام شرایط تعریف شده در شکل 3 برای نظریه کلاسیک 
بستر  حضور  عدم  صورت  در  که  می دهد  نشان  مشاهده  می شود.  بررسی 
الاستیک، برای تمامی جنس  نانو لوله ها و میدان های مذکور بسامد طبیعی 
کاهش  پیوسته  صورت  به  ضخامت  به  طول  نسبت  افزایش  با  بعد  بدون 
می یابد. به ازای L/h یکسان، میکروتیر تقویت شده با نانو لوله های کربنی 
برای بسامد طبیعی بدون  را  بیشترین مقادیر  در معرض میدان مغناطیسی، 
بعد نشان می دهد. همچنین با بزرگتر شدن پارامتر L/h نمودارهای حاصل 
از جنس های مختلف تحت میدان های متفاوت به یکدیگر همگرا می شوند. 
از مقایسۀ شکل 3 با شکل 5 می توان نتیجه گرفت که اولًا بسامد طبیعی 
بدون بعد برای نظریه کلاسیک همواره در حال کم شدن است؛ در حالی که 
در نظریه تنش کوپل اصلاح شده، ابتدا افزایش و سپس کاهش مشاهده شد. 

Fig. 2. The natural frequencies changes for double-bonded Timoshenko 
micro beam reinforced by CNTs and BNNTs in-presence of electric and 

magnetic fields versus L/h

شکل1:21تغـیـیـرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1بر1حسب1L/h1برای1میکرو1
تیر1تیموشنکوی1جفت1شـده11تقویت1شده1با1نانو1لوله1های1نـیـتـریـد1بـور1

و1کـربـنی1در1حضور1هم1زمان1میدان1های1مغناطیسی1و1الکتریکی

Fig. 3. Effects of nanotubes and physical field properties on the  natural 
frequencies changes of double-bonded Timoshenko micro beam based 

on MCST

شکل1:31تأثیر1جنس1نانو1لوله1ها1و1میدان1های1فیزیکی1ناشی1از1آن1ها1بر1
تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1برای1میکروتیر1تیموشنکوی1جفت1شده1بر1

MCST1اساس1نظریه

Fig. 4. Effects of nanotubes and physical field properties on the  natural 
frequencies changes of double-bonded Timoshenko micro beam in-

presence of elastic foundation

شکل1:41تأثیر1جنس1نانو1لوله1ها1و1میدان1های1فیزیکی1ناشی1از1آن1ها1بر1
تغییرات1بسامد1طبیعی1بـدون1بـعـد1بـرای1میکروتیر1تیموشنکوی1جفت1

شده1در1حضور1بستر1الاستیک
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ثانیاً از نظر کمی، مقادیر بسامد طبیعی بدون بعد حاصل از نظریه کلاسیک به 
ازای تمام مقادیر نسبت طول به ضخامت و نیز برای تمام جنس ها و میدان ها 
از مقدار مشابه در نظریه تنش کوپل اصلاح شده است. همچنین  کوچکتر 
برای تمامی نمودارها با افزایش پارامتر نسبت طول به ضخامت، شیب کاهش 
بسامد طبیعی بدون بعد در نظریه تنش کوپل اصلاح شده بیشتر از نظریه 

کلاسیک و در حدود دو برابر آن در شرایط مشابه می باشد.
شکل 6 شرایط مشابه شرایط شکل 4 را برای نظریه کلاسیک بررسی 
می کند. این شکل نشان می دهد که در حضور بستر الاستیک، بسامد طبیعی 
بر خلاف  نتیجه،  این  است.  افزایش  حال  در  پیوسته  صورت  به  بعد  بدون 
نتیجۀ حاصل از زمانی است که بستر پاسترناک و وینکلر در سامانه حضور 
نداشته باشند. علت این اتفاق نیز آن است که به دلیل تأثیر خاصیت فنریت 
فونداسیون الاستیک بر ماتریس سختی، با افزایش نسبت طول به ضخامت، 
اثر فنریت هم بیشتر شده و به صورت یک عامل افزایندۀ ارتعاشات آزاد سبب 
افزایش بسامد طبیعی بدون بعد می شود. همچنین از مقایسۀ شکل های 5 و 
6 می توان دریافت که در نظریه کلاسیک، اثر بستر الاستیک بر بسامد طبیعی 
بدون بعد بیشتر از اثر جنس نانو لوله های تقویت کننده و میدان های الکتریکی 
که  می دهد  نشان   6 و   4 شکل های  مقایسۀ  همچنین  است.  مغناطیسی  و 
نمودارها از نظر ظاهری با یکدیگر مشابه اند؛ اما از نظر کمی، نظریه تنش 
کوپل اصلاح شده بسامد طبیعی بدون بعد بزرگتری را نسبت به شرایط مشابه 
در نظریه کلاسیک به دست می دهد. بررسی دقیق تر بین دو حالت حضور و 
عدم حضور فونداسیون الاستیک نشان می دهد که در حضور بستر پاسترناک 
و وینکلر، اختلاف بین نظریه کلاسیک و نظریه تنش کوپل اصلاح شده کمتر 
می شود. این نتیجه، اهمیت بستر الاستیک را در میکروتیرهای جفت شده 

بیشتر نشان می دهد.
با توجه به این که یکی از اهداف اصلی کار حاضر، مقایسه انواع میدان های 
الکتریکی و مغناطیسی از جمله تأثیر هم زمان این میدان ها بر ارتعاشات آزاد 
داده شده  نشان  بالایی  میکروتیر   7 در شکل  است.  میکروسازه جفت شده 
در هندسه مسأله با نانو لولۀ نیترید بور و میکروتیر پایینی با نانو لولۀ کربنی 
عدم  حالت  در  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  تأثیر  و  می شوند  تقویت 

حضور بستر الاستیک و براساس نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده برای مود 
ارتعاشی سوم بررسی می شود. مشاهده می شود که حداکثر اختلاف بین حضور 
و عدم حضور میدان الکتریکی و مغناطیسی در L/h=1 است. این اختلاف با 
بزرگ شدن پارامتر نسبت طول به ضخامت کاهش می یابد تا جایی که در 
بسامد طبیعی بدون بعد 6/8، کاملًا بر یکدیگر منطبق می شوند. این انطباق 
تا L/h=3/8 ادامه دارد و از بعد آن دو نمودار با شیب بسیار کمی از یکدیگر 
دور می شوند؛ در نتیجه میدان های الکتریکی و مغناطیسی در شرایط مذکور، 
برای aaaaaaaaaa تأثیری بر بسامد طبیعی بدون بعد ندارد. نکته ای که 
باید بدان توجه شود آن است که در تمام مقادیر مورد بررسی، بسامد طبیعی 
مساوی  یا  بزرگتر  مغناطیسی،  و  الکتریکی  میدان های  در حضور  بعد  بدون 

حالت مشابه در شرایط عدم حضور این میدان هاست. 

کلاسیک  نظریه  طبق  را   7 شکل  برای  شده  تعریف  شرایط   8 شکل 
بررسی می کند. مطابق این شکل، برخلاف نظریۀ تنش کوپل اصلاح شده، نه 
تنها بیشترین اختلاف بین حضور و عدم حضور میدان الکتریکی و مغناطیسی 
در L/h=1 نیست،  بلکه در این قسمت کمترین اختلاف مشاهده می شود؛ 
هم چنین نمودارها به صورت پیوسته با بزرگتر شدن نسبت طول به ضخامت 
از هم فاصله می گیرند. به وضوح مشاهده می شود که در نظریۀ کلاسیک، 
حضور میدان های الکتریکی و مغناطیسی، اختلاف قابل ملاحظه ای در بسامد 

Fig. 5. Effects of nanotubes and physical field properties on the  natural 
frequencies changes of double-bonded Timoshenko micro beam with-

out elastic foundation

شکل1:51تأثیر1جنس1نانولوله1ها1و1میدان1های1فیزیکی1ناشی1از1آن1ها1بر1
تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1برای1میکرو1تیر1تیموشنکوی1کوپله1شده1

بدون1حضور1بستر1الاستیک

Fig. 6. Effects of nanotubes and physical field properties on the  natural 
frequencies changes of double-bonded Timoshenko micro beam

شکل1:61تأثیر1جنس1نانولوله1ها1و1میدان1های1فیزیکی1ناشی1از1آنها1بر1
تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1برای1میکروتیر1تیموشنکوی1جفت1شده

2 ≤ L/h ≤ 3/8

Fig. 7. Effects of physical fields on the  third natural frequencies chang-
es of double-bonded Timoshenko micro beam reinforced by CNTs and 

BNNTs without elastic foundation

شکل1:71تأثیر1میدان1های1فیزیکی1بر1بسامد1طبیعی1میکروتیر1تیموشنکوی1
جفت1شده1و1تقویت1شده1با1نانو1لوله1های1نیترید1بور1و1کربنی1در1عدم1حضور1

بستر1الاستیک1برای1مود1سوم1ارتعاشی
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طبیعی بدون بعد ایجاد می کنند؛ همچنین بسامد طبیعی بدون بعد حاصل از 
نظریه تنش کوپل اصلاح شده، بیشتر از حالات مورد تحلیل  مشابه در نظریه 
کلاسیک است. شباهت نظریه تنش کوپل اصلاح شده و نظریه کلاسیک 
در آن است که براساس هر دو نظریه و در حضور یا عدم حضور میدان های 
افزایش نسبت طول به ضخامت، بسامد طبیعی  با  الکتریکی و مغناطیسی، 

بدون بعد کاهش می یابد.
نشان  را  سامانه  آزاد  ارتعاشات  بر  الاستیک  فونداسیون  تأثیر   9 شکل 
در  وینکلر  و  پاسترناک  بستر  حضور  عدم  و  حضور  شکل  این  در  می دهد. 
حالات مختلف برای شرایطی که هیچ میدان الکتریکی و مغناطیسی بر سازه 
وجود نداشته و میکروتیر بالایی با نانو لوله ها ی نیترید بور و میکروتیر پایینی 
با نانو لوله های کربنی تقویت شده باشد، براساس نظریه تنش کوپل اصلاح 
شده، بررسی می شود. مشاهده می شود که بیشترین بسامد طبیعی بدون بعد 
در حضور بستر پاسترناک و وینکلر است. در صورتی که بستر پاسترناک حذف 
شود، بسامد طبیعی بدون بعد به صورت قابل ملاحظه ای کاهش می یابد؛ اما 
نتایج نشان می دهند که اگر بستر وینکلر حذف شود، تأثیر چندانی بر بسامد 
با  نتایج به دست آمده،  به ذکر است که طبق  ندارد. لازم  بعد  طبیعی بدون 
بزرگ شدن نسبت طول به ضخامت، تأثیر بستر وینکلر بیشتر می شود؛ به 
طوری که از L/h=9 به بعد، اختلاف بین نمودار عدم حضور بستر الاستیک 
و حضور بستر وینکلر به وضوح مشهود است. نکتۀ دیگر آن که حضور بستر 
پاسترناک سبب می شود که نمودار صعودی باشد؛ در حالی که در حالت عدم 
بسامد  پارامتر  به ضخامت،  طول  نسبت  افزایش  با  پاسترناک،  بستر  حضور 
طبیعی بدون بعد ابتدا یک افزایش جزئی و سپس به صورت پیوسته کاهش 
می یابد؛ در نتیجه تأثیر بستر پاسترناک بسیار بیشتر از بستر وینکلر می باشد.

در شکل10 تأثیر جنس نانو لوله های تقویت کننده میکروتیر جفت شده 
بر بسامد طبیعی بدون بعد بررسی می شود. بدین منظور، اثر بستر الاستیک 
و میدان های الکتریکی و مغناطیسی لحاظ نمی شوند. ابتدا هر دو میکروتیر 
با نانولوله های کربنی، سپس هر دو با نانو لوله های نیترید بور و در نهایت 
میکروتیر بالایی با نانولوله های نیترید بور و میکروتیر پایینی با نانولوله های 
کربنی تقویت می شوند. ملاحظه می شود که به ازای تمام مقادیر نسبت طول 

ـ  بور  نیترید  میکروتیر  و  بیشترین  کربنی  ـ  کربنی  میکروتیر  ضخامت،  به 
کربنی کمترین بسامد طبیعی بدون بعد را دارند. از نظر رفتاری، هر سه حالت 
مذکور، افزایش نسبت طول به ضخامت سبب کاهش بسامد طبیعی می شود. 
با بزرگ شدن مقدار پارامتر بدون بعد نسبت طول به ضخامت، نمودارها به 
یکدیگر همگرا می شوند؛ در نتیجه اثر پارامتر مقیاس طول کوچک ماده بیشتر 

از تأثیر جنس نانو لوله ها است.

نتیجه1گیری-71
ارتعاشات آزاد میکروتیرهای تیموشنکوی جفت شده بر  در مقاله حاضر، 
قرار  بررسی  مورد  اصلاح شده  کوپل  تنش  نظریۀ  براساس  الاستیک،  بستر 
گرفت. میکروتیرها توسط نانولوله های نیترید بور و کربنی که خواص و نحوه 
آزمایشگاهی و تجربی به دست آمده  براساس روابط  توزیع تراکم در آن ها 
از مراجع ]1، 2[ تعیین شده، تقویت شدند. معادلات حاکم بر میکروتیرها به 
کمک اصل همیلتون استخراج و بسامد طبیعی آنها با استفاده از روش ناویر 
مختلف  پارامترهای  اثرات  آمد.  به دست  ساده  تکیه گاه  مرزی  شرایط  برای 
شامل میدان های فیزیکی مختلف، پارامترهای مقیاس کوچک طول ماده و 
ضرایب فوندانسیون بر بسامد طبیعی برای شرایط مرزی مدار بسته بررسی 

Fig. 8. Effects of physical fields on the  third dimensionless natural fre-
quencies changes of double-bonded Timoshenko micro beam reinforced 

by CNTs and BNNTs without elastic foundation

شکل1:81تأثیر1میدان1های1فیزیکی1بر1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1برای1
میکروتیر1تیموشنکوی1جفت1شده1و1تقویت1شده1با1نانو1لوله1های1نیترید1بور1

و1کربنی1در1عدم1حضور1بستر1الاستیک1برای1مود1سوم1ارتعاشی

Fig. 9. Effects of elastic foundation on the  fifth dimensionless natural 
frequencies changes of reinforcement micro structure without physical 

fields based on MCST

شکل1:91تأثیر1فونداسیون1الاستیک1بر1تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1
برای1میکروسازه1تقویت1شده1در1حالت1عدم1حضور1میدان1های1فیزیکی1

براساس1نظریه1MCST1برای1مود1پنجم1ارتعاشی

Fig. 10. Effects of nanotubes properties on the first dimensionless 
natural frequencies changes of double-bonded micro structure without 

Pasternak foundation and physical fields based on MCST

شکل1:101تأثیر1جنس1نانو1لوله1ها1بر1تغییرات1بسامد1طبیعی1بدون1بعد1برای1
میکروسازه1جفت1شده1و1در1حالت1عدم1حضور1میدان1های1فیزیکی1و1بستر1

پاسترناک1بر1اساس1نظریه1MCST1برای1مود1اول1ارتعاشی
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شد. نتایج به دست آمده از تحقیق نشان داد که:
تأثیر . 1 میکروتیرها،  بر  مغناطیسی  و  الکتریکی  میدان های  اعمال 

افزایش  نتیجه  در  و  میکروسازه  سفتی  افزایش  بر  زیادی  بسیار 
 MCST برای نظریه  تأثیرات،  این  دارد.  بعد  بسامد طبیعی بدون 
بیشتر از نظریه CT به دست آمد؛ لذا براساس نتایج مذکور، به نظر 
می رسد که اهمیت بررسی این میدان ها بر میکروتیرها زیاد است. 

بررسی اثرات جنس نانو لوله های تقویت کننده و میدان های ایجاد . 2
شده توسط آنها برای نظریه MCST و CT نشان داد که بسامد 
طبیعی بدون بعد نانو لوله های کربنی ـ کربنی با میدان مغناطیسی، 
بیشترین مقدار و نانو لوله های نیترید بور ـ کربنی همراه با حضور 
هم زمان میدان الکتریکی و مغناطیسی کمترین مقدار را دارند. در 
واقع می توان گفت که میدان های مغناطیسی ناشی از حضور نانو 
لوله های کربنی در میکروسازه منجر به افزایش قابل ملاحظه سفتی 
و در نتیجه افزایش بسامد های طبیعی سامانه می شود؛ همین امر 
در مورد استفاده از نانو لوله های نیترید بور که موجب ایجاد میدان 
با این تفاوت که تأثیر  الکتریکی در سامانه می شود صادق است، 
میدان ایجاد شده بر سفتی سازه نسبت به حضور میدان مغناطیسی 
بسامد های طبیعی سامانه  امر موجب کاهش  بوده و همین  کمتر 

نسبت به حالت قبل می شود.
نتایج به دست آمده نشان دادند که در مود سوم ارتعاشی، می توان . 3

 MCST میکروتیر مذکور در نظریه L/h مقادیری را برای پارامتر
میدان های  هم زمان  حضور  عدم  یا  حضور  آن  در  که  کرد  تعیین 
الکتریکی و مغناطیسی تأثیری بر بسامد طبیعی بدون بعد نداشته 
مشاهده   CT نظریه  در  مسأله  این  که  است  درحالی  این  باشد. 
بسامد  اختلاف  که  است  آن  از  حاکی  نتایج  این  البته  نمی شود. 
میدان های  حضور  عدم  و  حضور  حالت  دو  در  بعد  بدون  طبیعی 
الکتریکی و مغناطیسی، در نظریه CT بیشتر است؛ بنابراین اهمیت 

میدان های مذکور در این نظریه بیشتر خود را نشان می دهد.
در مقایسۀ حالات مختلف اثر الاستیک بر بسامد طبیعی بدون بعد . 4

برشی  MCST، ضریب  نظریه  براساس  میکروتیرهای جفت شده، 
پاسترناک تأثیر به مراتب بیشتری نسبت به اثر فنری وینکلر دارد. 
نتایج به دست آمده از این قسمت نشان داد که بستر وینکلر، برای 
مود پنجم ارتعاشی میکروتیر مذکور، از مقدار L/h=9 به بعد تأثیر 

خود را به خوبی نشان می دهد.
مشاهده های حاصل از بررسی تأثیر عوامل مختلف بر بسامد طبیعی . 5

تأثیر  از  الاستیک،  بستر  اثر  که  داد  نشان  میکروتیرها  بعد  بدون 
در  به گونه ای که  است؛  پراهمیت تر  فیزیکی  میدان های  و  جنس 
اثرات کمتر شد. به خصوص که  تأثیر سایر  این بستر،  اثر حضور 
در نظریه CT، با حضور بستر الاستیک، نمودارهای بسامد طبیعی 
بدون بعد براساس تغییرات نسبت طول به ضخامت، از حالت نزولی 

به حالت صعودی تغییر نمود که این امر به معنای تأثیر چشمگیر 
ماده  مقیاس طول  پارامتر کوچک  تأثیر  مقابل  در  الاستیک  بستر 
است. علت عمدۀ این تأثیرات قابل توجه، حضور ترم های الاستیک 

با مقادیر عددی بزرگ در ماتریس سختی میکروتیر است.

تشکر1و1قدرداني
نویسندگان از نظرات داوران محترم، تشکر و قدرداني مي نمایند. همچنین 
آن ها از ستاد ویژه توسعه فناوری نانو و از معاونت پژوهشي دانشگاه کاشان 
طي قراردادي به شماره 463855/17 به خاطر حمایت مالي تشکر و قدرداني 

می کنند.
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