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تحلیل پایداری و پاسخ دینامیکی استوانۀ پیزوالکتریک جدار نازک، تحت جریان سیال و تحریک 
هارمونیک خارجی
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چکیده: پایداری دینامیکی و ارتعاشات غیرخطی استوانه هوشمند جدار نازک، تحت عبور جریان سیال داخلی، نیروی تحریک 
متمرکز خارجی و گرادیان حرارتی یکنواخت، در این نوشتار مورد بررسی قرار می گیرد. جنس پوسته از مواد پیزوسرامیک مقاوم در 
برابر سیال در نظر گرفته  شده و با استفاده از مدل غیرخطی پوسته استوانه ای مدل سازی می شود. جریان سیال عبوری غیر قابل 
تراکم، غیر چرخشی، غیر لزج و ایزنتروپیک فرض شده و مدل سازی دینامیکی آن نیز با استفاده از تابع اسکالر پتانسیل جریان 
صورت می پذیرد. دستگاه معادلات کوپله شده و غیرخطی حرکت حاکم بر سامانه با استفاده از روش انرژی و بسط مودهای 
جابه جایی و الکتریکی حاصل گردیده که با حل دسته معادلات مرتبط با شارژ الکتریکی واجفت می گردند. در ادامه ابتدا با حذف 
جملات غیرخطی در معادلات حرکت و حل مسأله مقدار ویژه مودهای ارتعاشی سامانه، سرعت بحرانی و نواحی پایدار سامانه 
استخراج گردیده و سپس با استفاده مدل فضای حالت و انتگرال گیری عددی مرتبه چهار رانج کوتا پاسخ الکتروترمودینامیکی 
غیرخطی سامانه حاصل گردیده است. نتایج حاصله ارتباط مستقیم میزان پتانسیل القایی در پوسته با دامنه ارتعاشات عرضی آن 

را نشان داده که به منظور استفاده در هشداردهنده های ناپایداری کاربرد دارد.
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مقدمه-11
کاربرد  دلیل  به  پیزوالکتریک  مواد  به  علاقه مندی  اخیر  سال های  در 
گسترش  عملگرها  و  حسگرها  همچون  هوشمند  سازه های  در  وسیعشان 
بین  الکترومکانیکی  کوپلینگ  دلیل  به  این علاقه مندی  است.  یافته  فراوان 
با  به نحوی که  است؛  مواد  این  در  موجود  مکانیکی  و  الکتریکی  میدان های 
میدان  اعمال  با  و  جابه جایی  میدان  مواد،  این  به  الکتریکی  میدان  اعمال 
جابه جایی به این مواد میدان الکتریکی القایی خواهیم داشت. یکی از اولین 
کاربردهای مواد پیزوالکتریک به جنگ جهانی اول و به طراحی فرستنده های 
اولتراسونیک برای شناسایی زیردریایی ها مربوط می شود. پس  از آن و تا به 
است  گزارش  شده  پیزوالکتریک  مواد  برای  زیادی  بسیار  کاربردهای  امروز 
که از آن جمله می توان به ترانس دیوسرها که انرژی الکتریکی را به انرژی 
و  بسامد  کنترل  فیلترهای  رزوناتورها،  می کنند  تبدیل  بالعکس  و  مکانیکی 
بنابراین  نمود؛  اشاره  کنترلرها  و  حسگرها  از  وسیعی  دامنه  مهمتر  همه  از 
بدیهی است که بررسی رفتار مکانیکی و دینامیکی سازه های پیزوالکتریک 
مورد علاقه مندی بسیاری از محققین قرار بگیرد که از آن جمله می توان به 
بررسی ارتعاشات اجباری صفحات پیزوالکتریک توسط تیرستان و همکاران 
پیزوترموالاستیک  رفتار  بررسی  به   ]2[ و همکاران  تاچرت  نمود.  اشاره   ]1[
ورق های کامپوزیت لایه ای پرداختند. رفتار دینامیکی و ارتعاشات غیرخطی 
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صفحه FGM تقویت شده واقع در محیط حرارتی توسط داک  و همکاران 
]3[ بررسی گردید. 

از طرفی دیگر امروزه سازه های مرتبط با سیال در بسیاری از زمینه های 
مهندسی، پزشکی، شیمیایی، فیزیکی، هوافضا و نظامی کاربرد فراوان یافته اند؛ 
به نحوی که مدل سازی دینامیکی این سامانه ها همواره یکی از اهداف محققین 
بوده است. در این راستا و به تازگی تحقیقات بسیار شاخصی در زمینۀ تحلیل 
انتقال  لوله های  )همچون  سیال  جریان  حاوی  لوله های  ارتعاشات  کنترل  و 
سوخت، آب و یا گازها( و یا در معرض جریان خارجی )همچون مبدل های 
سیال  جریان  معرض  در  عریض  تیرهای  و  صفحات  همچنین  و  حرارتی( 
و  دینامیکی  رفتار  بررسی  به   ]5  ،4[ همکاران  و  آمابیلی  است.  انجام  شده 
پایداری پوسته های حاوی جریان سیال پرداختند. ردی و وانگ ]6[ به بررسی 
دینامیک تیرهای حاوی جریان سیال به کمک روش اجزا محدود پرداختند.  
قربان پور و همکاران ]7[ به بررسی رفتار دینامیکی کامپوزیت های هوشمند 
حاوی جریان سیال پرداختند. ارتعاشات آزاد و ناپایداری دیورژانس لوله های 
آنها در  حامل جریان سیال توسط علیزاده و میردامادی ]8[ بررسی گردید. 
این مطالعه لوله های حاوی جریان با پارامترهای سازه ای نامعین را به کمک 
روش های آماری مدل سازی کردند. رضایی و ملکی ]9[ تأثیر ترک بر رفتار 
لوله های جدار ضخیم ترک دار مورد  ارتعاشی و سرعت بحرانی سیال را در 

بررسی قرار دادند. 
اطلاعات  براساس  و  بالا  در  شده  ارائه  تحقیق  پیشینه  به  توجه  با 
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نویسندگان می توان دریافت که بررسی اثر جریان سیال داخلی و همچنین 
پوسته  ارتعاشی  پاسخ  روی  همزمان  به صورت  پیزوالاستیسیته  خاصیت 
دینامیکی  پایداری  تحلیل  مطالعه  این  در  لذا  است.  نشده  انجام  استوانه ای 
و  داخلی  عبور جریان سیال  پیزوالکتریک تحت  پوسته  ارتعاشات عرضی  و 
نیروی هارمونیک خارجی بر مبنای روش انرژی و با استفاده از روش ریلی 
ریتز صورت گرفته است. نتایج این تحقیق به ویژه برای اندازه گیری و کنترل 
پایداری لوله های حاوی جریان سیال که جایگاه ویژه ای در مهندسی به خود 

اختصاص داده اند، کاربرد فراوان دارد.

روابط1ساختاری1پیزوالاستیسیته-21
ارتباط بین تنش ها )σ( و کرنش ها )ε( از یک سو و چگالی شار )D( و 
توسط  پیزوالکتریک،  مواد  برای  دیگر  از سوی   )E( الکتریکی  میدان  شدت 
مؤسسۀ الکتریکی و مهندسی الکترونیک ]10[ به صورت زیر استانداردسازی 

شده است:
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بیانگر  ترتیب  به   T و   E ، ε بالانویس های  فوق  رابطه  در  درحالی که 
و  ثابت  میدان  الکترواستاتیک شدت  شرایط  ثابت،  کرنش  مکانیکی  شرایط 

شرایط گرادیان دمایی ثابت می باشند.
رابطه )1( در حضور میدان حرارتی به صورت زیر گسترش داده می شود:
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 ϕ و پتانسیل الکتریکی E که در آن ارتباط بین شدت میدان الکتریکی
به صورت زیر بیان می شود:
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در رابطه فوق منظور از ∇، عملگر گرادیان است. با در نظر گرفتن دستگاه 
مختصات استوانه ای در شرایط تنش صفحه ای و میدان الکتریکی تک جهته 

برای پوسته رابطه )2( به صورت زیر تقلیل می یابد ]11[
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مدل1پوسته1استوانه1ای-31
روابط سینماتیک- 1- 3

  شکل 1، شماتیک پوسته استوانه ای هوشمند حاوی جریان سیال داخلی 
مؤلفه های  راستا  این  در  می دهد.  نشان  استوانه ای  مختصات  دستگاه  در  را 
جابه جایی عمومی پوسته در راستای طولی، محیطی و عرضی که به ترتیب 
با V ، U و W مشخص می گردند برحسب مؤلفه های مختصات و جابه جایی 

سطح میانی به صورت زیر بیان می گردند ]12[:
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محاسبه انرژی های پوسته- 2- 3
مجموع انرژی پتانسیل پوسته با حجم کنترل Λ شامل انرژی کرنشی و 

انرژی ناشی از پتانسیل الکتریکی، عبارت است از ]13[:

~ ~ ~

Fig. 1. Piezoelectric cylindrical shell conveying fluid flow and imposed 
electric potential field
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 )4( رابطه  از  استفاده  با  فوق  رابطه  در  موجود  تنش های  آن  در  که 
جایگذاری می شود. 
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با جایگذاری بردار سرعت با استفاده از روابط مربوط به جابه جایی عمومی 
پوسته )معادلات )5(، )6( و )7((، انرژی جنبشی پوسته به صورت زیر محاسبه 
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کار خارجی ناشی از تحریک هارمونیک- 3- 3
کار خارجی ناشی از بار شعاعی fr  وارد بر سطح پوسته استوانه ای از رابطه 
)14( محاسبه می گردد که در آن شدت و موقعیت نیروی خارجی هارمونیک 

از رابطه )15( جایگذاری می گردد ]14[.
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به طوری که در رابطه فوق x و θ بیانگر موقعیت نیروی خارجی و δ بیانگر 
تابع دلتای دیراک است. با انتگرال گیری از رابطه فوق برای حالتی که نیروی 
خارجی در موقعیت x=L/2 اعمال می شود، لذا کار نیروی هارمونیک خارجی 

برابر است با:
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 N و M ،به ترتیب نیم موج طولی و تمام موج محیطی n و m که در آن
، Vmn

S(t) ، Vmn
C(t) ، Umn

S(t) ، Umn
C(t) .بیشینه مقدار اعداد موج هستند

و                                               بوده  زمان  برحسب  نامعین  توابعی   Wmn
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C(t)
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بردار درجات آزادی سامانه تعریف می شود. برای تابع پتانسیل الکتریکی نیز 
می توان با توجه به فرض تک قطبی بودن میدان الکتریکی در راستای طول 

بسط مود زیر را در نظر گرفت ]15[:
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ϕM دامنه پتانسیل 
S ولتاژ خارجی اعمال شده به سامانه و ϕ0 در این معادله

 }qd}=}ϕM
S}T الکتریکی می باشند که مستقل از زمان است. همچنین بردار

به عنوان بردار دامنه پتانسیل الکتریکی تعریف می شود. با توجه به بحث فوق 
تعداد درجات آزادی سامانه که صرفاً وابسته به بردار درجات آزادی سامانه 
می باشد از رابطه NDOF=3(2MN+M) مشخص می گردد. همچنین لازم به 
ذکر است که دقت نتایج علاوه بر توابع انتخاب  شده در روابط )17( الی )20( 
بستگی زیادی نیز به مقادیر M و N خواهد داشت که در بخش نتایج عددی 

مورد ارزیابی قرارگرفته است.

مدل1سازی1دینامیکی1جریان1سیال-51
در این تحقیق برهمکنش سیال و سازه با استفاده از نظریه پتانسیل خطی 
تابع  بودن جریان سیال،  براساس غیر چرخشی  جریان مدل سازی می شود. 
اسکالر پتانسیل برای جریان سیال وجود دارد که بردار سرعت سیال برحسب 

این تابع به صورت زیر بیان می شود ]16[.
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تابع پتانسیل جریان سیال با این فرض تعریف  شده است که دارای دو 
 )Uf( قسمت باشد. یک قسمت در اثر سرعت متوسط سیال در راستای طول
و دیگری پتانسیل اغتشاش غیرپایدار در اثر تغییر شکل های به وجود آمده در 
پوسته و حرکت آن. این دو بخش به صورت زیر در تابع جریان اعمال می شود.
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  )φ( اغتشاش سرعت  پتانسیل  تابع  سیالات،  مکانیک  مفاهیم  براساس 
باید معادله لاپلاس را ارضا نماید. بدین منظور معادله لاپلاس در مختصات 

~~



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 151 تا 162

154

استوانه ای به عبارت زیر معرفی می شود ]16[.
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با فرض اینکه هیچ گونه کاویتاسیون در محل تماس سیال و پوسته رخ 
ندهد، شرایط مرزی φ عبارت است از:

(24)
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برای حل معادله )23( از روش جداسازی متغیرها استفاده می شود که با 
اعمال شرایط مرزی برای تابع φ می توان نوشت:
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که در آن In و I'n به ترتیب تابع بسل نوع اول از مرتبه n و مشتق مرتبه 
اول تابع بسل است. کل انرژی ناشی از جریان سیال بر روی حجم کنترل و 

سطح کنترل عبارت است از؛ ]5[
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و    Γ کنترل  روی حجم  مرزی  کنترل  معرف سطح   ∑ فوق  معادله  در 
v مختصه عمود بر سطح مرزی که به سمت بیرون مثبت است، می باشد. 
چنانچه انتگرال گیری از معادله )26( روی سطوح صورت گیرد، انرژی سیال 

به صورت زیر به دست می آید ]5[.
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معادله بالا را می توان برحسب تابع پتانسیل اغتشاش به سه بخش زیر 
تقسیم کرد:

(28)
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که در اینجا Tf و EG به ترتیب معرف انرژی جنبشی و انرژی ژیروسکوپی 
سیال است و Vf انرژی پتانسیل سیال است که علامت منفی برای سهولت 

در محاسبات آمده است. 
انرژی های فوق از معادله )28( به شکل زیر محاسبه می شود:

(29)

( ) ( )
( )

2 2 2
2

2 2 2 2

,

1 0

,

0

.

1 1 0

/
, , ,

' /

1 .
2

1 .
2

1
2

f

f

f
r R

M N
m nn

m n n

m n
f

T
f f

f

LT
f f

r R

V

U x

x r r r r

w wU
r t x

wI m r LLx r t
m I m R L t

w
U

x

E d

d

E dx Rd
r

ϕ

φ φ φ φφ
θ

φ

π
φ θ

π π

ρ

ρ
ν

ρ θ

=

= =

Γ

Σ

=

= ∇Ψ

Ψ = +

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + + =

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

∂
=  ∂

∂ 
+ ∂ 

= ∇Ψ ∇Ψ Γ

∂Ψ = Ψ ∑ ∂ 

∂Ψ = Ψ ∂ 

∑∑

∫∫∫

∫∫

∫



( )
( )

( )
( )

2

0

2

0 0

2

0 0
0

2 2
,0 0

1 0

2

0 0
1 1 0 0

,
,

1
2
1 .
2

/1
2 ' /

/1
2 ' /

R

f
x L

R

f
x

T
f f G f

M NL n
F f m n

m n n

M M N NL n
G f

m l n k n

l k
f m n

rdrd
x

rdrd
x

E T E V

I m R LLT w dxRd
m I m R L

I m R LLE
m I m R L

w
U w

x

π

π

π

π

π

ρ θ

ρ θ

π
ρ θ

π π

π
ρ

π π

=

=

= =

= = = =

∂Ψ + Ψ ∂ 
∂Ψ − Ψ ∂ 

= + −

=

=

∂
× +

∂

∫

∫ ∫

∫ ∫

∑∑∫ ∫

∑∑∑∑∫ ∫





( )
( )

,
,

2

,0 0
1 0

2

0 0
1 1 0 0

,
,

1
2

/1
2 ' /

m n
l k

M NL

f f m n
m n

M M N NR n
f f

m l n k n

m n
l k

x L

w
w dxRd

x

U xw dx Rd

I m r LLU L
m I m R L

w
w rdrd

x

π

π

θ

ρ θ

π
ρ

π π

θ

= =

= = = =

=

∂ 
 ∂ 

+

+ 


∂  
×  ∂ 

∑∑∫ ∫

∑∑∑∑∫ ∫







(30)
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معادله1حرکت1لاگرانژ-61
دامنه  بردار  و   }qd} آزادی  درجات  بردار  از  متشکل   ،}q} بردار  ابتدا 

پتانسیل الکتریکی {qϕ{ را به صورت زیر تعریف می گردد:
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ادامه  در  همچنین  می باشد.   n=1,...,N و   m=1,...,M آن  در  که 
تعداد  داد که  نشان خواهیم   qk با  را   }q} بردار  زمان  به  وابسته  مؤلفه های 

آن عبارت است با:
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لذا شکل کلی معادله حرکت لاگرانژ عبارت است از:
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به طوری که W مجموع کار نیروهای خارجی است. با جایگذاری جملات 
انرژی شامل پتانسیل و جنبشی برای سیال و پوسته در معادله )36(، دستگاه 
فرم  به  سیال  جریان  حاوی  پوسته  بر  حاکم  حرکت  غیرخطی  معادلات 

ماتریسی زیر بیان می شود.
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در این معادله ]M[ و ]D[ به ترتیب ماتریس های جرم و میرایی سامانه 
است و ماتریس ]K[ ماتریس سختی شامل جملات خطی و غیرخطی است. 
جملات غیرخطی الکترواستاتیکی موجود در معادله فوق حداکثر از مرتبه سوم 

بوده و به صورت زیر گسترش می یابد.
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Zj,i,k ضرایب  خطی،  با جملات  متناظر  Zj,i ضرایب سختی  آن  در  که 
نیز ضرایب سختی   Zj,i,k,l و  با جملات غیرخطی مرتبه دوم  متناظر  سختی 
واجفت سازی  منظور  به  می باشند.  سوم  مرتبه  غیرخطی  جملات  با  متناظر 
میدان های الکتریکی و مکانیکی موجود در دستگاه معادلات )37(، با استفاده 
از بردار درجات آزادی )34(، معادله )37( را می توان به صورت زیر بازنویسی 
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پتانسیل  با  مرتبط  جملات  کلیه  که  می شود  مشاهده  فوق  سامانه  از 
این  دلیل  که  است  صفر  برابر  میرایی  و  جرم  ماتریس های  در  الکتریکی 
پتانسیل  و  مؤلفه های جابه جایی  بین  استاتیکی  ارتباط  به  را می توان  مسأله 
الکتریکی مرتبط دانست. این ارتباط در پژوهش های تحلیل تنش و کرنش 

مواد پیزوالکتریک ]18[ به عنوان معادله شارژ الکتریکی شناخته می شود.
از دسته معادلات دوم معادله )39( می توان بردار {qϕ{ را برحسب بردار  

{qd{ به دست آورد.
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را در معادله )39(   }qϕ} با منظور کردن معادله )40( می توان جملات 
حذف نمود که شکل اصلاح شده آن عبارت است از:
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زیر  به صورت  و  بوده  ماتریس سختی اصلاح شده   ]Km[ معادله  این  در 
محاسبه می شود.

(42)
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معادله   NDOF شامل   )41( غیرخطی  دیفرانسیل  معادلات  دستگاه 
دیفرانسیل مرتبه دوم غیرخطی است که با استفاده از مدل فضای حالت زیر 

به 2NDOF معادله دیفرانسیل مرتبه اول به صورت زیر تبدیل می شود؛

(43)
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حال می توان با استفاده از انتگرال گیری مستقیم روی زمان از دستگاه 
معادلات دیفرانسیلی حرکت ضمنی فوق و با استفاده از شرایط اولیه، معادلات 
)40( و )41( پاسخ الکتروترمودینامیکی پوسته حاوی جریان را به دست آورد. 
کوتا  رانج   4 مرتبه  انتگرال گیری  روش  از  مطالعه  این  در  راستا،  این  در 
استفاده  شده است. همچنین شرایط اولیه جابه جایی عرضی با توزیع مرتبه 2 
)سهموی( با بیشینه مقدار بی بعد یک )برحسب جابه جایی بیشینه در تیرهای 
ادامه به منظور بررسی  دو سر لولا( در نظر گرفته شده است. همچنین در 
پاسخ بسامدی سامانه از روش طیف سنجی انرژی  نیز به کمک تبدیل فوریه 

استفاده می گردد.

بحث1و1نتایج1عددی-71
خصوصیات مکانیکی و الکتریکی PZT4 و همچنین ابعاد در نظر گرفته 

 شده برای پوسته در جدول 1 ارائه شده است.

مرجع1]18[ PZT41مشخصات

139 C11 , GPa

115 C22 , GPa

77/8 C12 , GPa

15/1 e11 , C/m2

-5/2 e12 , C/m2

6/46×10-9 ∈11 , C/m2.N

-2/5×10-5 p11 , C/K.m2

7/41×10-6 α1 , 1/K

2/11×10-6 α2 , 1/K

7500 ρ , kg/m3

20 L / R

PZT41جدول1:11خصوصیات1مکانیکی1و1پیزوالکتریکی
Table 1. Mechanical, electrical and thermal properties of PZT4
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همچنین پارامترهای بدون بعد به کار گرفته شده در این قسمت عبارت اند 
از:

(44)
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مودها  بسط  تعداد جملات  برحسب  حاصله  نتایج  دقت  دیگر  طرفی  از 
)مقادیر M و N( بیان می شود که فاکتور مهمی در محاسبات است. بدیهی 
ارتعاشی  رفتار  به  ارتعاشی  مودهای  بسط  نزدیک  تر  و  انتخاب صحیح  است 
سازه نقش به سزایی در همگرایی پاسخ خواهد داشت. بدین منظور در جدول 
2 به بررسی همگرایی قسمت موهومی بسامد خطی براساس سرعت سیال 

Uf پرداخته می شود.
بی بعد 0/001=*

براساس نتایج حاصله در این مطالعه مقادیر (3,1)=(M,N) و یا درجه 
آزادی برابر 27، دقت موردنظر را تأمین می کند.

اعتبارسنجی نتایج- 1- 7
همانگونه که در قسمت مقدمه نیز بیان گردید، طبق اطلاعات نویسندگان 
تاکنون مرجع معتبری در رابطه با ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه ای با در 
نظر گرفتن اثرات پیزوالکتریک به صورت توأم گزارش نشده است. این در 
حالی است که مراجع بسیاری در مورد پوسته استوانه ای حاوی جریان سیال 
گزارش داده اند؛ لذا در این مطالعه به منظور اعتبارسنجی روش به کار گرفته 
شده در این تحقیق، ثوابت ساختاری مربوط به ماده پیزوالکتریک را صفر قرار 
داده و نتایج خطی به دست آمده از تحلیل بسامدی )شکل های 3 و 4( را با 
سایر مراجع ارزیابی می کنیم. در این راستا مرجع ]19[ به بررسی ارتعاشات 
شرایط  و  سیال  جریان  حاوی  آلومینیوم  از  شده  ساخته  استوانه ای  پوسته 
به کار گرفته شده  تکیه گاهی دو سر لولا پرداخته است. مشخصات پوسته 
، h=0/127mm ، L=0/01206m ، R=0/041275m در این تحقیق برابر

ρF=1000kg/m3 ، ρ=2700kg/m3 ، E=70×109Pa و v=0/33 در نظر 

گرفته شده است. استفاده از ثوابت فوق در تحقیق حاضر و مقایسه آن در 
شکل 2 اختلاف حداکثر 10 درصدی در نتایج را نشان می دهد که می تواند 
این تحقیق و  به کار گرفته شده در  پرچ دار  پوسته  اختلاف مدل  نتیجه  در 
ناویر  معادلات  از  استفاده  یعنی  شده  گرفته  کار  به  روش حل  در  همچنین 

استوکس با روش میانگین گیری در رینولدز باشد.

از سوی دیگر در این پژوهش اعتبارسنجی با استفاده از روش اجزا محدود 
و به کمک قابلیت های جدید نرم افزارهای تجاری موجود برای نتایج خطی 
ماده پیزوالکتریک صورت می پذیرد. در این راستا استوانه ای با شرایط مرزی 
دو سر مفصل حاوی جریان سیال داخلی و مشخصات ارائه شده در جدول 
1 در نرم افزار انسیس نسخه 116 مدل سازی می گردد. بدین منظور از جزء 8 
نقطه ای shell99 برای مدل سازی لوله استفاده گردیده است. اثر سیال نیز 
در تحلیل اجزا محدود به صورت شرایط مرزی مطابق با رابطه )24( اعمال 
می گردد. بسامدهای طبیعی سامانه حاصل از تحلیل اجزا محدود با بسامدهای 

حاصل از تحقیق حاضر مقایسه و در جدول 3 ارائه شده است.

بررسی اثر مودهای ارتعاشی سامانه- 2- 7
با حل مسأله مقدار ویژه برای معادله )41( و در غیاب  ترم های غیرخطی 
بیان شده در معادله )38(، بسامدهای طبیعی و میرایی سامانه محاسبه می شود. 
  شکل های 2 و  3 به ترتیب تغییرات بسامد طبیعی )Im(Ω*)( و بسامد میرایی 
)Re(Ω*)( بی بعد شده سامانه را برای چهار مود اول ارتعاشی برحسب سرعت 
بی بعد سیال نشان می دهد. همان طور که  از   شکل 2 مشاهده می شود، با 
ارتعاشی  افزایش سرعت سیال، بسامد طبیعی سامانه برای تمامی مودهای 
تا رسیدن به مقدار صفر کاهش  یافته و پس  از آن همان طور که از   شکل 3 

1 Ansys V16

N
M

3 2 1

NDOF=21 NDOF=15 NDOF=9
1

Im(Ω*)=0/0127 Im(Ω*)=0/0135 Im(Ω*)=0/0139
NDOF=42 NDOF=30 NDOF=18

2
Im(Ω*)=0/0144 Im(Ω*)=0/0145 Im(Ω*)=0/0145

NDOF=63 NDOF=45 NDOF=27
3

Im(Ω*)=0/01454 Im(Ω*)=0/0145 Im(Ω*)=0/0145

جدول1:21همگرایی1بسامد1به1ازای1مقادیر1مختلف1درجات1آزادی1سامانه
Table 2. Accuracy of the results for various number of mode expansion 

and DOF.

Fig. 2. Comparison of the dimensionless natural frequency versus dimen-
sionless flow velocity for simplified analysis of the present work and ref [26].

شکل1:21مقایسه1نتایج1تحقیق1حاضر1در1غیاب1اثرات1پیزوالکتریک1با1مرجع1
]19[
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نیز مشاهده می شود بسامد میرایی شروع به افزایش می کند. این سرعت در 
Uf واقع شده و سرعت بحرانی سیال نامیده 

مود اول در موقعیت 0/0044=*
نوع  این  می گردد.  ناپایداری  محدوده  وارد  سامانه  آن  پس  از  که  می شود 
ناپایداری در لوله های حاوی جریان سیال به شرایط دو سر مفصل و یا دو 
سر گیردار رخ داده و به ناپایداری استاتیکی1 معروف است. شایان ذکر است 
نتایج مربوط به بسامد میرایی به صورت متقارن بوده که به دلیل جلوگیری از 

ازدحام نیمی از نتایج در این شکل برای هر مود ترسیم گردیده است.
پایداری  افزایش  به منظور  است  بدیهی  آمده  به دست  نتایج  به  توجه  با 
با   برابر  که  ارتعاشی  اول  مود  در  سیال  بحرانی  سرعت  است  لازم  پوسته 
Uf به عنوان 

Uf می باشد، افزایش یابد. در این حالت 0/0044 ≥ *
*=0/0044

1 Divergence Instability

به عنوان   aaaaaaaaaaaaaaaaa و  تمامی مودها  در  پاسخ  پایدار  ناحیه 
ناحیه ناپایدار پاسخ در مود اول به دست آمده است. این رفتار به تناوب در سایر 

مودهای ارتعاشی نیز دیده می شود.
از دیگر دریافت های مهم  شکل 2 این است که برای محدوده سرعت 
سیال aaaaaaaaaaaaaaaaa مقادیر مودهای اول و دوم ارتعاشی باهم 
برابر شده و در شکل دقیقاً برهم منطبق می شوند. این پدیده در ارتعاشات 
به عنوان پدیده لرزش شناخته شده که بسیار مخرب است و باید از آن دوری 
شود. مطالب ذکرشده در بالا برای مودهای بعدی ارتعاشی نیز به طور تقریباً 

مشابه دیده می شود.

بررسی پاسخ الکترودینامیکی پوسته- 3- 7
 نمودار 4 جابه جایی عرضی در طول پوسته را برای چهار زمان متفاوت 
شرایط  نمودار  این  در  می شود،  مشاهده  که  همان طور  می دهد.  نشان 
تکیه گاهی )دو سر لولا( به خوبی ارضا شده است و دامنه نوسانات با گذشت 
زمان کاهش یافته و به صفر میل می کند که ناشی از اثرات میرایی سامانه در 

اثر وجود سیال است.

برای سه  را  نوسانات  بعد  دامنه بدون  تغییرات  به طور مشابه،   شکل 5 
موقعیت مکانی پوسته یعنی x=L / 4 ، x=L / 20 و x=L / 2 و با گذشت 
زمان نشان می دهد. همان طور که مشاهده می شود، شرایط اولیه )جابه جایی 

سهموی اولیه( نیز در این نمودار به خوبی نشان داده شده است.
در  نمودارهای 6 و  7 اثر تغییر سرعت جریان سیال بر پاسخ دینامیکی 
غیرخطی پوسته بررسی  شده است. همان طور که مشاهده می شود با افزایش 
سرعت جریان دامنه ارتعاشات عرضی پوسته افزایش می یابد و همچنین با 
توجه به کاهش دوره تناوب پاسخ می توان گفت بسامد نوسانات نیز افزایش 

می یابد.

خطا ANSYS 1تحقیق
حاضر Mode No. Natural 

Frequency

4/8% 0/0152 0/0145 1st

Uf
*=0/0016% 0/0634 0/0598 2nd

9/1% 0/2173 0/1993 3rd

5/7% 0/0140 0/0132 1st

Uf
*=0/0027% 0/0630 0/0589 2nd

9/1% 0/2169 0/1988 3rd

8/4% 0/0116 0/0107 1st

Uf
*=0/0038/8% 0/0626 0/0574 2nd

9/4% 0/2164 0/1978 3rd

جدول1:31مقایسه1نتایج1خطی1تحقیق1حاضر1با1نرم1افزار1انسیس
Table 3. Comparison of the obtained linear results and ANSYS software  

Fig. 3. The imaginary part of frequency versus dimensionless flow 
velocity for 1st to 4th Mode

شکل1:31تغییرات1قسمت1موهومی1بسامد1با1سرعت1سیال1برای1چهار1مود1
اول1ارتعاشی

0/0044 ≤ Uf
* ≤ 0/0089

0/0089 ≤ Uf
* ≤ 0/0185

Fig. 4. The real part of frequency versus dimensionless flow velocity for 
1st to 4th Mode

شکل1:41تغییرات1قسمت1حقیقی1بسامد1با1سرعت1سیال1برای1چهار1مود1
اول1ارتعاشی
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افزایش  نمود  برداشت  می توان   7 از  شکل  که  دیگری  قابل توجه  نکته 
Uf ، در نزدیکی سرعت بحرانی 

شدید دامنه نوسانات پاسخ به ازای 0/004=*
جریان در مود اول است.

به  در  شکل 8 پاسخ سه بعدی مکان-زمان و جابه جایی عرضی پوسته 
Uf( بررسی می شود. نکته قابل توجه 

ازای مقدار ثابت سرعت سیال )0/002=*
اینکه شرایط اولیه مکانی با الگوی سهموی با بیشینه دامنه نوسانات بدون 
بعد یک برای موقعیت x=L / 2 که به منظور تطابق بیشتر با شرایط اصلی 
که  همان طور  است.  شده  ارضا  به خوبی  است،  گرفته شده  نظر  در  ارتعاشی 
نوسانات،  کننده  میرا  به عنوان  داخلی  سیال  وجود  اثر  در  می شود  مشاهده 

آهنگ کاهش دامنه نوسانات بسیار زیاد است.

بررسی پاسخ پیزوالکتریکی پوسته- 4- 7
در   شکل 9 توزیع پتانسیل الکتریکی القایی در طول پوسته تحت تأثیر 
کرنش های داخلی درنتیجه ارتعاشات عرضی پوسته بررسی می شود. در این 
تحقیق شرایط مرزی پتانسیل الکتریکی صفر برای دو انتهای پوسته به عنوان 
کاربرد حسگر ارتعاشات و ناپایداری احتمالی در پوسته فرض شده است که 
به خوبی در این نمودارها ارضا شده است. همان طور که از این شکل می توان 
استنباط کرد با افزایش سرعت جریان میزان پتانسیل القایی افزایش می یابد 
که این افزایش در سرعت های بالاتر شدت بیشتری می گیرد. دلیل این امر 
تأثیر  پوسته تحت  در  مقدار کرنشی موضعی موجود  افزایش  در  را می توان 
سامانه  این  کاربرد  در  می تواند  مسأله  این  دانست.  نوسانات  دامنه  افزایش 
پتانسیل  هرگاه  نحوی که  به   باشد،  مؤثری  بسیار  پارامتر  هشداردهنده ها  در 

Fig. 5. Dimensionless transverse displacement versus dimensionless 
axial coordinate for various times.

شکل1:51نمودار1بدون1بعد1جابه1جایی1عرضی1به1طول1پوسته1در1زمان1های1
متفاوت

Fig. 6. Dimensionless transverse displacement versus dimensionless 
axial coordinate for various fluid flow velocities.

شکل1:61نمودار1بدون1بعد1جابه1جایی1عرضی1به1زمان1برای1موقعیت1های1
مکانی1متفاوت1پوسته

Fig. 7. Dimensionless transverse displacement versus time for various 
axial points of the shell.

شکل1:71نمودار1بدون1بعد1جابه1جایی1عرضی1به1مکان1برای1سرعت1های1
جریان1متفاوت

Fig. 8. Dimensionless transverse displacement versus time for various 
fluid flow velocities.

شکل1:81نمودار1بدون1بعد1بیشینه1جابه1جایی1عرضی1به1زمان1برای1
سرعت1های1جریان1متفاوت
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الکتریکی بیشینه در پوسته از حدی بیشتر شود، معنی آن این است که سامانه 
به سرعت بحرانی و درنتیجه به ناپایداری نزدیک شده است.

طیف انرژی پوسته- 5- 7
 نمودارهای 10 و  11 طیف انرژی پاسخ الکتروترمودینامیکی پوسته را به 
 Ω*=150 و Ω*=80 با بسامدهای تحریک متفاوت برای دو حالت  ترتیب 
 Uf

نشان می دهند. دامنه نیروی تحریک f=100  و سرعت سیال 0/002=*
برای دو  از سرعت بحرانی  ارتعاشی و دور  اول  پایدار مود  ناحیه  بوده و در 
x=L / 20 بررسی می شود. همان طور  x=L / 2 و  موقعیت طولی متفاوت 
که از این نمودارها مشخص می شود در هر دو حالت بیشینه اصلی، در حدود 
بسامد بدون بعد Ω*=120/5 مشاهده می شود که بسامد طبیعی غیرخطی در 
مود اول ارتعاشی است. همچنین همان طور که انتظار می رود دقیقاً جهشی 
در طیف انرژی سامانه به ازای بسامد تحریک بدون بعد Ω*=80 مشاهده 
روش  اینکه  به  توجه  با  است.  تحریک  بسامد  موقعیت  همان  که  می گردد 
طیف سنجی انرژی حوزه زمان را به حوزه بسامد تبدیل می کند لازم است بازه 
زمانی در نظر گرفته شده به اندازه کافی بزرگ باشد تا موقعیت سایر بسامدهای 
طیف  نیز  خاکستری رنگ  منحنی  شود.  به خوبی مشخص  نیز  سامانه  بالاتر 
نشان  است،  نزدیک  تکیه گاه ها  به  که  را  پوسته  از  متفاوتی  موقعیت  انرژی 
می دهد. همان طور که انتظار می رفت این منحنی از طیف انرژی کمتر نسبت 
بسامدی  موقعیت  درعین حال  ولی  باشد،  برخوردار  پوسته  میانی  موقعیت  به 

نباید تغییری داشته باشد که به وضوح این مسأله نیز رعایت شده است.

اثر تغییر دما- 6- 7
در این نوشتار به منظور بررسی دقیق تر رفتار دینامیکی و پایداری پوسته 
با سایر  تغییر دما در مقایسه  اثرات  استوانه ای هوشمند حاوی جریان سیال 
پارامترها بررسی گردیده است. در این راستا میدان حرارتی پایدار و یکنواخت 
و با فرض ثابت بودن ثوابت ساختاری ماده پیزوالکتریک در محدوده دمایی 
پیزوالکتریک و محدوده دمایی  ماده  نوع  انتخاب  به  بسته  مورد مطالعه که 

است.  نظر گرفته شده  در  نباشد  واقعیت  از  دور  آن می تواند فرضی  دلخواه 
در این راستا پیزو سرامیک PZT4 با خواصی نسبتاً پایدار در محدوده دمای 
در  پوسته  عرضی  جابه جایی  بر  دما  تغییر  اثر   .]20[ گردید  انتخاب  محیط 
داده  شده است. همان طور که مشاهده می شود  نشان   شکل های 12 و  13 
سامانه  عرضی  نوسانات  دامنه  بیشینه  در  ناچیز  افزایش  باعث  دما  افزایش 
می گردد و به عکس. دلیل این امر را نیز می توان ناشی از اضافه شدن ناچیز 

کرنش های حرارتی )مثبت و یا منفی( به میدان کرنشی پوسته بیان نمود.

Fig. 9. Dimensionless transverse displacement versus time and axial coordinate.

.Fig. 10. Axial electric potential field for various fluid flow velocitiesشکل1:91جابه1جایی1عرضی1پوسته1برحسب1مکان1و1زمان

شکل1:101توزیع1طولی1پتانسیل1الکتریکی1القایی1به1ازای1مقادیر1مختلف1
سرعت1سیال

Fig. 11. Energy spectrum versus nonlinear frequency for Ω*=80 , 
Uf

*=0.002 , x=L/2  and x=L/20.

شکل1:111نمودار1بدون1بعد1طیف1انرژی1پوسته1به1بسامد1غیرخطی1برای1
1Ufو1برای1دو1موقعیت1

بسامد1تحریک1Ω*=801و1سرعت1سیال0/0021=*
x=L / 2011وx=L / 21مکانی
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بررسی اثر نسبت طول به شعاع- 7- 7
و  پوسته  بی بعد  طول  برحسب  پوسته  عرضی  دامنه  بیشترین  تغییرات 
زمان و برای مقادیر متفاوتی از نسبت طول به شعاع در  شکل های 14 و  15 
بررسی  شده است. همان طور که مشاهده می شود با افزایش نسبت طول به 
شعاع پوسته دوره نوسانات افزایش و درنتیجه آن بسامد پاسخ کاهش می یابد. 
از طرف دیگر با افزایش زمان میرایی پاسخ در پوسته های با نسبت طول به 
شعاع بالاتر ) شکل 15(، بدیهی است که ناپایداری پوسته نیز افزایش می یابد.

نتیجه1گیری-81
در این تحقیق رفتار ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه ای پیزوالکتریکی 
هوشمند، تحت جریان سیال و نیروی هارمونیک شعاعی بررسی شده است. از 

مهم ترین نتایج حاصله می توان به چند قسمت زیر اشاره نمود: 
با افزایش سرعت سیال، بسامد طبیعی سامانه برای تمامی مودهای . 1

ارتعاشی تا رسیدن به مقدار صفر کاهش  یافته و پس  از آن بسامد 
میرایی شروع به افزایش می کند

مقادیر . 2  aaaaaaaaaaaaaaaaa سیال  سرعت  محدوده  برای 
برهم  شکل  در  و  شده  برابر  باهم  ارتعاشی  دوم  و  اول  مودهای 

منطبق و پدیده مخرب لرزش به وقوع می رسد.
دلیل . 3 به  القایی  پتانسیل  میزان  سیال  جریان  سرعت  افزایش  با 

Fig. 12. Energy spectrum versus nonlinear frequency for Ω*=150 , 
Uf

*=0.002 , x=L/2  and x=L/20.

شکل1:121نمودار1بدون1بعد1طیف1انرژی1پوسته1به1بسامد1غیرخطی1برای1
1Ufو1برای1دو1موقعیت1

بسامد1تحریک1Ω*=1501و1سرعت1سیال0/0021=*
x=L / 2011وx=L / 21مکانی

Fig. 13. Dimensionless transverse displacement versus axial displace-
ment for various temperature fields.

شکل1:131تغییرات1بدون1بعد1بیشینه1جابه1جایی1عرضی1برحسب1طول1به1
ازای1مقادیر1مختلف1تغییر1دما

Fig. 14. Dimensionless transverse displacement versus time for various 
temperature fields.

شکل1:141تغییرات1بدون1بعد1بیشینه1جابه1جایی1عرضی1برحسب1زمان1به1
ازای1مقادیر1مختلف1تغییر1دما

Fig. 15. Dimensionless transverse displacement versus axial displace-
ment for various aspect ratios.

شکل1:151تغییرات1نمودار1بدون1بعد1جابه1جایی1عرضی1به1طول1به1ازای1
نسبت1طول1های1متفاوت

0/0089 ≤ Uf
* ≤ 0/0185
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این  که  می یابد  افزایش  پوسته،  کرنشی  میدان  یافتن  افزایش 
این  از  لذا  بیشتری می گیرد؛  بالاتر شدت  افزایش در سرعت های 
عامل می توان در هشداردهنده ها استفاده نمود؛ به نحوی که هرگاه 
معنی  شود،  بیشتر  حدی  از  پوسته  در  بیشینه  الکتریکی  پتانسیل 
آن این است که سامانه به سرعت بحرانی و درنتیجه به ناپایداری 

نزدیک شده است.
پوسته . 4 کرنشی  میدان  به  حرارتی  کرنش های  دما  افزایش  با 

اضافه شده و باعث افزایش ناچیز در دامنه نوسانات عرضی سامانه 
می گردد.
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