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ارتعاشات طولی آزاد غیرخطی میله تحت کرنش محدود

بتول سلیمانی رودی، علیرضا فتوحی*، محمد مهدی جلیلی

 دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه یزد، یزد، ایران

در  آن  کاربرد وسیع  به علت  میله  ارتعاشات  تحلیل  و  در سازه های مهندسی هستند  اعضای مهم  از  یکی  میله ها  چکیده: 
مهندسی دارای اهمیت زیادی است. بنابراین، درک چگونگی ارتعاشات غیرخطی محوری میله در شرایط تکیه گاهی متفاوت، 
با دامنه اولیه زیاد، بسیار مفید است. لذا در این مقاله، به تحلیل ارتعاشات میله با شرایط تکیه گاهی متفاوت، براساس کرنش 
محدود، بدون ساده سازی در روابط کرنش-جابجایی پرداخته شده و برای بدست آوردن معادله های حاکم از کرنش گرین-

لاگرانژی، میرایی ساختاری و اصل هامیلتون استفاده شده است. سپس با استفاده از روش گالرکین معادله غیرخطی پاره ای 
به معادله غیرخطی معمولی تبدیل شده است. معادله های حاصل بر خلاف اکثر مقالات که برای معادله ارتعاشاتی غیرخطی 
فقط جمله غیرخطی درجه سه را درنظر می گیرند، دارای جمله های غیرخطی درجه دو و سه هستند. این معادله ها به روش 
مقیاس های چندگانه حل شده و پاسخ ارتعاشاتی میله در دو حالت بدون میرایی و با میرایی با شرایط مختلف تکیه-گاهی بدست 
آمده است. برای بررسی دقت روش و صحت سنجی آن، نتایج به دست آمده از روش حاضر با نتایج روش عددی رانگ-کوتای 
درجه چهارم مقایسه گردیده که نشان می دهد روش حاضر دارای دقت مناسبی است. در پایان تحلیل حساسیت برای بررسی 

تأثیر ضریب های غیرخطی بر پاسخ ارتعاشاتی میله انجام شده است. 
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مقدمه- 1
میله  ها یکی از اعضای مهم در سازه های مهندسی هستند. به علت کاربرد 
زیاد آن  ها در سازه  هایی مانند بال هواپیماها، بازوی ربات  ها و ساختمان  های 
بلند، تحقیقات زیادی برای بررسی و درک چگونگی ارتعاشات انواع مختلف 
ارتعاشات  مناسب،  طراحی  هدف  به  رسیدن  برای  و  است  شده  بیان  آن  ها 
قرار  بررسی  مورد   ]1[ غیریکنواخت  و  یکنواخت  مقطع  سطح  با  میله هایی 

گرفته است. 
برای تحلیل ارتعاشات میله، می  توان آن را به صورت بخش  های متصل 
به هم در نظر گرفت ]2[ و با در نظر گرفتن میله به این فرم، یک راه حل 
و شرایط مرزی مختلف  متغیر  با سطح مقطع  میله  ارتعاشات  برای  تحلیلی 
کلاسیک و غیرکلاسیک از جمله شرایط مرزی جرم و فنر ارائه داد ]3[. در 
نظر گرفتن میرایی نیز در بررسی شکل مدهای میله دارای اهمیت می  باشد 
]4[. همچنین، در نظر گرفتن شرایط مرزی متفاوت، به فهم و توضیح رفتار 
کمک  مشابه  مرزی  شرایط  تحت  واقعی  ساختارهای  و  مرکب  سامانه  های 
با  مخروطی  میله  عرضی  ارتعاشی  و  استاتیکی  رفتار   ]6[ در   .]5[ کند  می      
بارگذاری افقی به صورت تجربی بررسی و نتایج حاصل با حل عددی مقایسه 
اما  است؛  داده  نشان  میله  دینامیکی  رفتار  بر  مخروطی  تأثیر شکل  و  شده 
در  موجود  غیرخطی  جمله  های  اثر  است،  بزرگ  ارتعاشات  دامنه  زمانی که 

afotuhi@yazd.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

معادله  های حاکم بر ارتعاشات حرکت میله بیشتر اهمیت پیدا می  کنند. منابع 
یا  اینرسی  هندسی،  می  توانند  معادله،  در  غیرخطی  جمله  های  ایجادکننده 
به  میله  بزرگ  جابه جایی  اثر  در  می  تواند  هندسی  غیرخطی  باشند.  ماده  ای 
میله  تشکیل دهنده  مادۀ  کرنش  و  تنش  بین  غیرخطی  رابطه  و  آید  وجود 
توزیع  و  متمرکز  وجود جرم  های  است.  ماده  ای  غیرخطی  ایجادکننده  عامل 
شده نامتقارن نیز، عامل ایجاد غیرخطی اینرسی می  باشد ]7[، به همین علت 
در بسیاری از مقالات، معادله غیرخطی برای یافتن پاسخ ارتعاشاتی میله با 
و  سویتیکانن  است.  شده  استفاده  تحلیلی  و  عددی  حل    روش  های  کمک 
یوزلاک ارتعاشات محوری یک میله یک سر گیردار یک سر آزاد تحت نیروی 
حاکم  معادله  های  کرده اند،  بررسی  را   وینکلر1  نوع  از  غیرخطی  الاستیک 
شامل جمله  های درجه چهار و غیرخطی قوی هستند ]8[. معادله      های مشابهی 
هموتوپی3  اغتشاش2  روش  از  استفاده  با   ]9[ در  سویتیکانن  توسط  مجدداً 
حل شده است. بوجادزی و لاردنر معادله دیفرانسیل هایپربولیک درجه دو با 
جمله  های غیرخطی ضعیف را در نظر گرفته و ارتعاشات طولی میله الاستیک 
را که در آن معادله   های اساسی دارای جمله های کرنشی درجه چهار و درجه 
دو است، بررسی کرده اند، علاوه بر این، معادله  های حاکم دارای جمله  های 
میرایی ویسکوالاستیک و ویسکوز غیرخطی کوچک است و در نهایت مسأله 

1 Winkler
2 Perturbation
3 Homotopy
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تشدید بررسی شده و نمودار جناقی1 رسم شده است ]10[. 
ارتعاشات غیرخطی آزاد و واداشته   در همسایگی تشدید اولیه در میله یک 
سر گیردار الاستیک به وسیله مونیتسین ]11[ مورد مطالعه قرار گرفته است. 
پاراشار و واگنر در ]12[ نیز ارتعاشات غیرخطی طولی میله  های پیزو سرامیک 
قرار  مطالعه  مورد  را  شده  تحریک  ضعیفی  الکتریکی  میدان  وسیلۀ  به  که 
داده اند. در این مرجع، رفتار غیرخطی ماده پیزو سرامیک به وسیله جمله  های 
غیرخطی درجه چهار و دو در معادله  های اساسی بیان شده و نشان داده شده 
که جمله درجه چهار تأثیر بیشتری نسبت به جمله درجه دو در رفتار ارتعاشاتی 
میله دارد. لو در ]13[ نظریه غیرخطی برای میله را با توجه به نظریه کلی سه 

بعدی جسم تغییر شکل یافته بیان کرده است.
نارندار در ]14[ انتشار موج محوری در میله الاستیک الکترومغناطیس را 
با استفاده از نظریه غیرمحلی2 بررسی کرده و رفتار موج را مورد مطالعه قرار 
اجزا  ارتعاشات طولی معکوس یک مدل  داده است. ینگ وی و دای ]15[ 
محدود میله یک سر گیردار و یک سر فنر را بررسی کرده و نشان داده اند که 
با توجه به طیف به دست آمده از ارتعاشات میله، سطح مقطع آن را می  توان 

مشخص کرد.
اما بسیاری از این مقالات برای مدل کردن غیرخطی هندسی که باعث 
جابه جایی  می  شود،  کرنش-جابه جایی  رابطه  در  غیرخطی  جمله  های  ایجاد 
بزرگ و کرنش کوچک با توصیف اویلری را در نظر گرفته   و براساس فرض 
ون-کارمن ]16[ عمل کرده  اند. روش استخراج معادله   ون-کارمن به وسیله 
تیموشنکو و ونوسکی-کریگر ]17[ بیان شده است. با توجه به ساده سازی  های 
استفاده شده در معادله ون-کارمن، انتظار می    رود که دقت نتایج تا حدودی 
تغییر  دقیق  بررسی  با  محققین  از  تعدادی  علت،  همین  به  و  یابد  کاهش 
شکل  ها و کرنش  ها در بیان لاگرانژی، با استفاده از ساده  سازی کمتر، سعی 

در نوشتن رابطه دقیق  تری برای معادله   کرنش- جابه جایی داشته  اند ]18[. 
جیان-گانگ، لی-جون و شان-یان در ]19[ معادله حرکت موج را برای 
میله با در نظر گرفتن کرنش گرین-لاگرانژی و تأثیر ویسکوزیته در اتلاف، 
به دست آورده و یک راه حل دقیق برای حل معادله بیان کرده اند. در ]2[ 
با در نظر گرفتن کرنش محدود گرین-لاگرانژی برای  معادله حرکت موج 
میله با سطح مقطع دایره  ای که همزمان شامل اینرسی جانبی و کرنش برشی 
پیشنهاد  پاسخ  آوردن  به دست  برای  دقیق  راه حل  و یک  نوشته شده  است، 
شده است. در مراجع ]24-21[ نیز به دست آوردن پاسخ دقیق حرکت موج به 
روش های مختلف در میله با در نظر گرفتن کرنش گرین-لاگرانژی بررسی 

شده است. 
موسوی و فریبرز در ]25[ مدهای ارتعاشاتی کرنش محدود میله را با در 
نظر گرفتن کرنش گرین-لاگرانژی و تنش پیولا-کیرشهف برای سه شرط 
بررسی  را  مختلف  مدهای  بین  داخلی  تشدید  و  کرده  بیان  متفاوت  مرزی 
گرین- کرنش  از  استفاده  با  میله  طولی  ارتعاشات  نیز   ]26[ در  کرده   اند. 

1 Back bone curve
2 Nonlocal

لاگرانژی برای میله دو سر گیردار و یک سر گیردار بررسی شده و پاسخ دو 
هارمونیکی پیشنهاد شده و در نهایت نشان داده که پاسخ در نظر گرفته شده 

برای تحلیل ارتعاشات در بسامد  های پایین مناسب   است.
با استفاده از بیان لاگرانژی و در نظر گرفتن جابه جایی و کرنش بزرگ 
در نوشتن معادله  های ارتعاشاتی میله، جمله  های بیشتری در معادله ارتعاشات 
آزاد  ارتعاشات  زمانی  پاسخ  بررسی  بنابراین،  می  شود؛  ایجاد  میله  غیرخطی 
غیرخطی میله با در نظر گرفتن کرنش گرین-لاگرانژی که تا کنون انجام 
پاسخ  در  رابطه  این  گرفتن  نظر  در  تأثیر  تا  می  رسد  نظر  به  لازم  نشده، 
این  در  که  بررسی شود،  متفاوت  مرزی  با شرایط  میله  غیرخطی  ارتعاشات 
مقاله به این مبحث پرداخته شده است. علاوه بر این، با توجه به اینکه همه 
متناسب  میرایی ساختاری،  دارند،  ویسکوالاستیک  تا حدودی خاصیت  مواد 
با کار مجازی ناشی از تغییرات نرخ زمانی کرنش در نظر گرفته شده است. 
در  با  از روش هامیلتون  استفاده  با  پاره  ای  دیفرانسیل غیرخطی  معادله  های 
نظر گرفتن بیان لاگرانژی و هیأت مرجع و استفاده از رابطه کرنش گرین-

از  با استفاده  لاگرانژی و تنش پیولا-کیرشهف استخراج شده است. سپس 
تکیه گاهی  شرایط  برای  معمولی  غیرخطی  معادله  های  به  گالرکین  روش 
روش  به  میرایی  با  و  میرایی  بدون  معادله  های  است.  شده  تبدیل  مختلف، 
حل  است  تحلیلی  قدرتمند  روش  یک  که  چندگانه3  متغیرهای  و  اغتشاش 
شده و نتایج با روش عددی مقایسه و صحت سنجی شده و سپس نمودار 
فاز میله برای شرایط تکیه  گاهی مختلف، رسم شده است. در نهایت با تحلیل 
حساسیت، نشان داده شده که جمله  های غیرخطی در نظر گرفته شده در این 

روش دارای اهمیت زیادی در پاسخ ارتعاشاتی میله هستند. 

معادله    های اساسی- 2
زمانی که یک جسم پیوسته تحت تغییر شکل قرار می  گیرد، ذرات آن 

در فضا حرکت می  کنند. این حرکت با معادله ای به این فرم بیان می      شود.

(1)( )1 2 3, , ,              1, 2, 3i ix x X X X t i= =

می  دهد.  نشان   0t = لحظه  در  را  ذره  موقعیت   ( )1 2 3, , X X X که 
این فرم تغییر شکل، بیان لاگرانژی نامیده می  شود. با مشتق  گیری نسبت به 

، تانسور گرادیان تغییر شکل در هیأت مرجع به دست می  آید. jX

(2) i
ij

j

xF
X
∂

=
∂

به  به  ترتیب  نیز  جابه جایی  و  لاگرانژی  گرین-  کرنش  همچنین،  که 
صورت روابط )3( و )4( بیان می    شوند.

(3)
1

2
ji k k

ij

j i i j

UU U U
E

X X X X

∂∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂

 
 
 

(4)i i iU x X= −

تانسور  غیر صفر  مؤلفه  های   ،)3( و   )2( معادلات  به  توجه  با  نتیجه  در 

3 multiple time scales method
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به  بعدی  برای حرکت یک  تغییرشکل و کرنش گرین- لاگرانژی  گرادیان 
صورت زیر به دست می  آیند: 

(5)1 ,   1,   1xx yy zz

U
F F F

X

∂
= + = =

∂

(6)
1

1
2xx

U U
E

X X

∂ ∂
= +

∂ ∂
 
 
 

که در آن:
U: جابه جایی محوری میله )متر(

E: کرنش گرین-لاگرانژی
( با تانسور  (xxP در هیأت مرجع، تانسور تنش پیولا- کیرشهف نوع دوم 
کرنش گرین- لاگرانژی توأم است، با در نظر گرفتن رابطه خطی به عنوان 
یک قانون اساسی برای ماده همگن با مدول الاستیسیته Y می  توان رابطه 

تنش-کرنش را به فرم رابطه )7( بیان کرد.

(7)
21

2xx xx

U U
P YE Y

X X

∂ ∂
= = +

∂ ∂

  
    

که در آن:
P: تنش دوم پیولا- کیرشهف )نیوتن بر مترمربع( 

Y: مدول الاستیسیته )نیوتن برمترمربع(  

معادله   های حاکم بر حرکت - 3
برای نوشتن معادله  های ارتعاشات میله از اصل هامیلتون ]27[ استفاده 

1t به فرم زیر نوشته می شود: تا  0t می  شود که در بازه زمانی  

(8)( )
1

0

0
t

t

W KE PE dtδ δ δ+ − =∫

که در آن:
W: کار مجازی )نیوتن متر(

KE: انرژی جنبشی )نیوتن متر(

PE: انرژی پتانسیل )نیوتن متر(

به  را می توان  انرژی جنبشی  تغییرات  ثابت،  با سطح مقطع  میله  برای 
شکل زیر بیان کرد.

(9)
( )

0 0

L L

U U
KE dV

t t

U U U U
dAdX A dX

t t t t

δ ρ δ

ρ δ ρ δ

∂ ∂
=

∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂
   
   
   

∫∫∫

∫ ∫∬

که در آن:
V: حجم میله در هیأت مرجع )مترمکعب(

A: مساحت سطح مقطع میله در هیأت مرجع )مترمربع(
: چگالی )کیلوگرم بر مترمکعب( ρ

تغییرات انرژی پتانسیل در میله با توجه به رابطه تنش و کرنش بیان شده 

در بخش قبلی به شکل زیر نوشته می  شود:

(10)( )2

0

0

1

2

xx xx

L

xx

L

xx

PE P E dV

U U
P dAdX

X X

U U U
P dAdX

X X X

δ δ

δ

δ δ

=

∂ ∂
= +

∂ ∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂

 
 
 

 
  

∫∫∫

∫

∫

∬

∬

میرایی  منبع   ،]7[ دارند  اندازه ای خاصیت ویسکوالاستیک  تا  مواد  اکثر 
غیرخطی در این مقاله، ناشی از تأثیر خاصیت ویسکوالاستیک در نظر گرفته 
تغییرات  نرخ  با  متناسب  میرایی،  از  ناشی  مجازی  کار  بنابراین  است؛  شده 
کرنش در زمان بیان شده است که به عنوان میرایی ساختاری در نظر گرفته 

می  شود. 

(11)xx xxW E E dVδ µ δ= ∫∫∫ 

که در آن:
: ضریب میرایی )کیلوگرم برمترثانیه( µ

 در میله در هیأت مرجع به صورت 
xH xN و تابع  با در نظر گرفتن نیرو 

رابطه های زیر :
(12)x xxN P dA=∬

(13)x xxH E dA= ∬

که در آن
N: نیرو در میله در هیأت مرجع )نیوتن(
H: نرخ تغییرات سطح در هیأت مرجع

و با توجه به معادله    های )10( تا )13(  می  توان نوشت:

(14)
0

L

xx xx x

U U U
PE P E dV N dX

X X X

δ δ
δ δ

∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂
 
  ∫∫∫ ∫

(15)
0

L

xx xx x

U U U
W E E dV H dX

X X X

δ δ
µ δ µ

∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂
 
  ∫∫∫ ∫

و  هامیلتون  اصل  در   )15( و   )14(  ،)9( معادله های  جایگذاری  با 
به فرم  با میرایی  ارتعاشاتی میله  انتگرال  گیری و محاسبات ریاضی، معادله 

زیر به دست می  آید:

(16)
( )

( )

22

2

22 2

2 2

3
1 3

2

3
 1 3

2

U U U

X X X

U U U U

Y t X X X Y t

µ ρ

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 
 
 

 
 
 

کار مجازی  نظر گرفتن  در  بدون  میرایی،  بدون  میله  ارتعاشاتی  معادله 
ناشی از میرایی )معادله )11((، به شکل زیر بیان می شود:

(17)
22 2

2 2

3
1 3

2

U U U U

X X X Y t

ρ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
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U باید مشخص باشند. با توجه به 

X

∂

∂
U یا  برای شرایط مرزی، مقدار 

0U و در  = شکل های 1 و 2، برای میله یک سر آزاد، در انتهای گیردار 
0U است.  = 0U است. برای میله گیردار در هر دو انتها 

X

∂

∂
= انتهای آزاد 

اما اگر شرایط مرزی میله مانند شکل های 3 و 4 باشد، شرایط مرزی به   
ترتیب مطابق روابط  )18( و )19( به دست می    آیند. 

(18)
2 2

2

1
     ÏÑ      

2

U U U
AY M X L

X X t

∂ ∂ ∂
+ = − =

∂ ∂ ∂

  
    

U=0 در  X=0

(19)
21

           ÏÑ      
2

U U
AY KU X L

X X

∂ ∂
+ = − =

∂ ∂

  
    

0 
U

X

∂
=

∂
X=0  در 

که M جرم وزنه )کیلوگرم( و K ضریب فنریت )نیوتن بر متر( است. 
 که L طول 

1
L Y

µ
µ

ρ
= t و  Y

L
τ

ρ
= u و 

U

L
= x و 

X

L
=  با تعریف 

میله است، معادله )16( به  صورت بی  بعد، به شکل زیر بازنویسی می   گردد.

)20(

22

2

3
1 3

2

u u

x x x

u∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂

  
    

22 2

1 2 2

3
1 3

2

u u

x x x

u u
µ

τ τ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  
    

که در حالت بدون میرایی به فرم زیر است: 

)21(
22 2

2 2

3
1 3

2

u u u u

x x x τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

  
    

نظر گرفته  در  زیر  به  صورت  پاسخ   ،)21( و   )20( معادله های  برای حل 
می شود:

)22(( ) ( ) ( ),u x W xτ θ τ=

که در آن:
: مد ارتعاشاتی میله ( )W x

θ: پاسخ زمانی ارتعاشاتی میله بدون بعد
) باید شرایط تکیه  گاهی میله را ارضا  )W x مطابق روش گالرکین، تابع 
) در  )W x کند. برای میله با شرایط مرزی بیان شده در بخش قبلی مقدار 

جدول 1 بیان شده است.

)نوع تکیه گاه )W x

sinگیردار- آزاد
2

xπ 
 
 

)گیردار- گیردار )sin xπ

)گیردار- وزنه )sin  xβ

)آزاد- فنر )cos xγ

لازم به ذکر است که برای میله با شرط تکیه  گاهی گیردار- وزنه مقدار 
tan و برای میله با شرط تکیه    گاهی  AL

M
ρβ β = β از پاسخ معادله 

cot به دست می   آید. AY
LKγ γ = γ از پاسخ معادله  آزاد-فنر مقدار 

) بیان شده در جدول 1 و با  )W x با استفاده از روش گالرکین و مقادیر 
جایگذاری معادله )22( در معادله های )20( و )21(، فرم کلی معادله  های )20( 

و )21( به شکل زیر به ترتیب با میرایی و بدون میرایی بازنویسی می شود:

)23(
( )2

1 3 2 1θ µ α θ α θ α θ+ + + 

3 2

3 2 1 0α θ α θ α θ+ + + =

)24(3 2

3 2 1 0θ α θ α θ α θ+ + + =

Fig. 1. Rod with linear boundary condition (fixed-free)

Fig. 2. Rod with linear boundary condition (fixed-fixed

Table 1. Value of  W (x) for different boundary conditions [28]
Fig. 3. Rod with nonlinear boundary condition (fixed-mass)

Fig. 4. Rod with nonlinear boundary condition (free-spring)

شکل 1 : میله با شرایط مرزی خطی )گیردار-آزاد(

شکل 2 : میله با شرایط مرزی خطی )گیردار-گیردار(

جدول 1 : مقادیر )W(x برای شرایط تکیه گاهی متفاوت ]28[

شکل3 : میله با شرایط مرزی غیرخطی )گیردار- وزنه(

شکل 4 : میله با شرایط مرزی غیرخطی )آزاد-فنر(
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که در آن:
: ضریب میرایی بدون بعد 1µ

iα با توجه به نوع تکیه  گاه میله متفاوت است و مقادیر آن برای  مقادیر  
هرکدام از شرایط تکیه گاهی در جدول 2 مشخص شده است.

معادله  های حاصل که بر پایه مکانیک محیط پیوسته نوشته شده است، 
ارائه  دیگر  مراجع  به  نسبت  میله  ارتعاشاتی  تحلیل  برای  متفاوت  معادله  ای 
می  کند. اکثر مراجع برای تحلیل ارتعاشاتی، معادله خطی ]3 و 10 و 29-30[ 

یا غیرخطی تنها با جمله غیرخطی درجه سه ]8 و 31[ استفاده کرده  اند. 

1α2α3αنوع تکیه گاه

گیردار- آزاد
2

4

π2

2

π43

128

π

2π0گیردار- گیردار
43

8

π

2βگیردار- وزنه

2 3in
1 1

sin2
2 4

sβ β

β
β

− 
  

4 1 1
3 sin4

8 32
1 1

2 sin2
2 4

β β
β

β
β

−

−

 
  
 
  

2γآزاد- فنر

2 3cos 1

1 1
sin2

2 4

γ γ

γ
γ

−

+

  
 
  

4 1 1
3 sin4

8 32
1 1

2 sin2
2 4

γ γ
γ

γ
γ

−

+

 
  
 
  

تحلیل ارتعاشاتی بدون میرایی- 4
استفاده  اغتشاش  روش  از   )24( غیرخطی  ارتعاشاتی  معادله  حل  برای 
روش  که  است  شده  بیان  مختلف  فرم  های  به  اغتشاش  روش  است.  شده 
شده،  استفاده  حاضر  غیرخطی  معادله  حل  برای  که  چندگانه  مقیاس  های 
یکی از روش  های قدرتمند در حل معادله  های غیرخطی است. در این روش 

مقیاس  های زمانی به صورت زیر در نظر گرفته می شوند ]32[:

)25(       0,1, 2,n

nT t for nε= = …

که در آن:
T: پارامتر مقیاس زمانی

 
nT همچنین مشتق زمانی به فرم زیر به  صورت مشتق پاره  ای نسبت به 

بسط داده می شود.

)26(0 1
0 1

0 1

dT dTd
D D

d d T d T
ε

τ τ τ

∂ ∂
= + +…= + +…

∂ ∂

)27(( )
2

2 2 2

0 0 1 1 0 12
2 2 ...d

D D D D D D
d

ε ε
τ

= + + + +

داده  بسط  زیر می  تواند  به صورت   )24( معادله  که حل  فرض می  شود 
شود.

)28(
( ) ( )

( ) ( )
1 0 1 2

2

2 0 1 2 0 1 2

3
3

: , ,  

, , , , 

T T T

T T T T T T

θ τ ε εθ

ε θ ε θ

= +

+ +

با جایگذاری معادله های )27( و )28( در  اغتشاش است.  پارامتر   ε که 
معادله )24( و صفر قرار دادن ضریب   های ε2 ، ε3 و ε روابط زیر به دست 

می  آیند. 

)29-الف(
)29-ب(

)29-ج(

1 2 2

0 1 0 1;     0Dε θ ω θ+ =
2 2 2 2

0 2 0 2 0 1 1 2 1;   2D D Dε θ ω θ θ α θ+ = − −
3 2 2 2

0 3 0 3 0 1 2 1

3

0 2 1 2 1 2 3 1

;    2

              2 2

D D D D

D D

ε θ ω θ θ θ

θ α θ θ α θ

+ = − −

− − −

 بسامد طبیعی سامانه خطی است. با حل معادله )29-الف( 
10ω α= که  

2θ  به   صورت زیر به  1θ و  و قرار دادن پاسخ آن در معادله )29-ب(، مقادیر
دست می  آیند:

)30(0 0 0 0

1

i T i TBe Beω ωθ −= +

)31(0 0

2
22 2

2 2 2

0 03
i TB

e BB CCωα α
θ

ω ω
= − +
 
 
 

 CC و آن  مختلط  مزدوج   B نامشخص، مختلط  مقدار  یک   B که 
مقدار مزدوج مختلط عبارت بیان شده هستند. برای حذف جمله نامحدود از 
 باشد؛ بنابراین B مستقل از T1  است. با 

1 ) ( 0D B = معادله )29-ب( باید 
1 ) ( 0D B = 2θ در معادله )29-ج( و با توجه به اینکه 1θ و  جایگذاری مقادیر

، معادله فوق به   صورت زیر بازنویسی می  گردد:

)32(

2 2

0 3 0 3D θ ω θ+

0 0

2 2
22 3 0

0 2 2

0

10 9
2       

3
i Ti D B B B e ωα α ω

ω
ω

−
= − −

 
 
 

0 0

2 2
333 0 2

2

0

3 2
  

3
i TB e CCωα ω α

ω

− −
+ +
 
 
 

برای حذف جمله نامحدود از رابطه فوق  باید:

)33(
2 2

22 3 0
0 2 2

0

10 9
2 0       

3
i D B B B

α α ω
ω

ω

−
− =

قطبی صورت  به   B مقدار   )33( معادله  شکل  به  معادله  حل  برای   
حقیقی  ثابت  مقادیر     ξ و   η آن  در  که  می شود  نوشته     

1

2
  ieB ξη=

معادله )33( و جداسازی  B در  با جایگذاری شکل قطبی  2T هستند.  تابع 

جدول2 : مقادیر αi برای شرایط تکیه گاهی متفاوت
Table 2. Value of αi  for different boundary conditions
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قسمت  های حقیقی و موهومی روابط زیر حاصل می گردند.

)34(0ωη′ =

)35(
2 2

23 0 2

3

0

9 10

24

α ω α
ξ η

ω

−
=′

2 است، پس با انتگرال گیری از 

2  T tε= ξ  فقط تابع  با توجه به اینکه 
معادله )35( به دست می  آید:

)36(2
2 2

23 0 2
03

0

9 10
24

tξ ε ξ
α ω α η

ω
= +
 
 


−



در نتیجه:

)37(
2 2

2 23 0 2
03

0

9 101
exp

2 24
B t i

α ω α
η ε η ξ

ω
+

−
=

 
 
 

و   )28( معادله  در   )31( و   )30( معادله های  از   2θ و   
1θ دادن  قرار  با 

 بعد از حذف جمله نامحدود از معادله )32( و قرار دادن 
3θ همچنین محاسبه 

θ  به دست می   آید. آن در معادله )28(، مقدار 

)38(

( )

( )

( ) ( )

0

2 2

2
0

1

3 3 43 1 2
02

1

cos

1
1 cos 2 2

2 3

3 2
cos 3 3

24

t

t

t O

θ εη ω ξ

ε η α
ω ξ

α

α α α
ε η ω ξ ε

α

= +

− − + +

+
+ +

 
  

 
  

که در آن:

)39(( )
2

2 2 33 1 2
1 2

1

9 10
1   

24
O

α α α
ω α ε η ε

α

−
= + +

 
  

0ξ است که با توجه به شرایط  پارامترهای نامشخص در رابطه بالا εη و 
اولیه مشخص می  شوند. شرایط اولیه به صورت زیر در نظر گرفته شده است.

)40(( ) ( )0 , 0 0Dθ θ= =

که در آن، D مقدار  اولیه بدون بعد است.

پاسخ زمانی ارتعاشات میله با شرایط مرزی متفاوت، با دامنه اولیه بی    بعد 
0/2 در شکل های 5 تا 8 رسم شده است. در هرکدام از شرایط مرزی جواب 
حل تحلیلی ارائه شده با حل رانگ-کوتای درجه چهارم مقایسه شده است 

که جواب  ها انطباق خوبی دارند. 
با  میله  برای  اولیه  شرط  افزایش  با  غیرخطی  به  خطی  بسامد  نسبت 
به  توجه  با  است.  شده  داده  نشان   9 شکل  در  مختلف  تکیه  گاهی  شرایط 

Fig. 5. Dimensionless vibration amplitude for free-fixed rod 

Fig. 6. Dimensionless vibration amplitude for fixed-fixed rod

Fig. 7. Dimensionless vibration amplitude for fixed-mass rod

Fig. 8. Dimensionless vibration amplitude for free-spring rod 

Fig. 9. Influence of initial amplitude on linear to nonlinear frequency ratio
شکل 5 : دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار- آزاد 

شکل 6 : دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار- گیردار 

شکل 7 : دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار- وزنه 

شکل 8 : دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله آزاد- فنر 

شکل 9 : تأثیر دامنه اولیه بر نسبت بسامد خطی به غیرخطی
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شکل 9 مشاهده می  شود که با افزایش دامنه اولیه، تفاوت بین بسامد خطی 
و غیرخطی نیز افزایش می  یابد و این اهمیت بررسی پدیده ارتعاشاتی میله 
به فرم غیرخطی را در دامنه تحریک بزرگ نشان می  دهد. علاوه بر این که 
بالاتر،  دامنه  های  در  فنر  آزاد-  میله  برای  غیرخطی  و  خطی  بسامد  تفاوت 

بیشتر است. 
همانطور که در شکل 10 نشان داده شده است، اختلاف بسامد خطی و 
غیرخطی برای میله دو سر گیردار هم با افزایش دامنه اولیه افزایش می  یابد؛ 

اما مقدار بسامد غیرخطی از بسامد خطی بیشتر است.

تحلیل ارتعاشاتی با میرایی- 5
به فرم معادله )41(  با میرایی، معادله )23(  برای حل معادله غیر  خطی 

بازنویسی می شود.

)41(( )

2

0

2 3 2

1 3 2 1 3 2

θ ω θ

ε µ α θ α θ α θ α θ α θ

+ =

− + + + +  



 بسامد طبیعی سامانه خطی است. مشابه بخش 
10ω α= که در آن  

قبلی فرض می   شود که حل معادله )41( به صورت زیر می    تواند بسط داده 
شود.

)42(( ) ( ) ( )0 0 1 1 0 1: ,  ,t T T T Tθ ε θ εθ= + +…

با جایگذاری معادله   های )27( و )42( در معادله )41( و صفر قرار دادن 
جملات ضریب ε روابط زیر به دست می  آیند. 

)43(0 2 2

0 0 0 0;     0Dε θ ω θ+ =

)44(
1 2 2

0 1 0 1 1 1 0 0 1 2 0 0 0

2 2 2

1 3 0 0 0 0 1 0 2 0 3 0

;   

      2

D D D

D D D

ε θ ω θ µ α θ µ α θ θ

µ α θ θ θ α θ α θ

+ = − −

− − − −

پاسخ معادله )43( به   صورت زیر است:

)45(0 0 0 0

0

i T i TBe Beω ωθ −= +

زیر  صورت  به    فوق  معادله   ،)44( معادله  در  0θ مقدار   جایگذاری  با 
بازنویسی می گردد:

)46(

2 BBα− + 2 2

0 1 0 1D θ ω θ+ =

0 0

2

1 1 1 33[ Bi B Biµ α ω µ α ω+− −
( ) ( ) 0 0

01 32 3 ] i TeD Bi BB ωω α−            
0 02 2

1 2

2

0 2

i TB i B e ωµ α ω α− +                    
0 03 3 3

1 3 0 3

i TB i B CCe ωµ α ω α− + +                        
 CC و  آن  مزدوج مختلط   B نامشخص،   مقدار مختلط  B یک  که 
مقدار مزدوج مختلط عبارت بیان شده هستند. برای حذف جمله نامحدود از 

رابطه فوق  باید:

)47(
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1 1 0 1 3 0 1 03 2Bi B Bi D Biµ α ω µ α ω ω− + −

( )3 3 0BBα− =                                     
دست  به  زیر  شکل  به  نامحدود  جمله  حذف  از  پس   )46( معادله  حل 

می   آید:
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1T ξ مقادیر ثابت حقیقی تابع  η و     نوشته می شود که در آن  
1

2
ieB ξη=

هستند. با جایگذاری شکل قطبی B در معادله )47( و جداسازی قسمت  های 
حقیقی و موهومی روابط زیر حاصل می گردند.
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و بعد از انتگرال گیری
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به دست  اولیه  اعمال شرایط  با  که  ثابت هستند  مقادیر  0ξ و   0η که 
و جایگذاری مقدار B در معادله  های )45( و )48(،  ξ ηو   می   آیند. با محاسبه 

مقدار پاسخ ارتعاشاتی میله با میرایی، از معادله )42( مشخص می   شود. 

Fig. 10. Influence of initial amplitude on nonlinear to linear frequency 
ratio for fixed-fixed rod

شکل 10:  تأثیر دامنه اولیه بر نسبت بسامد خطی به غیرخطی برای میله 
گیردار-گیردار
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21µ در  α با توجه به پاسخ به دست آمده، مشاهده می  شود که ضریب 
1 1µ α معادله  های )51( و )52( ظاهر نشده است؛ بنابراین، ضریب میرایی  

در پاسخ ارتعاشاتی میله تأثیر بیشتری دارند. پاسخ زمانی ارتعاشات  31µ α و 
اولیه بی   بعد  دامنه  با  و 

1 0.02µ = برای   و  با شرایط مرزی متفاوت  میله 
0/1 در شکل های   11 تا 14 رسم شده است که جواب در تمامی موارد با حل 

عددی هم  خوانی خوبی دارد.
میله  نوسانات  بسامد  نیز،  میرایی  با  حالت  در  میرایی  بدون  میله  مانند 
گیردار-گیردار که در شکل 12 نشان داده شده است، بیشتر از سایر شرایط 

مرزی است و نوسانات زودتر میرا می   شوند.
نمودار فاز برای شرایط مختلف تکیه  گاهی نیز در شکل های   15 تا 18 

رسم شده است که نشاندهنده پدیده میرایی هستند. 
در شکل 16 نوسانات میله گیردار-گیردار با بسامد بالاتر تأیید شده است.

ضریب  های  برای  را  خطی  به  غیرخطی  بسامد  نسبت   19 شکل 
میرایی مختلف برای میله گیردار-آزاد نشان می  دهد. با توجه به شکل، 
کاهش  خطی  و  غیرخطی  بسامد  اختلاف  میرایی  ضریب  افزایش  با 
می  یابد. پس برای مواد با خاصیت ویسکوالاستیک بیشتر، اختلاف بین 

Fig. 11.  Dimensionless vibration amplitude for free-fixed rod 

Fig. 13. Dimensionless vibration amplitude for fixed-mass rod

Fig. 14. Dimensionless vibration amplitude for free-spring rod 

Fig. 15. Phase plane for free-fixed rod 

Fig. 16. Phase plane for fixed-fixed rod Fig. 12. Dimensionless vibration amplitude for fixed-fixed rod

شکل 11: دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار- آزاد

شکل  13: دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار- وزنه

شکل 14: دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله آزاد-فنر

شکل15: نمودار فاز برای میله با شرایط تکیه  گاهی گیردار- آزاد

شکل16: نمودار فاز برای میله با شرایط تکیه  گاهی گیردار- گیردار شکل 12: دامنه ارتعاشات بی بعد برای میله گیردار-گیردار
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نسبت  و  ارتعاشات  زمانی  پاسخ  تغییرات  نیز  و  23   در شکل های 22 
نشان   AY/LK نسبت  تغییر  با  آزاد-فنر  میله  در  خطی  به  غیرخطی  بسامد 
بسامد  مقدار  نسبت،  این  افزایش  با  که  می  شود  مشاهده  است.  شده  داده 
نوسانات و نسبت بسامد غیرخطی به خطی کاهش می  یابد. پس برای میله با 
فنر سخت  تر، بررسی ارتعاشات غیرخطی در دامنه  های بزرگتر دارای اهمیت 

بیشتری است. 

تحلیل حساسیت- 6
تحلیل حساسیت برای تعیین مقدار وابستگی خروجی مدل مورد نظر به 
پارامتر  های ورودی مورد استفاده قرار می  گیرد و روش مهمی برای بررسی 

با سایر شرایط مرزی  تحلیل خطی و غیرخطی کمتر می  شود. میله 
رفتار مشابهی دارد.

در شکل های 20 و 21 تغییرات پاسخ زمانی و نسبت بسامد غیرخطی 
AL نشان داده شده است. 

M

ρ تغییر نسبت   با  به خطی در میله گیردار-وزنه 
نسبت  و  نوسانات  بسامد  مقدار  نسبت،  این  افزایش  با  که  می  شود  مشاهده 
بسامد غیرخطی به خطی افزایش می  یابد. پس برای میله با وزنه کوچکتر، 
بررسی ارتعاشات غیرخطی در دامنه  های بزرگتر دارای اهمیت بیشتری است.

Fig. 17. Phase plane for fixed-mass rod

Fig. 20. Influence of  ρAL/M  on time response of fixed- mass rod

Fig. 21. Influence of ρAL/M on nonlinear to linear frequency ratio with 
increasing of initial amplitude (fixed- mass rod)

Fig. 18. . Phase plane for free-spring rod 

Fig. 22. Influence of  AY/LK  on time response of free-spring rod

شکل17: نمودار فاز برای میله با شرایط تکیه  گاهی گیردار- وزنه

شکل 20 :  تأثیر نسبت ρAL/M  بر پاسخ زمانی ارتعاشات میله گیردار- وزنه

شکل 21 : تأثیر نسبت ρAL/M بر نسبت بسامد غیرخطی به خطی با 
افزایش شرط اولیه ) میله گیردار-وزنه(

شکل 18: نمودار فاز برای میله با شرایط تکیه  گاهی آزاد- فنر

شکل 22 : تأثیر نسبت AY/LK بر پاسخ زمانی ارتعاشات میله آزاد-فنر

شکل 19:  تأثیر ضریب میرایی بر نسبت بسامد غیرخطی به خطی با 
افزایش شرط اولیه )میله گیردار-آزاد(

Fig. 19. Influence of damping on nonlinear to linear frequency ratio 
with increasing of initial amplitude ( fixed-fixed rod)
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کیفیت مدل ارائه شده و اعتبار تحلیل مورد نظر شناخته می شود ]33[ .
J به صورت زیر تعریف می  شود ]34[  برای ارزیابی حساسیت مدل تابع
که در اینجا تأثیر تغییر ضریب  های غیرخطی و تغییر ضریب  های میرایی، بر 

پاسخ زمانی میله با شرایط تکیه  گاهی متفاوت بررسی شده است. 
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p ضریب های غیرخطی در  برای بررسی تأثیر تغییر ضریب های غیرخطی، 
ازای مقدار تغییر  به  ارتعاشات میله  ) پاسخ زمانی  ),t pθ 

معادله )24( و  
p  و N زمان شبیه  سازی را نشان می  دهد. برای بررسی تأثیر تغییر  یافته 

p  ضریب  های میرایی در معادله )23( است. ضریب های میرایی، 
J  برای زمان 5 ثانیه به دست آمده   در جدول های 3 و 4، مقدار تابع 
است. به این منظور تمامی ضریب  های معادله غیرخطی و ضریب  های میرایی 
±%10 تغییر داده می  شوند. نتایج به دست آمده از این روش در  به مقدار 

جدول های 3 و 4 ارائه شده است.
با توجه به جدول 3 مشاهده می  شود به جز تکیه گاه گیردار-گیردار که 
2α تأثیر بیشتری در پاسخ  صفر است، در سایر موارد تغییر ضریب 

2α پارامتر  
2α دارد، در حالی که در مراجعی که  ارتعاشاتی میله نسبت به تغییر ضریب
معادله غیرخطی برای بررسی پاسخ ارتعاشاتی میله معرفی کرده  اند، معمولًا 
در نظر گرفته می   شود ]8، 31[. 

2α یک غیرخطی درجه سه یعنی تنها ضریب 
1 1µ α با توجه به جدول 4 مشاهده می  شود که ضریب میرایی خطی  

تأثیر بیشتری بر پاسخ میله نسبت به ضریب  های غیرخطی دارد و همانطور 
که در بخش قبلی بیان شد، بین دو ضریب میرایی غیرخطی، ضریب میرایی 
در پاسخ ارتعاشاتی میله تأثیر بسیار کمی دارد. علاوه بر این که میله  1 2µ α

قرار  میرایی  ضریب های  تغییر  تأثیر  تحت  بیشتر  گیردار-گیردار  تکیه  گاه  با 
می  گیرد.

نتیجه   گیری- 7
نظر  در  و  لاگرانژی  بیان  از  استفاده  می  رود،  انتظار  اینکه  به  توجه  با 
گرفتن جابه جایی و کرنش بزرگ در نوشتن معادله  های ارتعاشاتی میله، رابطه 
دقیق  تری برای بررسی پاسخ ارتعاشات غیرخطی میله با شرایط تکیه  گاهی 
متفاوت به دست دهد. در این مقاله، به تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی میله 
شده  پرداخته  گرین-لاگرانژی  کرنش  تحت  متفاوت،  تکیه  گاهی  شرایط  با 
است تا تأثیر در نظر گرفتن این رابطه در پاسخ ارتعاشات غیرخطی میله با 
شرایط مرزی متفاوت بررسی شود و با توجه به این که همه مواد تا حدودی 
مجازی  کار  با  متناسب  ساختاری  میرایی  دارند،  ویسکوالاستیک  خاصیت 
ناشی از تغییرات نرخ زمانی کرنش، در نوشتن معادلات حاکم در نظر گرفته 
شده است. با استفاده از اصل هامیلتون معادله  های ارتعاشاتی میله به  صورت 
غیرخطی استخراج شده و سپس با استفاده از روش گالرکین معادله غیرخطی 
پاره  ای به معادله غیرخطی معمولی تبدیل شده است. معادله حاصل برخلاف 
مقالاتی که برای معادله ارتعاشاتی غیرخطی فقط جمله غیرخطی درجه سه 
را درنظر می  گیرند، دارای جمله غیرخطی درجه دو و سه است. این معادله به 
روش مقیاس  های چندگانه حل شده و پاسخ ارتعاشاتی میله با شرایط مختلف 
تکیه  گاهی در دو حالت بدون میرایی و با میرایی به دست آمده است. برای 

Fig. 23. Influence of  AY/LK  on nonlinear to linear frequency ratio with 
increasing of initial amplitude (free-spring rod)

Table 3. Value of J function for sensitive analysis of rod vibration 
response to change nonlinear coefficient 

Table 4. Value of J function for sensitive analysis of rod vibration 
response to change  damping nonlinear coefficient (10-5)

شکل 23: تأثیر نسبت AY/LK بر نسبت بسامد غیرخطی به خطی با 
افزایش شرط اولیه )میله آزاد-فنر(

جدول3 : مقدار تابع J برای بررسی حساسیت پاسخ ارتعاشاتی میله به 
تغییر ضریب های غیرخطی

جدول4 : مقدار تابع J برای بررسی حساسیت پاسخ ارتعاشاتی میله به 
تغییر ضریب های غیرخطی میرایی )10-5(

نوع تکیه گاه
1 1µ α1 2µ α1 3µ α

( )10%+ 6/2532220/0000030/000423گیردار- آزاد   
( )10%− 6/3547310/0000030/000423گیردار- آزاد   

( )10%+ 41/928520/0000060/009124گیردار- گیردار
( )10%− 44/498410/0000060/009124گیردار- گیردار
( )10%+ 3/1277610/0000010/000281گیردار- وزنه   
( )10%− 3/1768430/0000010/000281گیردار- وزنه   

( )10%− 3/1277610/0000010/000281آزاد- فنر       
( )10%− 3/1768430/0000010/000281آزاد- فنر       

)نوع تکیه گاه )2 10%α +( )2 10%α −( )3 10%α +( )3 10%α −

0/11110/12710/0003370/000337گیردار- آزاد
000/001400/00140گیردار-گیردار
0/10800/12140/0003470/000347گیردار- وزنه

0/24370/23610/0001510/000151آزاد- فنر
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بررسی دقت روش و صحت سنجی آن، نتایج به دست آمده از روش حاضر 
نشان  که  گردید  مقایسه  چهارم  درجه  رانگ-کوتای  عددی  روش  نتایج  با 
می  دهد روش تقریبی حاضر، دارای دقت خوبی است. نتایج زیر از این تحلیل 

به دست آمده است.
حالت -  در  مختلف  مرزی  شرایط  با  میله  زمانی  پاسخ  نمودارهای 

گیردار- تکیه  گاه  با  میله  که  می  دهد  نشان  میرایی  با  و  میرایی  بدون 
گیردار دارای بسامد نوسانی بیشتری نسبت به سایر شرایط مرزی است 

و همچنین زودتر میرا می شود.
رسم نمودار نسبت بسامد، نشان می  دهد که با افزایش مقدار دامنه - 

اولیه، تفاوت بین بسامد خطی و غیرخطی افزایش می  یابد و این اهمیت 
بررسی پدیده ارتعاشاتی میله به فرم غیرخطی را در دامنه بزرگ نشان 
می  دهد. علاوه بر این که، در میله آزاد-فنر تحلیل غیرخطی در دامنه  های 

بزرگ دارای اهمیت بیشتری است.
AY بر رفتار ارتعاشاتی و نمودار - 

LK AL و 

M

ρ بررسی تأثیر نسبت  های 
نسبت بسامد، نشان می  دهد که برای میله گیردار- وزنه با وزنه کوچکتر 
در  غیرخطی  ارتعاشات  بررسی  سخت  تر  فنر  با  فنر  آزاد-  میله  برای  و 

دامنه  های بزرگ  تر دارای اهمیت بیشتری است.  
با در نظر گرفتن رابطه کامل کرنش گرین- لاگرانژی و استفاده از - 

2α )ضریب آن بدون ساده  سازی در نوشتن معادله ارتعاشاتی میله، جمله 
( در معادله ارتعاشاتی غیرخطی میله ظاهر شد و تحلیل حساسیت  2θ

 صفر است، 
2α تکیه گاه گیردار-گیردار که جمله  به جز  داد که  نشان 

2α  تأثیر بیشتری در پاسخ ارتعاشاتی میله  در سایر موارد تغییر ضریب 
پاسخ  به  یافتن  دست  برای  بنابراین  دارد؛   3α تغییر ضریب  به  نسبت 
در  متفاوت،  تکیه  گاهی  شرایط  در  میله  ارتعاشات  بررسی  برای  دقیق، 
حاکم،  معادله  آوردن  دست  به  در  گرین-لاگرانژی  کرنش  گرفتن  نظر 

لازم است.
رسم نمودار نسبت بسامد، برای ضریب  های مختلف میرایی، نشان - 

می  دهد که با انتخاب ماده با خاصیت ویسکوالاستیک بیشتر اختلاف بین 
تحلیل غیرخطی و خطی در دامنه های بیشتر کاهش می یابد.

بررسی میرایی غیرخطی بر پاسخ ارتعاشاتی میله نشان می  دهد که - 
، تأثیر بسیار کمی بر پاسخ ارتعاشاتی میله دارد و نمودار فاز  1 2µ α ضریب 

برای شرایط مرزی متفاوت پدیده میرایی را تأیید می   کند.
نتایج نشان می  دهد که ضریب میرایی خطی نسبت به ضریب  های - 

میرایی غیرخطی، تأثیر بیشتری بر پاسخ ارتعاشی میله دارد و تأثیر تغییر 
این ضریب  ها با توجه به نوع تکیه  گاه بر پاسخ میله متفاوت می  باشد. میله 
با تکیه  گاه گیردار-گیردار بیشتر تحت تأثیر تغییر ضریب  های میرایی قرار 

می گیرد.
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