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چکیده: این مطالعه به بررسی ارتعاشات جانبی صفحات تک لایه و چند لایه با معماریهای متفاوت گرافن/برن نیترید در 
محیط حرارتی می پردازد. بدین منظور ابتدا نیروی واندوالز بین صفحات با استفاده از معادله لنارد-جونز 6-12 شبیه سازی 
شده است. سپس از تئوری ورق اصلاح شده دو متغیره برای شبیه سازی رفتار ارتعاشی صفحات مرکب تک لایه گرافن/برن 
نیترید یا صفحات مرکب با چیدمان عمودی، استفاده شده است. برای آمیختن اثر سایز با فرضیات تئوری ورق اصلاح شده 
دو متغیره، از تئوری آیفانتیس برای استخراج انرژی پتانسیل غیر کلاسیک استفاده شده است، همچنین با یک مقیاس طول 
اضافی از گرادیان سرعت نیز در استخراج انرژی جنبشی بهره گرفته شده است. برای استخراج معادلات مقادیر ویژه حاکم بر 
مساله از اصل همیلتون توام با  روش ریتز استفاده شده است. یافته ها نشان می دهند که در تعداد لایه های ثابت گرافن و 
برن نیترید با انتخاب چیدمانی مناسب می توان فرکانس پایه غیر هم فاز را کمینه یا بیشینه نمود.  در نانوصفحات مرکب تک 
لایه با کنترل فضای اشغال شده توسط برن نیترید می توان فرکانس پایه نانو ورق را بهبود بخشید.  صرف نظر از نوع ورق 

مرکب مورد مطالعه، با افزایش دما یا افزایش مقیاس طول، فرکانس پایه کاهش می یابد.
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مقدمه- 1
به  نیترید  برن  و  گرافن  نانوصفحات  همچون  بعدی  دو  نانوسازه های 
دلیل خواص منحصربه فردشان که آنها را کاندیداهای مناسبی برای گسترده 
جلب  خود  به  را  محققین  از  بسیاری  توجه  می گرداند،  کاربردها  از  وسیعی 

کرده اند. 
نور  و  حرارتی  مکانیکی،  الکتریکی،  خواص  دارای  گرافن  نانوصفحات 
در  استفاده  برای  مناسب  نامزد  یک  می تواند  و  است  برجسته ای  شناختی 
پوشش سطح، حسگرهای شیمیایی، نانوکامپوزیت ها با پایه گرافن ]1[، مافوق 
خازن ها، الکترودهای ترانما، سلول های نیروزای نوری و دستگاه های زیستی 
]2[ باشد؛  لذا تحقیقات قابل ملاحظه ای پیرامون رفتار مکانیکی نانوصفحات 
گرافن در یک یا چند لایه صورت گرفته است.  ظرفیت تحمل بار ایستایی 
]7-3[، ارتعاشات خطی ]11-8[ و ارتعاشات غیرخطی ]4 و 13- 12[ از جمله 

مواردی است که بسیار به آنها پرداخته شده است.  
ساختار  دارای  گرافن،  نانوصفحات  همچون  نیترید،  برن  نانوصفحات 
به  اتم های کربن،  به جای  تفاوت که  این  با  زنبوری هستند  شبکه ای لانه 
صورت یک در میان اتم های برن و نیتروژن در شبکه قرار گرفته اند ]14[. 
عایق  حرارتی،  و  شیمیایی  قوی  پایداری   خواص  نیترید  برن  نانوسازه های 
الکتریکی، هدایت حرارتی خارق العاده و قابلیت حس جرم را از خود نشان 

ziaee@yu.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

میکرو/  در  بالا  با هدایت حرارتی  عایق  عنوان  به  تاکنون  و   ]15[ می دهند 
نانودستگاه های الکترونیکی، ساتع کننده نور ماوراء بنفش در اپتوالکترونیک و 
پرکننده های نانو در نانوکامپوزیت های استحکام بالا و رسانای حرارت استفاده 
شده اند ]16[. با این وجود، در مقایسه با نانوسازه های کربنی مطالعات چندانی 
در پیش بینی رفتار مکانیکی این نانوسازه ها صورت نگرفته است؛ هرچند که 
محققین با استفاده از روش های گوناگون مانند ای-بی اینیشیو1 ]16 و 17[، 
لنارد-جونز 6-12 ]18[ و مکانیک مولکولی ]15  الکتروستاتیک و  پتانسیل 
و 19[، ثابت های مکانیکی صفحات برن نیترید را تخمین زده اند. مدل های 
دارای  نیترید  برون  نانوصفحات  که  دادند  نشان  ترکیبی  اتمی  محدود  اجزا 
نوع  این   براساس  می باشند.  صفحه ای  درون  ارتوتروپیک  مکانیکی  رفتار 
زده  تقریب   0/98 نیترید  برن  نانوصفحات  غیرایزوتروپی  درجه  شبیه سازی 

شده است ]15[. 
پیش بینی خواص مکانیکی نانوسازه های ترکیبی ساخته شده از گرافن/

برن نیترید به صورت یک سامانه لایه ای متشکل از نانوسازه های برن نیترید 
و نانوسازه های کربنی ]20 و 21[ یا به صورت یک صفحه با محدوده های 
کنترل شده مرکب از برن نیترید و گرافن ]22[، از جمله مباحثی است که اخیراً 
به آن پرداخته می شود. در برخی از این سازه ها، لایه های نازک برن-نیترید 
این  یا پوشش محافظتی گرافن عمل می کنند. همچنین  به عنوان زیرلایه 

1 Ab initio
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ساختار لایه ای برای ساخت تجهیزات عمودی که کلاس جدیدی از تجهیزات 
اصطکاک  و  ارتعاش   .]23[ توجه هستند  مورد  بسیار  می باشند،  الکترونیکی 
داخلی نانوسازه هیبریدی مشتمل بر تک لایه گرافن قرار گرفته میان دو لایه 
)BN/G/BN( تحت فشار خارجی در مرجع ]20[ مورد مطالعه  نیترید  برن 
قرار گرفته است. نتایج نشان می دهد که  نه تنها ضریب اصطکاک داخلی 
معماری BN/G/BN، 66/67 درصد بیشتر از ضریب اصطکاک داخلی یک 
نانوصفحه سه لایه از گرافن می باشد؛ بلکه بسامد طبیعی این معماری نیز 
بیشتر است. در مقایسه با مواد معمول، حساسیت بیشتر بسامد طبیعی درون 
معماری  این  خارجی،  فشار  به   BN/G/BN معماری  در  گرافن  صفحه ای 
می گرداند  اهمیت  حائز  نیرو  میکرو/نانو حسگرهای  در  حسگر  عنوان  به  را 
در  نیترید  گرافن/برن  مرکب  نانوصفحه تک لایه  مکانیکی  ]20[.  خواص 
از دینامیک مولکولی مورد مطالعه قرار گرفته است.  با استفاده  مرجع ]22[ 
این مطالعه نشان می دهد که اضافه شدن سطح اندکی برن نیترید به صفحه 
گرافن منجر به افت قابل ملاحظه استحکام تسلیم نانوصفحه می شود هرچند 
یا  گرافن  به صفحه  نسبت  را  قویتری  مومسان  رفتار  مرکب  نانوصفحه  که 
برن نیترید خالص از خود نشان می دهد ]22[.  کرنش فشاری دو محوری در 
نانوصفحه مرکب تک لایه گرافن/برن نیترید در دو شکل مثلثی و متوازی 
از عدم  از سیکل حرارتی دما بالا ناشی  با شرایط مرزی ساده بعد  السطوح 
تطابق ضریب انبساط حرارتی آنها نیز توسط پان و همکاران ]24[ با استفاده 

از روش اجزا محدود مطالعه شده است.
با توجه به مطالعات اندکی که پیرامون رفتار مکانیکی نانوصفحات مرکب 
تک لایه و ترکیبی-لایه ای متشکل از برن نیترید و گرافن شده است، در 
این مطالعه به ارتعاشات جانبی صفحات تک لایه و چند لایه با معماری های 
رفتار  مطالعه  برای  است.  شده  پرداخته  حرارتی  محیط  در   G/BN متفاوت 
روش  با  شبیه سازی  آزمایشگاهی،  روش  بر  علاوه  نانوسازه ها،  مکانیکی 
پیوسته، دو روش نظریه  از نظریه های محیط  استفاده  دینامیک مولکولی و 
هستند که برای درک رفتار مکانیکی نانوسازه ها همچون نانوسازه های کربنی 
دینامیک  شبیه سازی  اگرچه  می شوند.  استفاده  نیترید  برن  نانوسازه های  یا 
مولکولی می تواند نتایج پرباری برای درک رفتار مکانیکی نانوسازه ها در اختیار 
محققین قرار دهد، با این وجود به سبب نیاز به توان محاسباتی بسیار بالا، 
این روش محدود به تحلیل سامانه های اتمی در ابعاد کوچک و در بازه های 
زمانی بسیار کوچک می باشد ]25 و 26[. نظر به این که در مقیاس نانو، انجام 
مدل های  توسعه  لذا  و 26[   25[ است  هزینه بر  و  بی نهایت سخت  آزمایش 
مکانیک محیط پیوسته برای تحلیل نظری رفتار مکانیکی نانوسازه ها مطلوب 

محققین می باشد.
بررسی  به هنگام  پیوسته  نظریه های محیط  به  اثر سایز  الحاق  اهمیت 
رفتار مکانیکی میکرو/نانوسازه ها بر کسی پوشیده نیست و به همین منظور 
در  را  اضافه تری  ماده  ثابت های  که  بالاتر  مرتبه  پیوسته  نظریه های محیط 
نظریه    ]29[ میندلین  راستا  این  در   .]28 و   27[ شده اند  ارائه  می گیرند  بر 
ارائه کرد. در  الاستیسیته ای را که دربرگیرنده تأثیر میکروساختار می باشد، 

نظریه اولیه میندلین، انرژی کرنشی به صورت تابعی از کرنش ماکروسکوپی، 
اختلاف میان تغییرشکل ماکروسکوپی، میکروسکوپی و گرادیان تغییرشکل 
میکروسکوپی بود ]29[. در این نظریه، انرژی کرنشی برای مواد ایزوتروپ 
دربرگیرنده 16 ضریب ساختاری علاوه بر ثابت های لامه1 می باشد. شایان 
ذکر است که در این نظریه، انرژی جنبشی نه تنها تابعی از سرعت بلکه تابعی 
نیز می باشد. بدین ترتیب  از نرخ تغییرات زمانمند تغییرشکل میکروسکوپی 
یک مقیاس طول اضافی نیز در تعریف انرژی جنبشی دیده می شود ]29[. 
میندلین این نظریه را ساده کرد و سه ویرایش جدید را که در رابطه فرض 
شده بین گرادیان تغییرشکل میکروسکوپی و جابه جایی ماکروسکوپی با هم 
متفاوت بودند، ارائه نمود ]28[. نظریه ساده شده میندلین که در آن انرژی 
کرنشی فقط تابعی از گرادیان مرتبه اول تانسور کرنش می باشد )نظریه ساده 
شده میندلین فرمت 2( علاوه بر ثابت های لامه، پنج ثابت جدید ماده دیگر 
را نیز دربر می گیرد و نظر به این که در این نظریه ساده شده، انرژی جنبشی 
جدید  ماده  ثابت های  کل  لذا  می باشد؛  سرعت  گرادیان  و  سرعت  از  تابعی 
ماده  ثابت  پنج  نظریه،  این  در   .]30[ نظریه 6 عدد می باشد  این  در  موجود 
جدید تعریف شده در انرژی کرنش را می توان در دو ثابت جدید گروه بندی 
تعداد  ترتیب  بدین  شود(  مراجعه   ]28[ مرجع  به  بیشتر  جزئیات  )برای  کرد 
تقلیل می   3 به   6 از  نظریه  این  در  تعریف شده  ماده جدید  ثابت های  کل 
آیفانتیس2 در حوزه پلاستیسیته و الاستیسیته  یابد ]28[. براساس مطالعات 
غیرخطی، آیفانتیس و همکاران نظریه گرادیان الاستیسیته دیگری را با یک 
مقیاس طول ارائه کردند ]28[. معادله حاکمه این نظریه تابعی از کرنش و 
لاپلاسین کرنش می باشد. می توان نشان داد که نظریه گرادیان الاستیسیته 
آیفانتیس حالت خاصی از  نظریه ساده شده میندلین فرمت 2 برای مسایل 
استاتیکی می باشد. کافی است که دو ثابت ماده جدید تعریف شده در نظریه 
جدید  ماده  ثابت  پنج  گروه بندی  از  )حاصل   2 فرمت  میندلین  شده  ساده 
تعریف شده در انرژی کرنشی( با هم برابر قرار داده شود تا نظریه ساده شده 
میندلین فرمت 2 به نظریه گرادیان الاستیسیته آیفانتیس تبدیل شود ]31[. 
براساس نظریه گرادیان کرنش میندلین، نظریه گرادیان کرنش تعدیل شده3 
ای  ارائه شد که در انرژی کرنشی آن فقط 3 مقیاس طول جدید برای مواد 
این نظریه، چگالی  پیشنهاد شده است ]32[. در  ایزوتروپ الاستیک خطی 
نامتقارن می باشد  تانسور گرادیان چرخش  از  تغییرشکل کل مستقل  انرژی 
و فقط تابعی از تانسور کرنش متقارن، بردار گرادیان اتساع4، تانسور گرادیان 
دیگر  از   .]32[ می باشد  متقارن  گرادین چرخش  تانسور  و  انحرافی5  کشش 
کوپل  نظریه  به  می توان  شده  شناخته  بالا  مرتبه  غیرکلاسیک  نظریه های 
تنش ]33[ با دو مقیاس طول جدید تعریف شده برای انرژی کرنشی مواد 
مقیاس  با یک   ]34[ تعدیل شده  تنش  کوپل  نظریه  و  ایزوتروپ  الاستیک 

1 Lame’s constants
2 Aifantis
3 Modified strain gradient theory
4 Dilatation gradient vector
5 Deviatoric stretch gradient tensor
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طول جدید تعریف شده در انرژی کرنشی اشاره کرد. می توان نشان داد که 
نظریه کوپل تنش تعدیل شده حالت خاصی از نظریه گرادیان کرنش تعدیل 
شده می باشد. اگر در نظریه گرادیان کرنش تعدیل شده، 2 مقیاس طول از 
3 مقیاس طول ماده  تعریف شده، صفر گذاشته شود، گرادیان کوپل تنش 
تعدیل شده حاصل می گردد ]35[. نظریه الاستیسیته غیرمحلی ایرینگن1 که 
بیشمار در تحلیل رفتار مکانیکی )استاتیکی و دینامیکی( نانوساختارها با پایه 
کربن استفاده می شود ]45- 36[ دربرگیرنده تانسور تنش و گرادیان تانسور 
می شود  بیان  جدید  ماده  طول  مقیاس  یک  براساس  فقط  و  می باشد  تنش 
پارامتر غیرمحلی  مناسب  انتخاب  نتایج موجود، واضح است که  پیرو   .]28[
ایرینگن )مقیاس کوچک( متضمن دقت شبیه سازی رفتار  موجود در نظریه 
مکانیکی نانوسازه هایی همچون نانوسازه های کربنی می باشد. محققینی که 
رفتار مکانیکی نانوسازه ها را با استفاده از دو مدل نظریه الاستیسیته غیرمحلی 
و شبیه سازی دینامیک مولکولی مطالعه کرده اند، نشان دادند که مقدار مقیاس 
کوچک یا پارامتر غیرمحلی نه تنها به ماده، بلکه به شرایط مرزی، کایرالیتی2، 
همکاران  و  ژانگ   .]37-45[ دارد  بستگی  حرکت  ماهیت  و  ابعادی  نسبت 
]37[ نتایج حاصل از تحلیل کمانش نانولوله های کربنی تک لایه با شرایط 
از نظریه الاستیسیته غیرمحلی به دست آورده  با استفاده  مرزی ساده را که 
بودند با نتایج موجود از شبیه سازی دینامیک مولکولی مقایسه کردند و  مقدار 
مقیاس کوچک  )e0( را  0/82 پیش بینی نمودند. هیو و همکاران ]38[ به 
روشی مشابه، مقدار مقیاس کوچک )e0( را برای تفرق امواج عرضی 0/6 و 
برای تفرق امواج پیچشی  بین 0/2 تا 0/23 اعلام نمودند. خادم الحسینی 
تحلیل کمانش  در   )e0( مقیاس کوچک  اعلام کردند که   ]39[ و همکاران 
پیچشی نانولوله های کربنی تک لایه آرمچیر و زیگزاگ بین 0/85 تا 0/86 
پارامتر غیرمحلی  دادند که مقدار  نشان  انصاری و همکاران ]40[  می باشد. 
)e0a(  برای تحلیل کمانش محوری نانولوله های کربنی تک لایه با توجه 
با  نانولوله  برای  را  نانومتر  مقدار 0/54  آنها  تغییر می کند.  مرزی  به شرایط 
گیردار-گیردار،  مرزی  شرایط  برای  را  نانومتر   0/531 ساده،  مرزی  شرایط 
نانومتر را برای  نانومتر را برای شرایط مرزی گیردار-ساده و 0/722   0/55
شرایط مرزی گیردار-آزاد پیشنهاد دادند ]40[. دوان و همکاران ]41[ از نتایج 
رفته  به کار   )e0( کوچک  مقیاس  مقدار  تخمین  برای  مولکولی  شبیه سازی 
طبیعی  بسامدهای  پیش بینی  برای  که  غیرمحلی  تیموشنکو  تیر  نظریه  در 
نانولوله های کربنی تک لایه با شرایط مرزی گیردار-گیردار و یک سر درگیر 
استفاده شده بود، بهره گرفتند. نتایج آنها نشان می دهد که  شرایط مرزی، 
نسبت ابعادی و شکل مد بر مقدار مقیاس طول تأثیر بسزایی دارد. براساس 
گزارش آنها ]41[، مقدار پارامتر غیرمحلی )e0a( می تواند از 0 تا 2/66 نانومتر 
و  انصاری  توسط  شده  گزارش    )e0a( غیرمحلی  پارامتر  مقدار  کند.  تغییر 
لایه  تک  گرافن  صفحات  جانبی  ارتعاش  شبیه سازی  برای   ]42[ همکاران 
متضمن تأثیر بسزای شرایط مرزی و تأثیر اندک کایرالیتی بر مقدار پارامتر 

1 Eringens theory
2 Chirality

غیرمحلی می باشد. مقادیر پیشنهادی آنها برای نانوصفحه گرافن زیگزاگ با 
شرایط مرزی چهار طرف ساده و چهار طرف گیردار به ترتیب  1/41 نانومتر 
و 0/87 نانومتر می باشد. نتایج آنها برای نانوصفحه آرمچیر با شرایط مرزی 
مشابه با نانوصفحه زیگزاگ به ترتیب 1/34 نانومتر و 0/71 نانومتر می باشد. 
نتایج آنها نشان می دهد که مقدار مقیاس طول با تغییر نسبت ابعادی نانوورق 
تغییر نمی کند ]42[. این در حالی است که مطالعه شن و همکاران ]43[ معرف 
تأثیر ابعاد نانوورق به علاوه  کایرالیتی بر مقدار پارامتر غیرمحلی به کار رفته در 
شبیه سازی نانوصفحات گرافن می باشد. نتایج آنها ]43[ نشان می دهد که با 
تغییر نسبت ابعادی و کایرالیتی نانوصفحات گرافن، مقدار پارامتر غیرمحلی 
)e0a( بین 0/67-0/22 نانومتر تغییر می کند.  انصاری و سهمنی ]44[ مقدار 
مناسب پارامتر غیرمحلی برای شبیه سازی کمانش دو-محوری نانوصفحات 
گرافن تک لایه با شرایط مرزی ساده را پیش بینی نمودند. جالب توجه آن که 
شده  استفاده  غیرمحلی  ورق  نظریه  نوع  برخلاف  می دهد  نشان  آنها  نتایج 
در شبیه سازی که بر مقدار مقیاس کوچک تأثیر می گذارد، کایرالیتی  تأثیر 
مقدار   ]45[ همکاران  و  میاندوآب  ندارد.   کوچک  مقیاس  مقدار  بر  چندانی 
ارتعاش جانبی میکرو-تیرهای  پارامتر غیرمحلی )e0a( را به هنگام مطالعه 

پلی سیلیکون، 8 میکرومتر  تخمین زده اند.
برای شبیه سازی  ای  به طور گسترده  ایرینگن  نظریه غیرمحلی  اگرچه 
نتایج  میان  که  خوبی  توافق  سبب  به  کربنی  نانوسازه های  مکانیکی  رفتار 
دینامیک  شبیه سازی  و  غیرمحلی  پیوسته  محیط  نظریه های  از  حاصل 
مولکولی وجود دارد، استفاده می شود؛ اما این نظریه اجازه ساخت تابع انرژی 
را نمی دهد ]46[ لذا، نظر به این که یک نظریه گرادیان الاستیسیته قوی برای 
پایدار  کرنش  گرادیان  ترکیب  از  سازه ها  میکرو/نانو  دینامیکی  رفتار  تحلیل 
فرمت  میندلین  شده  ساده  نظریه  )مانند  می باشد  حاصل  شتاب  گرادیان  با 
ارتعاشی  رفتار  شبیه سازی  در  نظریه  نوع  این  از  مطالعه  این  در   ،]28[   )2
از  منظور  بدین  است.  شده  استفاده  نیترید  گرافن/برن  مرکب  نانوصفحات 
و  است  استفاده شده  سامانه  انرژی کرنش  استخراج  برای  آیفانتیس  نظریه 
در نگارش انرژی جنبشی نه تنها از سرعت بلکه از گرادیان سرعت نیز بهره 
گرفته شده است. شایان ذکر است که اسک و آیفانتیس ]47[ با استفاده از 
دینامیکی  تحلیل  به  شتاب  گرادیان  با  پایدار  کرنش  گرادیان  نظریه  تلفیق 
نانولوله های کربنی پرداخته اند و با بهره گیری از نتایج حاصل از شبیه سازی 

مولکولی مقادیر نظیر مقیاس های طول را تقریب زده اند.
پایین  مدهای  پیش بینی  برای  فقط  کیرشوف  ورق  نظریه  که  می دانیم 
ارتعاش صفحات نازک مناسب است. مطالعات انجام شده نشان می دهد که 
نظریه ورق کیرشوف بسامدهای مدهای مرتبه بالای ورق های نازک را نیز 
دیگر  نظریه های  از  استفاده  با  مهم  این  و   ]48[ می کند  برآورد  بالا  دست 
ورق مانند نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول یا نظریه های تغییرشکل برشی 
مرتبه بالا مانند نظریه تغییرشکل برشی مرتبه سوم، نظریه تغییرشکل برشی 
برشی  تغییرشکل  نظریه  و  چهارم  مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه  مثلثاتی، 
فرض  با  اول  مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه  است.  تصحیح  قابل  عمومی 
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کرنش برشی ثابت در ضخامت ورق، نیازمند ضرایب تصحیح برش می باشد 
تا اختلاف میان بیان تنش واقعی و بیان تنش ثابت فرض شده را جبران کند 
درحالی که در نظریه های مرتبه بالاتر نیاز به استفاده از ضرایب تصحیح برش 
برطرف شده است و ضمناً پیش بینی بهتری از رفتار ارتعاشی ورق ها می دهند 
کاهش  با  بالاتر  مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه های  بهبود  برای    .]49[
نظریه ورق  یابد،  آنها کاهش  آن که دقت  بدون  آنها  نامشخص  پارامترهای 
اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا(  توسط شیمپی 
برای مطالعه رفتار مکانیکی  ]50، 51[ پیشنهاد داده شد.  این نظریه اخیراً 
نانوورق ها مورد استفاده قرار گرفته است ]49 و 53-52[ . در این مطالعه از 
نظریه ورق اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( برای 
گرافن/برن  مرکب  نانوصفحات  ارتعاشی  رفتار  بر  حاکم  معادلات  استخراج 

نیترید بهره گرفته شده است. 
اندکی  مطالعات  به  توجه  با  شد،  اشاره  نیز  این  از  پیش  که  همان گونه 
که پیرامون رفتار مکانیکی نانوصفحات مرکب تک لایه و ترکیبی-لایه ای 
متشکل از برن نیترید و گرافن شده است، در این مطالعه به ارتعاشات جانبی 
محیط  در   G/BN متفاوت معماری های  با  لایه  چند  و  لایه  تک  صفحات 
بین صفحات  واندوالز  نیروی  ابتدا  بدین منظور  پرداخته شده است.  حرارتی 
با استفاده از معادله لنارد-جونز 6-12 شبیه سازی شده است. از نظریه ورق 
اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( و الحاق نظریه 
آیفانتیس توأم با گرادیان سرعت به آن و بهره گیری از روش ریتز معادلات 
پی  در  همچنین  است.  شده  استخراج  نانوصفحات  جانبی  ارتعاش  بر  حاکم 
شبیه سازی  برای  ساده  مرزی  شرایط  از  که   ]24[ همکاران  و  پان  مطالعه 
کرنش فشاری دو محوری ناشی از بار حرارتی نانوصفحات مرکب تک لایه 
گرافن/برن نیترید بهره گرفته اند، در این مطالعه نیز از این شرط مرزی برای 
شده  استفاده  حرارتی  محیط  در  مرکب  نانوصفحات  ارتعاشی  رفتار  تحلیل 

است.   

شبیه سازی نیروی واندروالز بین صفحات- 2
نیترید  نیترید-برن  برن  گرافن-گرافن،  لایه  دو  صفحات  نانو  در 
واندروالز که  نیروی  با   بین لایه ها  برهم کنش  نیترید،  یا گرافن-برن 
اداره  کرد،  6-12تشریح  لنارد-جونز  پتانسیل  انرژی  با  را  آن  می توان 
لایه  چند  نانوصفحات  مکانیکی  رفتار  تقریب  که  آنجایی  از  می شود. 
مستلزم شبیه سازی مناسب این نیرو می باشد؛ لذا در این بخش ابتدا 

نیروی واندر والز بین لایه ها فرموله شده است. 
r به واسطه نیروی واندروالز با استفاده از  انرژی بین دو اتم به فاصله 

مدل لنارد-جونز 6-12 به صورت زیر بیان می شود ]13 و 21 و 54-55[:

(1)( )
12 6

12 12
12 12 64V r

r r
σ σε
 

= −  
 

12σ دو پارامتر لنارد-جونز می باشند که مقادیر آنها برای  12ε و  که در آن 
اتم های کربن، برن و نیتروژن در جدول 1 فهرست شده است. شایان ذکر 
قانون مخلوط  براساس  نیترید  نیترید و کربن-برن  ثابت های برن  است که 

که در آن
(2)12 1 2ε ε ε=

(3)12 1 2( ) 2σ σ σ= +

می باشند، به دست آمده اند ]21[.
نیروی واندروالز را می توان با مشتق گیری از انرژی پتانسیل لنارد-جونز 

نسبت به فاصله بین اتم ها، r ، به دست آورد ]13 و 54[:

(4)( ) ( ) 13 7
12 12 12

12

24 2
V r

F r
r r r

ε σ σ
σ

 ∂    = − = −     ∂     

r و با توجه به اینکه نیروی  با استفاده از بسط تیلور حول فاصله تعادلی 
واندر والز تابعی فرد است ]13[ می توان نیروی واندروالز بین دو اتم را که در 

راستای دو اتم است، به صورت زیر تقریب زد ]13 و 54[:

(5)
( ) ( )

( )

14 8
12 12 12

2
12

16 10
312 12

4
12

24 26 7

336 65 6

F r r r
r r

r r
r r

ε σ σ
σ

σ σ
σ

    = − − −         
    − − −         

بر  عمود  راستای  در  نانوصفحه  لایه  دو  بین  برهم کنش  تعیین  برای 
صفحات، باید برآیند کل نیروهای واندروالز بین کل اتم ها در راستای عمود 

بر صفحه تصویر شود. 
بدین ترتیب کل نیروی عمود بر واحد سطح وارد بر صفحه i ام به صورت 

زیر قابل بیان است:

(6)
1,

N
q qi ij

j j i
=

= ≠
∑

از  ناشی  واحد سطح  بر  نیروی عمود  برآیند کل  معرف   qij آن  در  که 
N تعداد لایه هاست.  ام می باشد و  j ام و  i نیروی واندروالز  بین دو لایه 
qijها براساس نوع  qii صفر می باشد. چگونگی تعیین  شایان ذکر است که 

نانوصفحه، گرافن یا برن نیترید، در زیر آورده شده است.
در  می باشد.  اتم ها  از  بی نهایت  صفحاتی  براساس  می آید  پی  در  آنچه 
ضمن چگالی سطح اتم های برن و نیتروژن در صفحه برن نیترید و چگالی 

سطح اتم های کربن در صفحه گرافن به ترتیب 

Table 1. Lenard-Jones constants for different atoms [21]
جدول 1: ثابت های لنارد-جونز برای اتم های مختلف ]21[

 , eVε ,Aσ   

0/002635 3/369  C
0/004116 3/453  B
0/006281 3/365  N

0/005085 3/41  BN

0/00366 3/39  C BN−
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(7)( )22 3 3b bnlρ =

(8)( )22 3 3n bnlρ =

(9)( )24 3 3c clρ =

cl به ترتیب طول باند بین اتم های برن و  bnl و  می باشند که در آنها 
نیتروژن و   طول باند بین اتم های کربن قبل از تغییر شکل می باشند.

 نیروی واندروالز بین صفحه گرافن و برن نیترید- 1- 2
 cdAρ گرافن  صفحه  روی  بر   dA مساحت در  کربن  اتم های  تعداد 
( بر روی صفحه گرافن و نقطه ای  , ,x y zi i i می باشد. فاصله بین نقطه )
( روی صفحه برن نیترید )شکل 1( عبارت است  , ,j j jx y z به مختصات )
j معرف شماره  و   i ) و  ) ( ) ( )2 2 2

i j i j i jr x x y y z z= − + − + − از 
صفحه می باشد. با استفاده از معادله )5( برای تعیین نیروی واندروالز بین دو 
z و انتگرال گیری بر  اتم واقع شده در این دو نقطه و تصویر آن در راستای 
روی کل سطح می توان اندرکنش بین دو صفحۀ گرافن-برن نیترید بر واحد 

z به صورت زیر تقریب زد: سطح را در راستای 

(10)
( ) ( )

( ) ( )

14

2

8

16
,

2

10
3

3

24 26

7

336 65

7

Cm Cm
c m

Cm

i jCm

ij
m B N

Cm Cm

Cm

i jCm

r

z z
r r dxdy

r r
q

r

z z
r r dxdy

r r

ε σ
ρ ρ

σ

σ

ε σ
σ

σ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞=

−∞ −∞

     −      
  −  − −     =  

   −      
  −   − −       

∫ ∫

∑
∫ ∫

 ( ) ( ) ( )i j i jr r w w r z z− = − − از سوی دیگر می توان نشان داد که 
پس 

(11)( ) ( )3ij ij i j ij i jq C w w E w w= − + −

که در آن 

(12)
14 8

2 12 6
,

24 13 7
3 3

Cm Cm Cm
ij c m

m B N Cm ij ij
C

h h
ε πσ πσ

ρ ρ
σ=

  
 = − −     

∑

(13)
14 8

2 14 8
,

336 65 2
6 3

Cm Cm Cm
ij c m

m B N Cm ij ij
E

h h
ε πσ πσ

ρ ρ
σ=

  
 = − −     

∑

i ijh فاصله تعادلی بین دو صفحه گرافن و برن نیترید ) صفحه  که 
j ام( می باشد.  ام و 

i در حالت تعادل انرژی پتانسیل ناشی از نیروی واندروالز بین دو صفحه 
ام در واحد سطح عبارت است از )مراجعه شود به شکل 1 و معادله )1((: j ام و 

(14)

12 6

, 0

6
6

10 4
,

2 4

14
5 2

Ci Ci
ij c i Ci

i B N

Ci
c i Ci Ci

i B N ij ij

rdr
r r

h h

σ σ
πρ ρ ε

σ
πρ ρ ε σ

∞

=

=

     Φ = −        
 
 = −
 
 

∑ ∫

∑

 

 ijh ) و  ) ( )2 2
i j i jr x x y y= − + −

 2 و  2
ijr r h= +

 که 
ام( می باشد.  j ام و  i فاصله بین دو صفحه گرافن و برن نیترید ) صفحه 

نیروی واندروالز بین صفحات برن-نیترید- 2- 2
dA بر روی صفحه برن نیترید به  اتم های برن و نیتروژن در مساحت 
( بر  , ,x y zi i i N می باشد. فاصله بین نقطه ) dAρ B و  dAρ ترتیب 
( روی صفحه  , ,j j jx y z روی صفحه 1 برن نیترید و نقطه ای به مختصات )
 . ( ) ( ) ( )2 2 2

i j i j i jr x x y y z z= − + − + − 2 برن نیترید عبارت است از
حال با استفاده از معادله )5( برای تعیین نیروی واندروالز بین دو اتم واقع شده 
z و انتگرال گیری بر روی سطح  در این دو نقطه و تصویر آن در راستای 
می توان اندرکنش بین دو صفحۀ برن نیترید-برن نیترید بر واحد سطح را در 

z به صورت زیر تقریب زد: راستای 

(15)
( ) ( )

( ) ( )

14

2

8

16
, ,

2

10
3

3

24 26

7
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7

mn mn
m n

mn

i jmn

ij
m n B N

mn mn

mn

i jmn

r

z z
r r dxdy

r r
q

r

z z
r r dxdy

r r

ε σ
ρ ρ

σ

σ

ε σ
σ

σ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞=

−∞ −∞

     −      
  −  − −     =  

   −      
  −   − −       

∫ ∫

∑
∫ ∫

 ( ) ( ) ( )i j i jr r w w r z z− = − −   از سوی دیگر می توان نشان داد که 
پس 

(16)( ) ( )3ij ij i j ij i jq C w w E w w= − + −

که در آن 

(17)
14 8

2 12 6
, ,

24 13 7
3 3

mn mn mn
ij m n

m n B N mn ij ij
C

h h
ε πσ πσρ ρ

σ=

  
 = − −     

∑

(18)
14 8

2 14 8
, ,
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6 3

mn mn mn
ij j i

m n B N mn ij ij
E

h h
ε πσ πσ

ρ ρ
σ=

  
 = − −     

∑

ijh فاصله تعادلی بین دو صفحه برن نیترید می باشد.  که 
در حالت تعادل انرژی پتانسیل ناشی از نیروی واندروالز بین دو صفحه 
ام که هر دو از جنس برن نیترید می باشند در واحد سطح عبارت  j ام و  i

ست  از )مراجعه شود به شکل 1 و معادله )1((:ا

(19)

12 6

, , 0

6
6

10 4
, ,

2 4

14
5 2

mn mn
ij m n mn

m n B N

mn
m n mn mn

m n B N ij ij

rdr
r r

h h

σ σπρ ρ ε

σπρ ρ ε σ

∞

=

=

     Φ = −        
 
 = −
 
 

∑ ∫

∑

 

 ijh و   ( ) ( )2 2
i j i jr x x y y= − + −

 و   2 2
ijr r h= +

 که 
ام( می باشد.  j ام و  i فاصله بین دو صفحه برن نیترید ) صفحه 
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نیروی واندروالز بین صفحات گرافن- 3- 2
به طوری مشابه می توان نیروی عمود بر واحد سطح ناشی از اندرکنش 
بین دو صفحه گرافن-گرافن و انرژی پتانسیل واحد بر سطح نظیر آن را برای 
دو صفحه گرافن-گرافن به صورت زیر تقریب زد )برای جزئیات مراجعه شود 

به زیربخش 2-1 و 2-2(.

(20)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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2

8
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2
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3

24 26

7
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7

c
CC CC

ij
CC

i jCC

CC CC

CC

i jCC

ij i j ij i j

q
r

z z
r r dxdy

r r

r

z z
r r dxdy

r r

C w w E w w

ε σρ
σ

σ

ε σ
σ

σ

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞ +∞

−∞ −∞

   = −   
 

 −  − −    

  −   
 

 −  − − ≈     

− + −

∫ ∫

∫ ∫

(21)
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5 2c

CC
ij CC CC

ij ijh h
σ

πρ ε σ
 
 Φ = −
 
 

که در آن 

(22)
14 8

2
2 12 6

24 13 7
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CC CC CC
ij C

CC ij ij
C

h h
ε πσ πσ

ρ
σ

  
 = − −     

(23)
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2
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CC CC CC
ij C

CC ij ij
E

h h
ε πσ πσ

ρ
σ

  
 = − −     

گرافن  دو صفحه  بین  فاصله  و  تعادلی  فاصله  ترتیب  به   ijh و  ijh و 
ام( می باشد. j ام و  i )صفحه 

تعیین فاصله تعادلی میان صفحات- 4- 2
پتانسیل کل  انرژی  ابتدا  بین صفحات،  تعادلی  فاصله  تعیین  منظور  به 

سامانه با توجه به فرمول زیر یافت می شود. 

(24)
1

1 1

N N

ij
i j i

−

= = +
Φ = Φ∑ ∑

N معرف تعداد لایه ها است. توجه داشته باشید که در فاصله تعادلی  که 
انرژی  مشتق  دادن  قرار  صفر  با  لذا   .]55[ می باشد  کمینه  پتانسیل  انرژی 

را  تعادلی لایه های مجاور  فاصله  ) می توان  1)i ih + به  پتانسیل کل نسبت 
یافت.

استخراج معادلات حاکم بر ارتعاش جانبی صفحات N لایه گرافن/- 5- 2
برن نیترید

در این بخش با استفاده از اصل همیلتون و استفاده از روش ریتز دسته 
نیترید  گرافن/برن  صفحات  جانبی  ارتعاش  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادلات 
ورق  نظریه  بر  حاکم  فرضیات  با  سایز  اثر  تلفیق  برای  می شود.  استخراج 
اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( از نظریه آیفانتیس 

توأم با گرادیان سرعت استفاده شده است. 
پیرو اصل همیلتون معادله )25( برقرار می باشد:

(25)( ) ( )1
0

0
1

Nt k kT U W dt
k

δ δ δ
 

  − + =    = 
∑∫

) به ترتیب معرف انرژی جنبشی کل و انرژی  )kU )  و )kT که در آن 
 N می باشد.  واندروالز  نیروی  کار   W و  هستند  ام  k کل صفحه  کرنشی 

معرف تعداد لایه های ساختار می باشد.
به  می توان  را  جنبشی  انرژی  تغییرات  میندلین،  شده  ساده  نظریه  پیرو 

صورت زیر بیان کرد ]28[:

(26)
( )

( )( )2
, , , , , ,1

T u u v v w w dV
V

l u u v v w w dVi i i i i i
V

δ ρ δ ρ δ ρ δ

ρ δ δ δ

= + +

+ + + +

∫
∫

     

     

1l مقیاس طول می باشد؛ v، u و w مؤلفه های بردار  در معادله )26( ،
جابجایی هر نقطه از ورق به مختصات )x,y,z( می باشد که طبق فرضیات 
جابه جایی  بردار  مؤلفه های  برحسب  بیان  قابل  متغیره  دو  ورق اصلاح شده 

نقطه در صفحه میانی ورق مربوطه می باشند یعنی ]50[:
(27)( )( , , ) 0

w wb su x y z u z f z
x x

∂ ∂
= − +

∂ ∂

(28)( )( , , ) 0
w wb sv x y z v z f z
y y

∂ ∂
= − +

∂ ∂

(29)( , , ) ( , ,0) ( , ,0)w x y z w x y w x yb s= +

به صورت زیر تعریف می شود ]50[: ( )f z و تابع 

(30)( )
21 5

4 3
zf z z
h

   = −     

در   )x,y,0( مختصات  با  نقطه  هر  جابه جایی  بردار  مؤلفه های   )v0,u0(
برشی  و  خمشی  جزء  ترتیب  Wsبه  Wbو  می باشند،  ورق  میانی  صفحه 
( ),i  جابه جایی جانبی ورق می باشند ]50[. ).( مشتق جزئی نسبت به زمان و 

معرف مشتق جزئی نسبت به هر یک از مؤلفه های مختصات )x,y,z( می باشد. 
Uδ برای هر صفحه به صورت زیر نوشته می شود: طبق نظریه آیفانتیس 

(31)U dVij ijV
δ σ δε= ∫

ijε به ترتیب مؤلفه های تانسور تنش و کرنش می باشند  ijσ و که در آن 

Fig. 1. Position of the ith and jth nanoplate which are not necessarily 
in vicinity of each other, together with, geometric parameters used to 

simulate van der waals force.

شکل 1: موقعیت هندسی نانوصفحه i ام و j ام که ضرورتاً مجاور یکدیگر 
نیستند به همراه پارامترهای هندسی استفاده شده برای شبیه سازی نیروی 

واندروالز بین این دو نانو صفحه
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تعریف  زیر  صورت  به  صفحه  هر  برای  آن  در  تنش  تانسور  مؤلفه های  و 
می شوند ]28[:

(32)( )2
,C lij ijkl kl kl mmσ ε ε= −

طول  مقیاس   l و  کرنش  تانسور  لاپلاسین   ,kl mmε آن  در  که 
Cijkl را می توان بر اساس فرضیات حاکم بر نظریه ورق اصلاح  می باشند و 
شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( ]50[ برای یک صفحه 

ایزوتروپیک به صورت زیر نوشت ]47[:

(33)

0 0 011 12
0 0 012 11

0 0 0 066
0 0 0 066
0 0 0 0 66

Q Q
Q Q

Q
Q

Q

 
 
 
 =
 
 
 
 

C

که 

(34)
,11 122 21 1

66 2(1 )

E EQ Q

EQ G
v

ν

ν ν
= =

− −

= =
+

 G و  پواسون  نسبت   ν می باشد.  ورق  الاستیک  مدول  معرف   E که 
مدول صلبیت برشی هستند.

طبق فرضیات حاکم بر نظریه ورق اصلاح شده دو متغیره )نظریه 
تغییرشکل برشی مرتبه بالا(  روابط زیر برقرار هستند ]50[،

(35)( )
2 2

0
2 2

u w wb sz f z Txx x x x
ε α

∂ ∂ ∂
= − + − ∆

∂ ∂ ∂

(36)( )
2 2

0
2 2

v w wb sz f z Tyy y y y
ε α

∂ ∂ ∂
= − + − ∆

∂ ∂ ∂

(37)( )
2 21 0 0 2 2

2
u v w wb sz f zxy y x x y x y

ε
 ∂ ∂ ∂ ∂ = + − +
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

(38)1 ( )
2

w wdf zs s
xz x dz x

ε
∂ ∂ 

= + ∂ ∂ 

(39)1 ( )
2

w wdf zs s
yz y dz y

ε
 ∂ ∂

= + 
∂ ∂ 

و مشتق آن به صورت زیر تعریف  ( )f z که در معادلات )35( تا )39( تابع
شده اند ]50[:

(40)( )
21 5

4 3
zf z z
h

   = −     

(41)
( ) 21 5

4
df z z

dz h

   = −     

∆T تغییر یکنواخت دما  α معرف ضریب انبساط حرارتی و  در ضمن 
را نشان می دهد.

تغییرات کار نیروی خارجی را می توان به صورت زیر نوشت:

(42)( )( )
1 1

N N
W C w w w w dAij i j i j

i jA

δ δ δ= − −

= =
∑∑∫

مدل سازی  برای  که  است  خطی  فنر  سختی  معرف   ( )Cij− آن  در  که 

اندرکنش واندروالز استفاده شده است )معادلات )12(، )17( و )22( را ملاحظه 
نمایید( . 

بعد از جایگزین کردن معادلات )26( تا )42( به همراه تقریب مؤلفه های 
بردار جابه جایی صفحه میانی هر ورق با توابعی که شرایط مرزی هندسی آن 
ورق را ارضا می کنند )طبق روش ریتز( در معادله )25(، می توان دسته معادله 

دیفرانسیل معمولی حاکم بر ارتعاش ورق ها را یافت:

(43)
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( ) ( )

(1)11 1
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.. .. .. .. 0
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  
      = 

   
      





معادلات  در  ترتیب  به  K mnpq و  M mnpq مقادیر   )43( معادله  در 
بردار  معرف   ( )[ ] krpq و  شده اند  تعریف  ضمیمه  در  )6-الف(  تا  )1-الف( 
ام می باشد که معرف جابه جایی درون صفحه ای و جانبی  k جابه جایی لایه 
NS معرف تعداد توابع  , و , , 1, 2,...,m n p q NS= می باشد. همچنین 

شکل استفاده شده در تقریب مؤلفه های بردار جابه جایی می باشد.
ساده  مرزی  شرایط  با  لایه  چند  نانوصفحات  ارتعاشات  مطالعه  این  در 
مولکولی  دینامیک  تحلیل  نظر  نقطه  از  که  است  گرفته  قرار  مطالعه  مورد 
چهار  در  مرزی  اتم های  از  ردیف  )ثابت شدن( یک  سازی  غیرفعال  معادل 
سوی نانوورق ها می باشد. لذا مؤلفه های بردار جابه جایی با توابع شکل زیر که 
پیرو روش ریتز شرایط مرزی هندسی صفحات را ارضا می نمایند ]50[ )در 
نظریه غیرکلاسیک به کار گرفته شده، معادلات حاکم بر شرط مرزی هندسی 

نانوصفحات و ماکرو صفحات یکسان هستند(، تقریب خورده اند:
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( , , ) ( )sin( ) cos

( , , ) ( ) cos( )sin

( , , ) ( )sin( )sin

( , , ) ( )sin( )sin

NS NS

pq

p q

NS NS

pq

p q

NS NS

b Bpq

p q

N NS

s Spq

p q

p x q yu x y t U t
a b

p x q yv x y t V t
a b

p x q yw x y t W t
a b

p x q yw x y t W t
a b

π π

π π

π π

π π

= =

= =

= =

= =

 
=  

 

 
=  

 

 
=  

 

 
=  

 

∑∑

∑∑

∑∑

∑
S

∑
) به صورت زیر تعریف می شوند: )[ ] krpq لذا بردار جابه جایی 

(45){ }( )[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Tk

pq pq Bpq Spqpqr U V W W=

نظر به این که در ارتعاش آزاد خطی، بردار شتاب را می توان به صورت 
زیر برحسب بردار جابه جایی بیان کرد ]56[،

(46)1 ( ) 2 1 ( )[ ] [ ]N T N T
pq pq pq pqr r r rω= 

 

لذا با جاگذاری معادله )46( در معادله )43(، معادلات مقادیر ویژه حاکم 
بر بسامدهای طبیعی حاصل می گردد:
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(47)

( 1)(11)

( )

(1)11 1

2

1 ( )

.. 0

.. .. 0

0 0

[ ][ ] .. [ ]

.. .. .. ..

[ ] .. [ ] [ ]

mnpq

NN
mnpq

N
mnpq mnpq pq

N NN N
mnpq mnpq pq

M

M

rK K

K K r

ω

−
    
  × 
     

  
      =  

   
      

با حل معادله )47( می توان بسامدهای طبیعی و مدهای نظیر آن را یافت.

اعتبارسنجی مدل- 3
فاصله - 1- 3 و  نانوصفحات  بین  واندوالز  نیروی  خطی  مدل  اعتبارسنجی 

تعادلی
خطی  تقریب  جهت  شده  استخراج  معادلات  اعتبارسنجی  جهت 
واندروالز  نیروی  نانوصفحات چند لایه ضرایب تقریب خطی  بین  اندرکنش 
و  2.968meVε = 2/968meV مقادیر  از  استفاده  با  گرافن  لایه   10 نانو صفحه   یک 

است  ]54[ می باشد، محاسبه شده  از مرجع  برگرفته  σ که   =  3/407  =  3.407Aσ = 

جدول  به  شود  )مراجعه  شده اند  مقایسه   ]54[ مرجع  در  موجود  نتایج  با  و 
2(. همان گونه که دیده می شود، هم خوانی خوبی بین نتایج دیده می شود و 
براساس گزارش اعداد تا چهار رقم اعشار درصد اختلاف میان نتایج کمتر از 
0/1 درصد می باشد. باید توجه داشت که علامت منفی معرف جذب دو لایه 

و علامت مثبت معرف دفع دولایه می باشد ]54[.
شایان ذکر است که مقادیر گزارش شده متفاوتی برای پارامترهای لنارد-

جونز در مراجع مختلف دیده می شود که این تفاوت ها تأثیر قابل توجهی بر 
ضرایب تقریب خطی نیروی واندروالز دارد. به عنوان نمونه مقادیر موجود در 
σ = 3/369 = 3.407Aσ( برای تعیین =  2.968meVε و  = 2/635meV مرجع ]21[ نیز )یعنی 

ضرایب تقریب خطی واندروالز در یک نانوصفحه گرافن 10 لایه استفاده شده 
است. نتایج این محاسبه در جدول 3 آورده شده است. مقایسه نتایج موجود 
در جدول 2 و جدول 3 نشان می دهد که با کاهش حدودی 11 درصد مقدار 
σ، بیشترین ضریب تقریب خطی نیروی واندروالز که بین  ε و 1 درصد مقدار

لایه های مجاور دیده می شود 28 درصد کاهش می یابد.   
از سوی دیگر فاصله تعادلی محاسبه شده برای دو صفحه برن نیترید 
براساس معادلات پیشنهاد شده 0/34067 نانومتر است که حدوداً 10 درصد 
و  می باشد  نانومتر   0/38 یعنی   ]57[ مرجع  در  شده  گزارش  مقدار  از  کمتر 

 جدول 2: مقایسه ضرایب تقریب خطی نیروی واندروالز، GPa.nm-1 بین هر دو لایه از یک نانوصفحه گرافن 10 لایه ای
)اعداد بالایی در هر ردیف مقادیر گزارش شده در مرجع ]54[ می باشد و اعداد پایینی حاصل از محاسبات حاضر می باشد(

1jشماره لایه =11j =21j =31j =41j =51j =61j =71j =81j =91j =10

1i =10
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

0/00790
0/0079

0/00265
0/0026

0/00105
0/0010

0/00047
0/0005

0/00023
0/0002

1i =2-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

0/00790
0/0079

0/00265
0/0026

0/00105
0/0010

0/00047
0/0005

1i =31/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/6568

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

0/00790
0/0079

0/00265
0/0026

0/00105
0/0010

1i =40/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

0/00790
0/0079

0/00265
0/0026

1i =50/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

0/00790
0/0079

1i =60/00790
0/0079

0/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

0/03012
0/0301

1i =70/00265
0/0026

0/00790
0/0079

0/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

0/16889
0/1689

1i =80/00105
0/0010

0/00265
0/0026

0/00790
0/0079

0/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1/87206
1/8722

1i =90/00047
0/0005

0/00105
0/0010

0/00265
0/0026

0/00790
0/0079

0/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

-108/651
-108/656

1i =100/00023
0/0002

0/00047
0/0005

0/00105
0/0010

0/00265
0/0026

0/00790
0/0079

0/03012
0/0301

0/16889
0/1689

1/87206
1/8722

-108/651
-108/656

0
0

Table 2. Comparison of linear approximation of Lenard-Jones force coefficients between the two layers of a ten-layered graphene nanoplate (the 
presented data and the data reported by Ref. [54] are shown by the lower numbers and upper numbers, respectively )
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نتایج  با  نانومتر نزدیک می شود که  به مقدار 0/33  تعداد لایه ها  افزایش  با 
گزارش شده در مرجع ]14 و 57[ هم خوانی خوبی دارد که این امر می تواند 

معرف یک نتیجه قابل قبول باشد. 

طبیعی - 2- 3 بسامد   بر  حاکم  شده  استخراج  معادلات  اعتبارسنجی 
نانوصفحات 

جهت صحت سنجی معادلات استخراج شده حاکم بر ارتعاش نانوورق ها، 
) 1 0l l= =  در ابتدا پنج بسامد اول بی بعد شده صفحه تک لایه کلاسیک )

با نتایج موجود در مراجع ]50[ در جدول 4 مقایسه شده اند. درصد اختلاف 
مقادیر پیش بینی شده با نتایج گزارش شده در مرجع ]50[ که با استفاده از 

نظریه ورق اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( حاصل 
شده اند نیز در جدول 4 فهرست شده است. همان گونه که دیده می شود توافق 
خوبی میان داده ها وجود دارد. درصد اختلاف مقادیر پیش بینی شده با استفاده 
از نظریه ورق اصلاح شده دو متغیره )نظریه تغییرشکل برشی مرتبه بالا( و 

نظریه ورق ردی نیز در جدول 4 فهرست شده است. 
به منظور تأیید درستی نتایج حاصل از شبیه سازی نانوصفحات چند لایه، 
بسامد پایه هم فاز و غیر هم فاز یک نانوصفحه ده لایه گرافن که ضرایب مدل 
بین لایه های آن در جدول 2 فهرست شده است، محاسبه  واندوالز  نیروی 
شده و با نتایج حاصل از فرمول پیشنهادی در مرجع ]58[ مقایسه شده است. 
نتیجه این مقایسه در جدول 5 نشان داده شده است و براساس درصد اختلاف 
موجود )ستون سوم در جدول 5( توافق خوبی بین داده ها وجود دارد. اختلاف 
از  ناشی  غیر هم فاز،  بسامد  برای  پیش بینی شده  مقادیر  بین  4/27 درصد  
این مهم است که در مرجع ]58[ از فرضیات حاکم بر نظریه ورق کیرشوف 

 Table 3. Linear approximation of Lenard-Jones force coefficients between two layers of  ten-layered graphene nanoplate with ε=2.635 meV and
σ=3.369 A

 σ=3/369 A و ε=2/635 meV بین هر دو لایه از یک نانوصفحه گرافن 10 لایه ای به ازاء GPa.nm-1 ،جدول 3: ضرایب تقریب خطی نیروی واندروالز

1jشماره لایه =11j =21j =31j =41j =51j =61j =71j =81j =91j =10

1i =10-77/6491/55700/14020/02500/00660/00220/00090/00040/0002

1i =2-77/6490-77/6491/55700/14020/02500/00660/00220/00090/0004

1i =31/5570-77/6490-77/6491/55700/14020/02500/00660/00220/0009

1i =40/14020/5570-77/6490-77/6491/55700/14020/02500/00660/0022

1i =50/02500/14021/5570-77/6490-77/6491/55700/14020/02500/0066

1i =60/00660/02500/14021/5570-77/6490-77/6491/55700/14020/0250

1i =70/00220/00660/02500/14021/5570-77/6490-77/6491/55700/1402

1i =80/00090/00220/00660/02500/14021/5570-77/6490-77/6491/5570

1i =90/00040/00090/00220/00660/02500/14021/5570-77/6490-77/649

1i =100/00020/00040/00090/00220/00660/02500/14021/5570-77/6490

mnΩنتایج حاضر
نتایج موجود 

در مرجع 
]50[

نتایج حاصل 
از ورق ردی 

]50[

% اختلاف 
با نتایج 

موجود در 
مرجع ]50[

% اختلاف با 
نتایج حاصل 
از ورق ردی 

]50[

11Ω0/093020/09300/09310/02-0/085

12Ω0/221950/22200/2222-0/02-0/022

22Ω0/340620/34060/34110/0058-0/14

13Ω0/415060/41510/4158-0/0096-0/17

23Ω0/520790/52080/5221-0/0019-0/25

Table 4. Comparison between dimensionless frequencies 
(Ωmn=ωmnh√ρ/G ) of a simply supported square plate

جدول 4: مقایسه بین بسامدهای بی بعد شده Ωmn=ωmnh√ρ/G ورق 
مربعی با شرایط مرزی ساده

جدول 5: مقایسه بین بسامدهای پایه هم فاز و غیر هم فاز بی بعد شده یک 
)Ωmn=ωmnh√ρ/G( نانو صفحه 10 لایه مربعی با شرایط مرزی ساده

mnΩنتایج حاضر
با استفاده از فرمول 

پیشنهادی در 
مرجع ]58[

درصد 
اختلاف

11Ω0/010120/01015-0/2 )هم فاز(
11Ω0/087270/09117-4/27 )غیر هم فاز(

Table 5. Comparison between in-phase and out-of-phase dimensionless 
fundamental frequencies ( Ωmn=ωmnh√ρ/G ) of a ten-layered simply 

supported square nanoplate
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برای مطالعه رفتار ارتعاشی صفحات گرافن چند لایه بهره گرفته شده است 
و پذیرفته شده است که نظریه ورق کیرشف فقط در پیش بینی بسامد پایه 
ورق های نازک )بسامد نظیر پایین ترین مد( از دقت خوبی برخوردار است و 

بسامدهای مدهای بالاتر را بیشتر از مقدار واقعی تقریب می زند ]47[. 

امکان سنجی استفاده از نظریه آیفانتیس توأم با گرادیان سرعت در - 3- 3
تخمین رفتار ارتعاشی نانوصفحات گرافن/برن نیترید

در جدول 6 نشان داده شده است که با استفاده از نظریه آیفانتیس توأم با 
1l گذاشته  l= گرادیان سرعت و انتخاب مناسب مقیاس طول در حالی که   
شده  است، می توان بسامد طبیعی نانو صفحات گرافن را پیش  بینی کرد. بدین 
براساس شبیه سازی  پایه موجود در مرجع ]12[ که  از مقادیر بسامد  منظور 
دینامیک مولکولی تعیین شده اند، بهره گرفته شده است. خواص مواد و ابعاد 
I موجود در این مرجع برای  نانوصفحه دولایه آرمچیر  هندسی مربوط به 
داده گیری استفاده شده است. البته شایان ذکر است که با توجه به نسبت غیر 
ایزوتروپی نزدیک به 1 صفحات گرافن، صفحات دو لایه گرافن به صورت 

ایزوتروپ مدل شده اند

نتایج عددی و بحث - 4
برای   ]59[ مرجع  در  موجود  ترمومکانیکی  خواص  از  بخش  این  در 
نیترید  گرافن/برن  لایه  چند  یا  مرکب  لایه  تک  نانوصفحات  شبیه سازی 

استفاده شده است . 

نانوصفحات ترکیبی تک لایه گرافن/برن نیترید- 1- 4
 شکل 2 چگونگی منطقه بندی نانوصفات ترکیبی تک لایه گرافن/برن 
نیترید را که در این مطالعه مورد بررسی قرار گرفته اند نشان می دهد. اختصار 
استفاده شده در زیر هر شکل برای نامگذاری هر صفحه مرکب استفاده شده 
و در متن و /یا جداول و شکل ها از آنها استفاده می شود. انتخاب نوع چیدمان 
)نواری و مربعی(، از چیدمان های پیشنهاد شده در مرجع ]60[ اقتباس شده اند. 
فرض شده است که کل مساحت گرافن نسبت به مساحت کل نانوورق ثابت 
باقی می ماند. در جدول 7 تأثیر افزایش دما و چیدمان درون صفحه ای گرافن/

برن نیترید بر کوچکترین بسامد طبیعی نانوصفحه مرکب فهرست شده است. 

به  نیترید  برن  شدن  اضافه  برمی آید،  جدول  داده های  از  که  همان گونه 
صفحات گرافن منجر به کاهش بسامد پایه نانوصفحه نسبت به گرافن خالص 
نیترید در  برن  قرار گرفتن صفحه  توجه داشت که چگونگی  باید  می گردد. 
صفحه گرافن، تعداد و محل  تمرکز  آن بر بسامد پایه نانوورق مرکب حاصله، 
تأثیرگذار است. در نانوورق های نواری که با دو نوار گرافن محصور شده اند، 
افزایش تعداد نوارهای برن نیترید منجر به کاهش بیشتر بسامد پایه می گردد. 
باید یادآوری نمود که در تمام نمونه ها سطح اشغال شده توسط صفحات برن 
اثر  به سبب  پایه  بسامد  بر  افزایش دما  تأثیر کاهشی  ثابت می باشد.  نیترید 
نرم شدگی بار حرارتی-فشاری درون صفحه ای حاصله نیز در جدول 7 مشهود 
) 0nml =0nm( می باشد. این درحالی است که نتایج حاصل از نظریه کلاسیک 

رفتاری متفاوت را نشان می دهد )جدول 8(.
و  طول  دارای   2 شکل  در  شده  داده  نشان  مستطیلی  ورق های  تمام 
عرضی به اندازه 11 و 5 نانومتر می باشند. در تمام نمونه ها مساحت اشغال 
نواری،  نمونه های  در  می باشد.  مربع  نانومتر   15 نیترید  برن  توسط  شده 
دارای  نیز  گرافن  نوارهای  و  برابر  مساحت های  دارای  نیترید  برن  نوارهای 

سطوح برابر هستند.
در نمونه های معرفی شده با نماد "مربعی" سطوح برن نیترید در میانه 
ورق گرافن پراکنده شده اند. در نمونه "مربعی 1" طول و عرض صفحه برن 
نیترید به ترتیب 5 و 3 می باشد. این سطح در نمونه "مربعی 2" به دو سطح 
مساوی که از یکدیگر به اندازه 2 نانومتر فاصله دارند، تقسیم شده اند. فاصله 
طولی چهار سطح مساوی برن نیترید در نمونه "مربعی 3"، 2 نانومتر و فاصله 

عرضی آنها 1 نانومتر است. 

همان گونه که جدول 8 نشان می دهد در برخی از ورق های مرکب  بسامد 
نمونه های  میان  در  و  بیشتر است  پایه صفحه خالص گرافن  بسامد  از  پایه 

Table 6. Prediction of a two-layered graphene fundamental frequency 
by Aifantis’s theory with velocity gradient in thermal environment

جدول 6: پیش بینی بسامد پایه گرافن )GHz( دو لایه با استفاده از نظریه 
آیفانتیس توام با گرادیان سرعت تحت دما

اختلاف دما
K

مقیاس طول 
1  nml l=

شبیه سازی دینامیک روش حاضر
مولکولی ]12[

00/11550/4250/42
1000/3539/6339/62
2000/3537/4237/4

Fig. 2. Geometric dimensions and in-plane layout of G/BN

شکل 2: ابعاد هندسی و چیدمان درون صفحه ای گرافن/برن نیترید.
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بررسی شده، بیشترین اختلاف متعلق به صفحه مربعی 1 می باشد. براساس 
جدول 8، همان گونه که انتظار می رود با افزایش مقیاس طول بسامد پایه هر 

ترکیب بندی کاهش می یابد.  
بر  نانوورق مرکب  نیترید نسبت به سطح کل  افزایش سطح برن  تأثیر 
بسامد پایه، در جدول 9 نشان داده شده است. بدین منظور نانوورق مرکب 
»نواری 2« مورد استفاده قرار گرفته است. براساس جدول 9 درصد سطح 
یا کاهش بسامد صفحه  افزایش  بر  نیترید می تواند  برن  اشغال شده توسط 
( نسبت به بسامد گرافن  0l = مرکب مدل شده براساس نظریه کلاسیک )
خالص تأثیر بگذارد هرچند که به نظر می رسد با اعمال مقیاس طول، بسامد 

صفحه مرکب روندی کاهشی را طی می کند.  

Table 7. The effects of in-plane layout of G/BN on the fundamental 
natural frequency (THz) of heterostractures (l=0.5nm)

Table 8. The effects of length scale values on the fundamental natural 
frequency (THz) of heterostractures (ΔT=0K)

جدول 7 : تأثیر چیدمان درون صفحه ای گرافن/برن نیترید بر کوچکترین 
)l=0/5 nm( نانو صفحه مرکب )THz( بسامد طبیعی

جدول 8 : تأثیر مقیاس طول بر کوچکترین بسامد طبیعی )THz( نانو 
)ΔT=0K( صفحه مرکب درون صفحه ای گرافن/برن نیترید

0نام شکل 
K

T∆ =100
K

T∆ =200
K

T∆ =

0/14200/14130/1381گرافن 
0/13560/13520/1321نواری 1
0/14170/14100/1375نواری 2
0/14010/13950/1361نواری 3
0/13900/13850/1352نواری 4
0/13580/13480/1302مربعی 1
0/13710/13630/1322مربعی 2
0/13560/13540/1331مربعی 3

صفحات مرکب لایه ای گرافن/برن نیترید- 2- 4
و  لایه  چند  نانوصفحه  در  نیترید  برن  و  گرافن  لایه های  تعداد  تأثیر 
نانوصفحۀ  آنها بر کوچکترین بسامد هم فاز و غیر هم فاز  چگونگی چیدمان 
 چند لایه در جدول 10 بررسی شده است. نانو صفحات مربعی دارای ابعاد 5 

نانومتر در 5 نانومتر می باشند. 

درصد سطح برن نیترید 
به سطح کل

0
nm
l =0.5

nm
l =1

nm
l =

00/16040/14200/1352
5/550/16120/14200/1350
10/550/16200/14190/1347
15/550/16260/14170/1342
20/550/16290/14000/1334
25/550/16260/13990/1321
30/550/16150/13800/1302
35/550/15950/13520/1277
40/550/15650/13170/1246

0نام شکل 
nm
l =0.5

nm
l =1

nm
l =

0/16040/14200/1352گرافن 
0/15420/13560/1300نواری 1
0/16260/14170/1342نواری 2
0/16050/14010/1332نواری 3
0/15900/13900/1324نواری 4
0/16380/13580/1257مربعی 1
0/16150/13710/1284مربعی 2
0/14930/13560/1323مربعی 3

تعداد لایه و نوع چیدمان
بسامد هم فاز

11,THzω
بسامد غیر هم فاز

11,THzω

BN/G/BN0/25113/1228
G/BN/BN0/25112/8407
G/BN/G0/25912/2395
G/G/BN0/25912/2359

BN/BN/G/BN/BN0/24651/9991
G/BN/BN/BN/BN0/24651/9256
BN/BN/BN/G/BN0/24651/9702
G/BN/BN/BN/G0/25301/6466
BN/G/BN/G/BN/25301/6852
G/G/BN/BN/BN0/25301/6529
BN/G/G/BN/BN0/25301/6455

Table 9. The effects of  increasing the BN area-to-total area on the 
fundamental natural frequency of in-plane heterostractures

جدول 9 : تأثیر افزایش سطح برن نیترید نسبت به سطح کل نانوصفحه 
مرکب بر کوچکترین بسامد طبیعی)THz( نانوصفحه مرکب درون 

)ΔT=0K( صفحه ای گرافن/برن نیترید

The effects of number of layers as well as layers arrangement on in-
phase and out-of-phase frequencies (ΔT=0K ، l=0.  nm)

جدول 10: تأثیر تعداد لایه ها و چیدمان لایه های گرافن و برن نیترید بر 
)ΔT= 0 K ، l=0/5 nm( بسامد پایه  هم فاز و غیرهم فاز
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در جدول BN ،10 معرف نانوصفحه برن نیترید و G معرف نانوصفحه 
برابر،  لایه  تعداد  در   ،10 جدول  در  موجود  نتایج  براساس  می باشد.  گرافن 
پایه  بسامد  دارای  است،  بیشتری  گرافن   دارای صفحات  که  نانوصفحه ای 
تعداد  ازای  )به  نیترید  برن  لایه های  تعداد  افزایش  با  اما  است؛  بزرگتری 
لایه ها  ثابت  تعداد  در  می یابد.  کاهش  پایه  بسامد  ثابت(  گرافن  صفحات 
)لایه های گرافن و برن نیترید(  تغییر  در چیدمان صفحات بر بسامد پایه 
هم فاز بی تأثیر است که به سبب غیرفعال بودن نیروی واندوالز معادل شده 
در مد ارتعاش هم فاز می باشد. در حالی که تغییر در چیدمان منجر به تغییر 
در سختی فنر خطی معادل نیروی واندوالز می گردد که بیشترین تأثیر را در 
بسامدهای غیرهم فاز نشان می دهد؛ لذا بسامد پایه غیرهم فاز تحت تأثیر 

چیدمان افزایش یا کاهش می یابند.
غیر  و  پایه هم فاز  بسامد  بر  مقیاس طول  و  دما  افزایش  کاهشی  تأثیر 
هم فاز در شکل 3 نشان داده شده است. همان گونه که دیده می شود تأثیر دما 

بر بسامد غیرهم فاز چندان ملموس نیست.

Fig. 3. The effects of temperature rise and length scale values on
(a) the in-phase and (b) out-of-phase natural frequencies of

BN/BN/G/BN/BN/G/BN/BN/G/BN/BN
شکل 3: تأثیر افزایش دما ،K و مقیاس طول، nm بر بسامد

الف( هم فاز )ω11( و ب( غیر هم فاز )ω11( نانو صفحه 11 لایه با چیدمانِ
BN/BN/G/BN/BN/G/BN/BN/G/BN/BN

نتیجه گیری- 5
و  از گرافن  نانوصفحات مرکب ساخته شده  پایه  بسامد  این مطالعه  در 
برن نیترید تک لایه و چند لایه بر پایه مدل غیرکلاسیک ورق اصلاح شده 

دومتغیره تخمین زده شده است. 
با توجه به اهمیت نیروی واندوالز در مطالعه نانوصفحات چند لایه شکل 
گرفته براساس این نیرو، در ابتدا تقریب خطی نیروی واندوالز میان صفحات 
گرافن/برن نیترید فرموله گشته است. دیده می شود که سختی نظیر فنر خطی 
می کند.  تغییر  لایه ها  چیدمان  براساس  لایه ها  میان  واندوالز  نیروی  معادل 

همچنین نتایج نشان می دهند که:
تقریب خطی . 1 بر ضرایب  توجهی  قابل  تأثیر  لناردجونز  پارامترهای 

نیروی واندروالز دارند که به نوبه خود می تواند بر مقادیر پیش بینی  
شده بسامدهای غیر هم فاز نانوصفحات چند لایه تأثیرگذار باشد.

در تعداد لایه های ثابت، تغییر در چیدمان تأثیری بر بسامد هم فاز . 2
نانوصفحه مرکب ندارد.

با چیدمان مناسب لایه های گرافن و برن نیترید می توان بسامد غیر . 3
هم فاز را کمینه یا بیشینه کرد.

با افزایش تعداد لایه های برن نیترید که به صورت زیر لایه گرافن . 4
یا پوشاننده گرافن استفاده می شوند، بسامد پایه نانوصفحه مرکب 

کاهش می یابد.
در نانوصفحه تک لایه مرکب نواری، در نسبت سطح برن نیترید . 5

به سطح گرافن ثابت، نانوصفحه ای که با تعداد نوارهای برن نیترید 
بیشتری تقسیم شده است دارای بسامد پایه کمتری است. 

مرکب . 6 نانوصفحات  طبیعی  بسامد  طول  مقیاس  و  دما  افزایش  با 
)تک لایه یا لایه ای( کاهش می یابد.
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که e و f معرف شماره ورق های مرتبط با نیروی واندروالز می باشد.
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