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تحلیل خمش و ارتعاش آزاد نانو ورق مدرج تابعی با استفاده از نظریۀ ورق مرتبه بالای مثلثاتی

علی عزیزی، علیرضا ستوده*

 دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شیراز، شیراز، ایران

مثلثاتی جدید  بالای  از یک نظریۀ ورق مرتبه  استفاده  با  تابعی  نانو ورق مدرج  آزاد  ارتعاش  و  این مقاله خمش  چکیده: در 
بررسی شده است. معادلات حاکمه با استفاده از اصل همیلتون استخراج گردیده و سپس حل دقیق خمش و ارتعاش آزاد نانو 
ورق مستطیلی با شرط مرزی ساده به کمک روش ناویر به دست آمده است. همچنین ازنظریۀ غیرمحلی برای لحاظ اثرات 
اندازه استفاده شده است. خواص مکانیکی نانو ورق مدرج تابعی با تابع توانی در راستای ضخامت تغییر می  کند. به منظور تأیید 
دقت نظریۀ ارائه شده، نتایج حاصل از حل حاضر با نتایج موجود مقایسه شده است و مطابقت بسیار خوبی حاصل گردیده است. 
همچنین، اثرات نسبت طول به ضخامت، نسبت ابعادی درون صفحه  ای و پارامتر غیرمحلی روی رفتار خمشی و ارتعاش آزاد نانو 
ورق بررسی شده است. نتایج نشان می  دهد که لحاظ پارامتر غیرمحلی در معادلۀ حاکمه یا افزایش مقدار شاخص توانی، باعث 
کاهش بسامد طبیعی و افزایش خیز نانو ورق می  شود و به عبارت دیگر موجب کاهش سفتی نانو ورق می  گردد. در ضمن با 
افزایش طول نانو ورق یا نسبت ابعادی، تأثیر پارامتر غیرمحلی و اثرات اندازه کاهش می  یابد. همچنین، نظریه ارائه شده علاوه 
بر ارائه جواب  های دقیق خمش و ارتعاش آزاد برای نانو ورق ضخیم و نسبتاً ضخیم با هزینه محاسباتی کم، توزیع سهمیوار تنش 

برشی درون ضخامت را پیش  بینی می  کند. 
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مقدمه- 1
مواد مدرج تابعی یک نوع پیشرفته از مواد مرکب هستند، به طوری  که 
یک  از  تابع  یک  شکل  به  پیوسته  طور  به  آن  ها  سازندۀ  مواد  حجمی  جزء 
نقطه به نقطۀ دیگر تغییر می  کند. این پیوستگی یک توزیع پیوسته از خواص 
مواد را فراهم می  سازد و مشکلات معمول سطوح مشترک در مواد مرکب 
را حذف می  کند. مشخصات پیشرفتۀ فیزیکی و مکانیکی مواد مدرج تابعی، 
آن  ها را به عنوان یک موضوع تحقیق مناسب برای شاخه  های مختلف صنایع 
مانند هوافضا، اپتوالکترونیک1، بیومکانیک2 و فناوری نانو-میکرو مطرح کرده 
است. معرفی مواد مدرج تابعی به فناوری نانو-میکرو باعث تولید دستگاه  ها 
نانو-میکرو  سامانه  های  مانند  بهتر،  قابلیت  های  و  خواص  با  وسایلی  و 
الکتریکی-مکانیکی3، آلیاژهای حافظه دار نوار نازک4 و میکروسکوپ نیروی 

اتمی5 شده است. 
فناوری نانو، مطالعۀ اجسام بسیار کوچک با ابعاد حدود 1 تا 100 نانومتر و 

1  Optoelectronic
2  Biomechanics
3 Micro-Electro-Mechanical Systems -Nano-Electro-    
       Mechanical Systems (MEMSs-NEMSs)
4  Thin-film shape memory alloys
5  Atomic-Force Microscopy (AFM)

setoodeh@sutech.ac.ir :نویسنده عهده دار مکاتبات

قابلیت استفاده آن  ها در حوزه  های مختلف علم، مانند شیمی، زیست، فیزیک، 
به علت خواص مکانیکی ویژه   سازه  های  اخیراً  علم مواد و مهندسی است. 
نانو، کاربرد این سازه  ها در مهندسی توسعه یافته است و محققان برای حل 
نانو  حسگرها،  نانو  مانند  بالا  عملکرد  با  ابزارهای  طراحی  به  جدید  مسائل 
عملگرها، نانو ژنراتورها و ... روی آورده  اند. ابزارهای در مقیاس نانو با استفاده 
از خواص نانوتیرها، نانو غشاها و نانو ورق  ها طراحی می  شوند؛ بنابراین بحث 
مدل  سازی و تحلیل نانو ورق  ها مورد توجه محققان قرار گرفته است. بر این 
اساس مشاهده شده است که نظریه  های پیوستۀ کلاسیک در پیش  بینی رفتار 
پیوستۀ کلاسیک  نظریه  واقع  در  نمی  دهد.  ارائه  مناسبی  پاسخ  سازه  ها  این 
قادر نیست که اثرات اندازه را در نظر بگیرد. یکی از راه  های در نظر گرفتن 
محاسباتی  هزینۀ  که  است  مولکولی6  دینامیک  شبیه  سازی  اندازه،  اثرات 
رفتار  توصیف  برای  غیرکلاسیک  پیوستۀ  نظریه  های  بنابراین  دارد؛  بالایی 
سازه  های نانو به کار گرفته شده  اند. معروف  ترین نظریه  های مکانیک پیوستۀ 
غیرکلاسیک عبارتند از: نظریه تنش کوپل کلاسیک، نظریه گرادیان کرنش، 
نظریه غیرمحلی الاستیسیته و نظریه تنش کوپل اصلاح شده که در این بین، 
کوپل  تنش  و  غیرمحلی  نظریه  مانند  متغیره  تک  غیرکلاسیک  نظریه  های 
اصلاح شده به علت سادگی محاسبات و هزینۀ زمانی کمتر، بیشتر از بقیه 

مورد توجه محققان قرار گرفته   اند.

6  Molecular Dynamics (MD)
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برای تحلیل تیر و ورق  های مدرج تابعی تحقیقات زیادی انجام گرفته 
است که از جمله می  توان به تحلیل ارتعاشات غیرخطی تیر مدرج تابعی توسط 
رفیعی پور و همکاران ]1[ و بررسی سه بعدی دینامیکی و انتشار موج تنش 
در ورق  های مدرج تابعی توسط ظفرمند و کدخدایان ]2[ اشاره کرد. همچنین، 
اخیراً تحلیل نانو ورق  ها نیز مورد توجه قرار گرفته است؛ منتها تعداد مقالاتی 
که بر استفاده از نظریه  های ورق جدید  تر متمرکز باشند محدود می   باشد. در 
این ارتباط، ملک  زاده و شجاعی ]3[ ارتعاش آزاد نانو ورق  ها را با استفاده از 
یک نظریه ورق دو متغیره اصلاح شده با لحاظ پارامتر اندازه بررسی نمودند 
از ضریب تصحیح  استفاده  لزوم  نظریه، عدم  قوت  نقطه  که  دادند  نشان  و 
مرتبه  برشی  تغییرشکل  نظریه  یک  کاربرد  دیگر  تحقیقی  در  است.  برشی 
اول1 با دو متغیر برای ارتعاش آزاد نانو ورق  ها با لحاظ اثرات سطح براساس 
همکاران  و  آرانی  قربان  پور   .]4[ گرفت  قرار  مطالعه  مورد  غیرمحلی  نظریه 
]5[ با کمک نظریه غیرمحلی و نظریه ورق تغییرشکل برشی مرتبه سوم2، 
ارتعاش صفحه گرافن در حال حرکت محوری با بستر ارتوتروپیک ویسکو-

پسترناک را تحت میدان مغناطیسی طولی بررسی کردند. همچنین، محمدی 
مهر و همکاران ]6[ برای تحلیل ارتعاش آزاد ورق  های نانوکامپوزیت ویسکو 
الاستیک پیوند دوگانۀ پلیمری که با استفاده از نانولوله  های کربنی تک دیواره 
اصلاح  کرنش  گرادیان  نظریه  شده  اند،  تقویت  تابعی3  مدرج  مواد  جنس  از 

شده4 و نظریه ورق تغییرشکل برشی مثلثاتی را به کار گرفتند.
تک  غیرکلاسیک  نظریه  دو  از  که  کارهایی  مهم  ترین  قسمت  این  در 
متغیره  غیرمحلی و تنش کوپل اصلاح شده برای تحلیل نانو ورق  های مدرج 
در  رفته  کار  به  ورق  نظریه  های  البته  مرور شده  اند.  کرده  اند،  استفاده  تابعی 
و  خمش  برای  تحلیلی  حل  یک  گرفته  اند.  قرار  بررسی  مورد  نیز،  هرکدام 
کمانش میکرو-نانو ورق مدرج تابعی با استفاده از نظریه تنش کوپل   اصلاح 
شده و به کمک نظریه ورق کلاسیک توسط تای و چوی ]7[ گزارش شد. 
مدرج  مواد  از جنس  دایره-حلقه  ای  نانو  ورق  های  آزاد  ارتعاش  تحلیلی  حل 
تابعی با استفاده از نظریه غیرمحلی و نظریه ورق های میندلین توسط حسینی 
هاشمی و همکاران ]8[ انجام شد. جان و هون ]9[ روش ناویر5 را برای یافتن 
پاسخ تحلیلی خمش و ارتعاش آزاد نانو ورق از جنس مواد مدرج تابعی دو 
ضابطه  ای6 با کمک نظریه غیرمحلی و نظریه تغییرشکل برشی مرتبه اول 
ارائه دادند. همچنین جان و همکاران ]10[ روش تنش کوپل   اصلاح شده را 
برای نانو ورق مدرج تابعی دو ضابطه  ای روی یک بستر الاستیک به همراه 
نظریه ورق تغییرشکل برشی مرتبه اول به کار بردند و حل تحلیلی کمانش 
را به دست آوردند. تحلیل استاتیکی و مسأله مقدار ویژۀ نانو ورق مدرج تابعی 
از نظریه تنش کوپل اصلاح شده به کمک نظریه  با استفاده  دو ضابطه  ای 
تغییرشکل برشی مرتبه   بالا با تابع شکل چند جمله ای توسط جان و هون 
1  First-order Shear Deformation Theory (FSDT)
2  Third-order Shear Deformation Theory (TSDT)
3  Single-Walled Carbon Nanotubes (FG-SWCNs)
4  Modified Strain Gradient Theory (MSGT)
5  Navier approach
6  Sigmoid Functionally Graded Material (S-FGM).

]11[ انجام شد. کارهای ذکر شده تا اینجا همه از تابع توانی برای توصیف 
خواص ماده مدرج تابعی درون ضخامت استفاده کردند. حل تحلیلی دقیق 
سه بعدی ارتعاش آزاد میکرو-نانو ورق از جنس مواد مدرج تابعی به کمک 
نظریه غیرمحلی و با در نظر گرفتن تغییرات نمایی برای خواص مادۀ مدرج 
تابعی توسط صالحی پور و همکاران ]12[ ارائه شد. نامی و جانقربان ]13[

را  متغیر  یک  با  کرنش  گرادیان  شده    ساده  نظریه  و  غیرمحلی  نظریه  دو 
برای بررسی وضعیت رزنانس میکرو-نانو ورق استفاده کردند و حل تحلیلی 
ارتعاش آزاد نانو ورق مدرج تابعی را به کمک نظریه ورق مرتبه دوم و نظریه 
کوپل  تنش  نظریه   ]15[ و همکاران  ]14[. هی  آوردند  به دست  غیرمحلی 
اصلاح شده را با به کارگیری نظریه اصلاح شده   چهار متغیره   ورق  ها با یک 
آزاد و کمانش  ارتعاش  برای تحلیل کامل خمش،  تابع شکل چند جمله  ای 
نظریه   ]16[ همکاران  و  صالحی پور  کردند.  استفاده  تابعی  مدرج  ورق  نانو 
تغییرشکل  به کمک نظریه ورق  را معرفی کردند و  غیرمحلی اصلاح شده 
میکرو-نانو  برای  را  بعدی  سه  آزاد  ارتعاش  تحلیلی  حل  اول  مرتبه  برشی 
حل  همچنین،  آوردند؛  دست  به  خواص  نمایی  توزیع  با  تابعی  مدرج  ورق 
تحلیلی سه بعدی استاتیکی به کمک نظریه غیرمحلی ]17[ و ارتعاش آزاد 
به کمک نظریه تنش کوپل   اصلاح شده ]18[ را برای نانو ورق مدرج تابعی 
با توزیع خواص نمایی به دست آوردند. زارع و همکاران ]19[ به کمک یک 
روش تحلیلی، ارتعاش آزاد نانو ورق مدرج تابعی با شرایط مرزی مختلف را 
براساس نظریه  های غیرمحلی و کلاسیک ورق  ها بررسی کردند. نظریه ورق 
تغییرشکل برشی مرتبه   سوم و نظریه غیرمحلی برای تحلیل ارتعاش آزاد نانو 
ورق های مدرج تابعی توسط دانش مهر و همکاران ]20[ به کار گرفته شد. 
نامی و همکاران ]21[ با استفاده از نظریه تغییرشکل برشی مرتبه   سوم ورق  ها 
و نظریه غیرمحلی برای نانو ورق مدرج تابعی به تحلیل کمانش تحت اثر دما 
پرداختند. همچنین، روش حل عددی 7VDQ برای تحلیل خمش و ارتعاشات 
سه بعدی غیرمحلی نانو ورق مدرج تابعی توسط انصاری و همکاران ]22[ 

به کار گرفته شد. 
مطالعه   مقالات گذشته بیانگر این واقعیت است که در پژوهش  هایی که 
استفاده  بالاتر  از نظریه ورق مرتبه  به ندرت  شامل نظریه غیرمحلی است، 
شده است؛ ولی هرگز از نظریه ورق مرتبه بالاتر مثلثاتی به این منظور استفاده 
نشده است. در این مطالعه برای اولین بار یک نظریه مرتبه   بالای جدید با تابع 
نانو  آزاد  ارتعاش  یافتن پاسخ تحلیلی دقیق  تر خمش و  برای  شکل مثلثاتی 
ورق از جنس مواد مدرج تابعی به کار گرفته شده است. حل تحلیلی خمش 
و ارتعاش آزاد به دست آمده است و پاسخ نانو ورق مستطیلی برای پارامتر 
ضخامت  های  به  طول  نسبت  و  صفحه  ای  درون  ابعادی  نسبت  غیرمحلی، 
مختلف محاسبه شده است. نتایج حاصل از نظریه ارائه شده با نتایج گزارش 
شده توسط محققان پیشین مقایسه شده  اند و توافق خوبی بین نتایج مشاهده 

شده است.

7  Variational Differential Quadrature.
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فرمول بندی نظریه- 2
نظریه غیرمحلی- 1- 2

مقایسه  در   ،]23[ ارینگن  توسط  شده  ارائه  غیرمحلی  نظریه  براساس 
 x مانند  دلخواه  نقطه    در یک  تنش  تانسور  الاستیسیته   کلاسیک،  نظریه  با 
به  بلکه  ندارد،  بستگی   x نقطه    در  کرنش  به  تنها  ماده  مشخص  ناحیه    در 
تانسور کرنش در همه   نقاط ناحیه وابسته است. صحت این موضوع در نتایج 
شبیه  سازی اتمی و همچنین مشاهدات تجربی تأیید شده است. براساس این 
نظریه، رابطه   تنش-کرنش برای یک جامد همگن الاستیک، به صورت زیر 

بیان می شود:

(1)( ) ( ) ( ),nl l
ij ijx x x dv xσ α τ σ ′−′ ′= ∫∫∫

α مدول غیرمحلی یا تابع کرنل است که حاوی اثرات اندازه است و 
تولید   x′ مرجع  نقطه    با کرنش محلی  که  را   x نقطه  در  غیرمحلی  اثرات 
 x x′ − می  شود، در معادلات ساختاری لحاظ می  کند. این تابع به دو متغیر 
است.  اقلیدسی  هندسه    به  مربوط  فاصله    x x′ − است.  وابسته   τ و 
و  داخلی  طولی  مشخصه  های  به  که  است  ماده  ثابت  یک   0 /e a lτ =
0e برای  خارجی ماده )مانند فاصله   شبکه و طول موج( بستگی دارد. پارامتر 
اعتبار مدول غیرمحلی حیاتی است. این پارامتر با انطباق منحنی  های انحراف 
در  غیرمحلی  تنش  تانسور   nlσ می  شود.  تعیین  اتمی  مدول  های  براساس 
است.  محلی  نقطه    در  کلاسیک  تنش  تانسور   lσ و  است  مرجع  نقطه   

همچنین تنش محلی به صورت زیر تعریف می   شود:
(2):l Cσ ε=

داخلی  ضرب  نشان  گر   ):( و  است  چهار  مرتبه    الاستیسیته  تانسور   C
تانسوری مرتبه دو است. ارینگن تابع کرنل را به صورت عددی تعیین کرد 
و با انتخاب تابع کرنل مناسب نشان داد که معادله   ساختاری غیرمحلی ارائه 
شده در فرم انتگرالی می  تواند در یک فرم مناسب دیفرانسیلی بازنویسی شود:

(3)( ) :nl Cσ εΛ =

Λ به صورت زیر تعریف می شود: و عملگر 

(4)( ) ( )22
01 ,  e aµ µΛ = − ∇ =

 0e a مشخصه  طول  های داخلی و  µ پارامتر غیرمحلی،  جایی که 
ثابت ماده است. 

میدان جابه   جایی- 2- 2
را  برشی  تغییرشکل  اثرات  که  فرمول  بندی  آوردن  دست  به  منظور  به 
برای ورق  های نسبتاً ضخیم و ضخیم لحاظ  توابع شکل مختلف،  براساس 
به   )x, y, z( جهات  در  ترتیب  به   )  w ,  v ,u ( جابه جایی  میدان  کند، 

صورت زیر معرفی می شود ]24[:

(5)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, , ,  , , , , 

, , ,  , , , , 

, , , , , 

x

y

w wu x y z t u x y t z z x y t
x x
w wv x y z t v x y t z z x y t
y y

w x y z t w x y t

ϕ ψ

ϕ ψ

∂ ∂ = − + + ∂ ∂ 
 ∂ ∂

= − + + ∂ ∂ 
=

 ،x جابه  جایی  های صفحه   میانی ورق به ترتیب در جهات w و v ،u که
yψ به ترتیب چرخش جانبی حول محورهای y و  xψ و  y و z می  باشند، 
ارائه شده است که توزیع تنش و کرنش  ϕ تابع شکل نظریه  x هستند و 
جانبی درون ضخامت ورق را تعیین می  کند و می  تواند به یکی از شکل  های 
زیر  صورت    به   ]11[ جمله  ای  چند  یا  مثلثاتی  نمایی،   ،]24[ هایپربولیک 

تعریف   شود:

))6-الف( ) ( )
3

2 2
4.tanh 2 .

2 3cosh 1
h z zz

h h
ϕ

   = −    
    

)6-ب(
 

( )
2

.exp 2 zz z
h

ϕ
  = −     

)6-ج(
 

( ) .sinh zz
h
πϕ

π
 =  
 

)6-د(
  
( )

3

2
4
3

zz z
h

ϕ = −

می  توان به آسانی دریافت که نظریه ارائه شده تغییرات سهمی  وار کرنش 
می  گیرد.  نظر  در  را  ورق  ضخامت  درون  جانبی  تنش  نتیجه  در  و  جانبی 
همچنین این نظریه شرایط مرزی بدون تنش روی سطوح بالا و پایین ورق 

را ارضا می کند.

( )

( )
2

2

, , 0

, , 0

hxz z

hyz z

x y z

x y z

σ

σ

=±

=±

=

= )7(

، این نظریه به نظریه کلاسیک ورق  ها   0ϕ = همچنین با قرار دادن 
تبدیل می  شود. در این  جا از تابع شکل مثلثاتی برای نظریه ارائه شده به کار 

رفته است )رابطه )6-ج((.
میدان جابه  جایی ارائه شده، روابط کرنش زیر را تولید می کند:

 

( )

( )

( )

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

0

2  2

x
x

y
y

z

yx
xy

xz x

yz y

u w wz z
x x x x

v w wz z
y y y y

u v w wz z
y x x y y x x y

w
z x

w
z y

ψε ϕ

ψ
ε ϕ

ε
ψψγ ϕ

ϕγ ψ

ϕγ ψ

 ∂∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂ ∂
= − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
=

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ = + ∂ ∂ 

 ∂ ∂
= + ∂ ∂            

)8(
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 معادله  ساختاری- 3- 2
در این  جا فرض شده است برای یک ورق مستطیلی از جنس مواد مدرج 
تابعی به طول a و عرض b و ضخامت h که در شکل 1 نشان داده شده است 
خواص مکانیکی به صورت پیوسته و با استفاده از قانون توانی درون ضخامت 

ورق تغییر می  کنند. قانون توانی به صورت زیر بیان می   شود:

)9( ( ) ( ) ( )b t bP z P P P V z= + −

) به صورت زیر تعریف می شود: )V z نسبت حجمی 

)10(
 ( ) ( )/ 1/ 2 ,  / 2 / 2nV z z h h z h= + − ≤ ≤

بالایی  و  پایینی  در سطوح  به خواص  مربوط  ترتیب  به   tP و   bP که 
) خاصیت مؤثر ماده مانند  )P z n شاخص نسبت حجمی است.  هستند و 

ρ را نشان می دهد. ν و چگالی جرم  ، نسبت پواسون  E مدول یانگ 
lσ و  برای حالت تنش صفحه  ای رابطه   بین تانسور  های تنش محلی 

ε به صورت زیر بیان می   شود ]20[: nlσ و تانسور کرنش  غیرمحلی

 

( )

11 12

12 22

44

55

66

0 0 0
0 0 0

     0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

l nl x
x x

yl nl
y y

yzl nl
yz yz

xz
l nl
xz xz

xy
l nl
xy xy

Q Q
Q Q

Q
Q

Q

ε
σ σ

ε
σ σ

γ
σ σ

γ
σ σ γ
σ σ

   
      
      
            = Λ =     

      
      
         

      

)11(

زیر  به صورت  z هستند  تابع مختصات  که   ijQ مهندسی  ثابت   های 
داده می   شوند ]20[:

)12(  

( )
( ) ( ) ( )

( )11 22 12 21 11 44 55 662 ,     ,       
1 2 1

E z E z
Q Q Q Q z Q Q Q Q

z z
ν

ν ν
= = = = = = =

−  + 

معادلات انرژی- 4- 2
انرژی کرنشی ورق به صورت زیر تعریف می   شود ]20[:

)13(( )
2

2

1  
2

h

nl nl nl nl nl
d x x y y xy xy xz xz yz yz

hA

U dAdzσ δε σ δε σ δγ σ δγ σ δγ
−

= + + + +∫ ∫

می   گردد  بیان  زیر  صورت  به  ورق  برای   T جنبشی  انرژی  همچنین 
:]20[

)14(  ( ) ( )
2 2 22

2

1 1      
2 2

h

i i

hV A

u u u v wT z dV z dAdz
t t t t t

ρ ρ
−

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      = = + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
∫ ∫ ∫

q برابر است با : کار انجام شده توسط بار گسترده   جانبی 

)15(  q
A

V qwdA= −∫

منتجه های نیرو و ممان- 5- 2
منتجه  های نیرو و ممان اعمالی بر ورق مدرج تابعی به صورت زیر تعریف 

می   شوند:

)16(  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

/2

/2
/2

/2
/2

/2
/2

/2

, , 1, , 

, , 1, , 

, , 1, , 

, , 

h
l l l l
x x x x

h
h

l l l l
y y y y

h
h

l l l l
xy xy xy xy

h
h

l l l l
xz yz xz yz

h

N M S z dz

N M S z dz

N M S z dz

S S dz
z

ϕ σ

ϕ σ

ϕ σ

ϕσ σ

−

−

−

−

=

=

=

∂
=

∂

∫

∫

∫

∫

بر  وارد  نیرو و ممان  از روابط )8(، )11( و )16( منتجه  های  استفاده  با 
ورق مدرج تابعی، برحسب جابه  جایی و چرخش صفحه   میانی ورق و به شکل 

ماتریسی به صورت زیر نمایش داده می  شوند:

)17(  

11 12 11 12 11 12

12 22 12 22 12 22
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nl a ay

nl a a
x
nl a a
y

a a a a aa aanl
xy
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2 22

0
0

y

x
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x x xx
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nl a
x xxz

nl a
y yy

y

z

u
v
w
wD D D

D D D w
D D D w

wS A
wS A

ψ

ψ

ψ
ψ

  
  
  
   −    −   

   +   
   +   

+      Λ =     +      

ijD و   ، ijA در جایی که سفتی  های کششی، خمشی و برش جانبی به ترتیب 

شکل 1: هندسه   نانو ورق مدرج تابعی
Fig. 1. Geometry of the FG nano-plate

( )
( ) ( ) ( )

( )11 22 12 21 11 44 55 662 ,     ,       
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E z E z
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aa به صورت زیر تعریف 
ijD a و 

ijD a و 
ijB  ،

ijB a و سفتی های کوپلینگ 
ijA

می شوند:

)18(  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

/2

/2
/2

2 2

/2
2/2

/2

, , 1, , , , 1, 2, 6

, , , , , , 1 , 2, 6

,  , 4, 5

h
a

ij ij ij ij
h

h
a aa

ij ij ij ij
h

h
a
ij ij

h

A B B Q z dz i j

D D D Q z z dz i j

A Q dz i j
z

ϕ

ϕ ϕ

ϕ

−

−

−

= =

= =

∂ = = ∂ 

∫

∫

∫
انرژی جنبشی، به  از رابطه  با استفاده  اینرسی نیز  جمله  های مربوط به 

دست می  آیند:

)19(  
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

/2
2

1 2 3
/2

/2

2 3 3
/2

, , 1, , 

, , 1, , 

h

h
h

a a aa

h

I I I z z z dz

I I I z z z dz

ρ

ρ ϕ ϕ

−

−

=

=

∫

∫

اینرسی  های محوری، کوپلینگ و  3I به ترتیب  2I و   ، 1I جایی که 
3 نیز به ترتیب اینرسی  های مرتبه   بالای 

aaI 3 و 
aI  ، 2

aI چرخان هستند. 
محوری، کوپلینگ و چرخان هستند.

معادلات حرکت- 6- 2
نسخه    از  استفاده  با  آن  ها  به  مربوط  مرزی  شرایط  و  حرکت  معادلات 
استخراج  است،  معروف  همیلتون  اصل  به  که  مجازی  کار  اصل  دینامیکی 

می   شوند:

)20(  ( )
0

0
t

d qU V Tδ δ δ= + −∫
با جمع  آوری ضرایب  و   t، x، y به  به جزء نسبت  انتگرا   ل گیری جزء  با 
ä معادله   حرکت  yψ xδψ  و   ، wδ  ، vδ  ، uδ جابه   جایی  های مجازی 
برحسب منتجه  های تنش حاصل می  شود که با در نظر گرفتن رابطه   تنش 
غیرمحلی )11( و اعمال آن به معادلات حرکت، معادلات حرکت نهایی به 

شکل زیر به دست خواهد آمد:
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 ∂ ∂
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∂  ∂ ∂∂ ∂
+ − = + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂ ∂
+ − = +

∂ ∂ ∂
( )
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3 32 2 y aa a wI I
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ψ ∂ ∂
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)21(

سامانه معادلات )21( به راحتی با جایگذاری منتجه  های تنش از روابط 
 ) , , , , x yu v wψ ψ ( چرخش   ها  و  جابه  جایی  ها  حسب  بر  می  تواند   ،)17(

بازنویسی شود. 
شرایط مرزی لبه  های تکیه  گاه ساده به صورت زیر است:

   0, 
0l l l

x x x x a
W N M S

=
= = = =

   0, 
0l l l

y y y y b
W N M S

=
= = = = )22(

پاسخ تحلیلی برای ورق مدرج تابعی- 7- 2
برای حالتی که ورق هندسه   ساده  ای دارد و تکیه  گاه  های چهار طرف آن 
با دقت  ناویر  از نوع تکیه  گاه ساده هستند، جابه  جایی  ها و تنش  ها به روش 
بسیار بالایی به دست می  آیند. این روش نیازمند بسط دادن جابه  جایی  ها و 

چرخش  ها به صورت سری های فوریه   دوگانه به شکل زیر است:

  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1
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∞ ∞
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=
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∑∑

∑∑

∑∑

)23(

بار جانبی اعمالی q به صورت سری فوریه دوگانه   زیر بسط داده می شود:

)24(  ( ) ( ) ( )
1 1

, sin sinmn
m n

q x y Q x yα β
∞ ∞

= =

=∑∑

، mnW  ، mnV  ،  mnU / و   n bβ π= m/ و aα π=  به طوری   که 
ω بسامد  mnQ دامنه نامعلوم بسط سری  ها هستند. همچنین  mnY و   ، mnX  

طبیعی ارتعاش است.
mnQ با توجه به نوع بارگذاری به صورت زیر داده می   شوند: ضرایب 

)25(  ( )
( )

( )
0

0
0 0 2

  
4 , sin sin  16  

a b
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q sinusoidal load
Q q x y x ydxdy qab uniform load
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∫∫
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4 , sin sin  16  

a b
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q sinusoidal load
Q q x y x ydxdy qab uniform load

mn
α β

π


= =


∫∫

با جایگذاری سری های روابط )23( و )24( در رابطه )21(، جواب  های 
ناویر به صورت یک سامانه جبری از معادلات و به شکل زیر به دست خواهند 

آمد:
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)26(  

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

11 12 13 14 15

21 22 23 24 25
2

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

 

k k k k k
k k k k k
k k k k k
k k k k k
k k k k k

m m m m m
m m m m m
m m m m m
m m m m m
m m m m m

ω

  
  
  
   −
  
  
   

 
 
 
 
 

 
   

( )( )2 2

0
0

     1

0
0

mn

mn

mn

mn

mn

mn

U
V
W
X
Y

Qµ α β

 
 
   = 
    

 
 
 
 + + 
 
 
  

که ضرایب هرکدام از ماتریس  های رابطه   )26( در پیوست آورده شده اند. 

نتایج - 3
در این بخش، ارتعاش آزاد و خمش نانو ورق  های مدرج تابعی، بررسی 
شده است. بر این اساس، پاسخ تحلیلی با استفاده از روش ناویر برای خمش 
نتایج حاصل مورد  آمده است. در دو قسمت مجزا  به دست  آزاد  ارتعاش  و 
بررسی قرار گرفته اند: ارتعاش آزاد و خمش. موادی که در این مطالعه برای 

ماده   مدرج تابعی به کار گرفته شده   اند عبارتند از:
، 380 GPatE =380GPa خواص  با  اکسید،  آلومینیوم   -  آلومینیوم 

32702 kg / mbρ = 2702kg/m3  و، 33800 kg / mtρ = 3800kg/m3 و، 70 GPabE =70GPa 

همگن  ماده  است.  شده  گرفته  نظر  در   1 ماده  عنوان  به  که   ، 0.3ν = 0/3 و 
 2 ماده  عنوان  به  که   0.3ν = 0/3 و   30 MPaE =30MPa خواص  با  ایزوتروپیک 

نامگذاری شده است.
t به ترتیب نشانگر صفحات پایینی و  b و  در جایی   که اندیس  های 
بالایی ورق مدرج تابعی هستند و نسبت پواسون برای هر دو ماده   به کار رفته 
(. صفحات بالایی از  b tν ν ν= = در ورق برابر در نظر گرفته شده   است )
جنس سرامیک هستند و به تدریج درون ضخامت جنس ماده   مدرج تابعی 

طبق رابطه   )9( تغییر می  کند و در صفحه   پایینی به فلز می  رسد.
پارامترهای بدون بعد استفاده شده در این مطالعه عبارتند از:

)27(

32

4
0

0 0

100, , ,
2 2

10 10 , , , 0, , 0
2 2 2 2

b t

b

x x xz xz

E ha a bw w
h E a q

h a b h h b
aq aq

ρω ω

σ σ τ τ

 = =  
 

   = =   
   

ارتعاش آزاد- 1- 3
q صفر در نظر گرفته شده است. اثرات  برای بررسی ارتعاش آزاد مقدار 
a/ و  h ، نسبت طول به ضخامت  /b a نسبت ابعادی درون صفحه  ای 
µ بر بسامد طبیعی بدون بعد و مودهای ارتعاشی بررسی  پارامتر غیرمحلی 

شده  اند. 
نظریه  از  حاصل  نتایج  شده،  ارائه  نظریه  صحت سنجی  برای  ابتدا  در 
حاضر با نتایج موجود از تحلیل سه بعدی توسط جمعه  زاده و سعیدی ]25[ و 
نتایج حاصل از نظریه تغییرشکل برشی مرتبه سوم توسط آقابابایی و ردی 
]26[ در جدول 1 مقایسه شده است. همچنین در جدول 2 نتایج حل حاضر با 
نتایج به دست آمده با تحلیل سه بعدی توسط جین و همکاران ]27[ مقایسه 
شده  اند. همان گونه که مشاهده می  شود تطابق بسیار خوبی بین نتایج حاصل 
شده است. با توجه به نتایج گزارش شده در جدول 1 می  توان نتیجه گرفت 
که نظریه ارائه شده در قیاس با نظریه تغییرشکل برشی مرتبه سوم نتایجی 
با دقت بیشتر تولید می  کند. همچنین جدول 2 قابلیت و دقت بالای نظریه در 
( و نسبتاً  / 5a h تخمین بسامد طبیعی نانو ورق  های مدرج تابعی ضخیم )5=

( را نشان می دهد.  / 10a h = ضخیم )10
n و پارامتر غیرمحلی بر بسامد طبیعی بدون بعد  اثرات شاخص توان 
 n ω در شکل 2 بررسی شده  اند. همان  طور که مشاهده می  شود با افزایش 
µ باعث می  شود  µ، بسامد طبیعی بدون بعد کاهش می  یابد. افزایش  و 
شاخص  افزایش  کند.  پیش  بینی  کمتر  را  ورق  نانو  سفتی  غیرمحلی  نظریه 
توان طبق روابط )9( و )10(، به معنای افزایش نسبت حجمی فلز و کاهش 
سفتی نانو ورق است. در ضمن، اثرات طول ورق و پارامتر غیرمحلی بر بسامد 
مشاهده  که  همانطور  شده  اند.  بررسی   3 شکل    در   ،ω بعد  بدون  طبیعی 
افزایش  بعد  می  شود هر چه طول ورق بیشتر می  شود، بسامد طبیعی بدون 
می  یابد و به مقدار محلی نزدیک می  شود. در واقع می  توان نتیجه   گرفت که 

با افزایش طول ورق اثرات اندازه کاهش می یابد.
شکل 4 اثرات نسبت ابعادی و پارامتر غیرمحلی بر روی بسامد طبیعی 
ω را نمایش می  دهد. همانطور که مشاهده می  شود، هرچه مقدار  بدون بعد 
( بزرگتر می  شود اثر تغییرات پارامتر  /b a نسبت ابعادی درون صفحه  ای )
غیرمحلی بر بسامد طبیعی بدون بعد کمتر می  شود که نشان می  دهد نظریه 

حاضر اثرات اندازه را لحاظ کرده است.
شکل 5 اثرات پارامتر غیرمحلی و مودهای ارتعاشی را بر بسامد طبیعی 
ω بررسی می  کند. مطابق شکل 5 اثر تغییرات پارامتر غیرمحلی  بدون بعد 
در  اندازه  اثرات  لحاظ  لزوم  لذا  است؛  بیشتر  بالاتر  ارتعاشی  مودهای  برای 
با   ،5 و   4 شکل  های  در  همچنین  می  گردد.  نمایان  بیشتر  بالاتر  مود  های 
ω کاهش می  یابد؛ بنابراین، افزودن پارامتر  افزایش پارامتر غیرمحلی مقدار 

µ سفتی نانو ورق را کاهش می  دهد. غیرمحلی  

خمش- 2- 3
انرژی  ترم  های  گرفتن  نادیده  با  ورق  نانو  خمش  پاسخ  بخش  این  در 
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جنبشی در معادلات حاکمه به دست آمده است. اثرات نسبت ابعادی درون 
 µ a/ و پارامتر غیرمحلی  h ، نسبت طول به ضخامت  /b a صفحه   ای 

xzτ بررسی شده  اند. xσ  و  بر خیز بدون بعد و تنش  های بدون بعد 
نتایج  با  آمده  دست  به  نتایج  حاضر  حل  برای صحت سنجی  ابتدا  در   
گزارش شده توسط وو و همکاران ]28[ در جدول 3 مقایسه شده   است. بین 
نتایج به دست آمده از نظریه ارائه شده با نتایج موجود همخوانی بسیار خوبی 
w یک نانو  ملاحظه می  شود. همچنین در جدول 4 مقادیر خیز بدون بعد 
ورق مربعی ایزوتروپیک تحت  بارگذاری سینوسی، با استفاده از نظریه حاضر 

تابع شکل  با  متغیره  دو  نظریه    از  استفاده  با   ]29[ در  نتایج گزارش شده  با 
مثلثاتی، مقایسه شده   است. مجدد بین نتایج توافق خوبی مشاهده می   شود.

در شکل 6 تغییرات خیز بدون بعد نانو ورق تحت بارگذاری سینوسی، 
µ نمایش داده شده است.  n و پارامتر غیرمحلی  به ازای شاخص توانی 
µ خیز بدون  n و پارامتر غیرمحلی  همان  طور که ملاحظه می  شود با افزایش 
بعد افزایش می  یابد. افزایش شاخص توان معادل افزایش نسبت حجمی فلز 
 در نانو ورق بوده و باعث کاهش سفتی آن شده است. با مشاهده شکل 7 که

/ به ازای پارامتر غیرمحلی  را  2 y b= تغییرات خیز بدون بعد نانو ورق در 2

μa/h نتایج
حاضر

مرتبه 
سوم 
]26[

حل سه 
بعدی 
]25[

1
200/02180/02180/0211
100/08500/08540/0827

2
200/02020/02020/0191

100/07880/07910/0751

3
200/01890/01890/0176

100/07370/07410/0692

ωa   برای ورق مربعی جدول 1: بسامد طبیعی اول بدون بعد  ) ωh√(ρt/Gt  برای نانو ورق مربعی )ماده 2(
2/h√(ρt/Et ( جدول 2: بسامد طبیعی اول بدون بعد
)μ=0،1 مدرج تابعی )ماده Table 1. Dimensionless first natural frequency ωh√(ρt /Gt ( of the 

square nano-plate (material 2)Table 2. Dimensionless first natural frequency ω(a2⁄h) √(ρt /Et ( of the 
FG plate (material 1, μ=0)

a/hn نتایج
حاضر

حل سه 
بعدی ]27[

درصد 
خطا

10

05/7705/7790/16

14/4194/4280/20

53/7673/7740/19

5

05/2825/3040/42

14/0794/1000/51

53/3913/4050/41

Fig. 2. Variation of dimensionless first natural frequency ῶ of the 
square FG nano-plate for different values of power index n and nonlo-

cal parameter μ (material 1, a/h=10)

Fig. 3. Effect of the length of the FG nano-plate on dimensionless first 
natural frequency ῶ for different values of nonlocal parameter μ 

(material 1, a/h=10, n=2)
شکل 2: تغییرات بسامد طبیعی اول بدون بعد ῶ  برای نانو ورق مربعی 

 μ و پارامتر غیرمحلی n مدرج تابعی به ازای مقادیر مختلف شاخص توان
) a/h=10 ،1 ماده(

شکل 3: اثر طول نانو ورق مربعی مدرج تابعی بر بسامد طبیعی اول بدون 
 μ به ازای مقادیر مختلف پارامتر غیرمحلی ῶ بعد

)n=2 ،a/h=10 ،1 ماده(
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افزایش  ازای  افزایش خیز بدون   بعد را به  باز هم می  توان  نمایش می  دهد، 
پارامتر  افزودن  که  گرفت  نتیجه  می  توان  کرد.  مشاهده  غیرمحلی  پارامتر 

غیرمحلی سبب کاهش سفتی نانو ورق می  شود. 
xzτ را برای نانو ورق تحت  xσ و  شکل  های 8 و 9 تغییرات تنش  های 
بار سینوسی و در راستای ضخامت ورق را نشان می  دهند. مشاهده می  شود 

نظریه
n

1248

0/58890/75730/88190/9750نتایج حاضر
مرتبه سوم تعمیم داده 

0/58890/75730/88190/9750شده ]28[

مرتبه سوم با روش 
]28[ RMVT10/58900/75730/88150/9747

0/58760/75170/88230/9739حل سه بعدی ]28[

μنظریهwxσxzτ

0
2/960319/95502/4618نتایج حاضر

2/960319/95502/4618مرجع ]29[

4
5/297735/71084/4056نتایج حاضر

5/297735/71084/4056مرجع ]29[

Fig. 4. Variation of dimensionless first natural frequency of the FG 
nano-plate for different values of nonlocal parameter μ and in-plane 

aspect ratio b/a (material 1, a/h=10, n=2)

Fig. 5. Variation of dimensionless first natural frequency ῶ of the 
square FG nano-plate for different values of nonlocal parameter μ and 

different modes of vibration (material 1, a/h=10, n=2, b/a=10)

Fig. 6. Variation of dimensionless deflection w  of the FG nano-plate 
under sinusoidal loading for different values of power index n and 

nonlocal parameter μ (material 1, a/h=10)

w نانو ورق مربعی مدرج  شکل 4: تغییرات بسامد طبیعی اول بدون بعد 
تابعی به ازای مقادیر مختلف پارامتر غیرمحلی μ و نسبت   های ابعادی 

)n=2 ،a/h=10 ،1 ماده( b/a درون صفحه ای

شکل 5: تغییرات بسامد طبیعی بدون بعد ῶ نانوورق مربعی مدرج تابعی 
 به ازای پارامتر غیرمحلیμ و مودهای ارتعاشی

)b/a=10 ،n=2 ،a/h=10 ،1 ماده(

w نانو ورق مربعی مدرج تابعی تحت بار  شکل 6: تغییرات خیز بدون بعد 
μ و پارامتر غیرمحلی n سینوسی به ازای تغییرات شاخص توانی 

)a/h=10 ،1 ماده(

10w/ ورق مدرج تابعی مربعی تحت بار  جدول 3: خیز بدون بعد 
) μ=0 ،a/h=10 ،1 سینوسی )ماده

xσ و تنش برشی  ، تنش نرمال  w جدول 4: مقایسه مقادیر بی  بعد خیز 
)a/h=10 ،2 برای نانو ورق مربعی تحت بار سینوسی )ماده xzτ

Table 3. Dimensionless deflection /10w  of the square FG plate under 
sinusoidal loading (material 1, a/h=10, μ=0)

Table 4. Comparison between dimensionless values of deflection w , 
 normal stress xσ  and shear stress xzτ  for the square FG nano-plate 

under sinusoidal loading (material 2, a/h=10)
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می  یابند.  افزایش  نیز  بعد      بدون  تنش  های  غیرمحلی  پارامتر  افزایش  با  که 
همچنین شکل 8 نشان می  دهد که نظریه ارائه شده به خوبی توزیع سهمی  وار 

تنش برشی را پیش   بینی می  کند. 

 نتیجه گیری- 4
در این تحقیق، برای بررسی خمش و ارتعاش آزاد نانو ورق مستطیلی 
از نظریه غیرمحلی ارینگن و یک نظریه ورق تغییرشکل برشی مرتبه   بالای 
کمک  به  آزاد  ارتعاش  و  خمش  تحلیلی  پاسخ  شد.  استفاده  جدید  مثلثاتی 
روش ناویر برای نانو ورق با شرایط مرزی ساده به دست آمدند. نتایج نظریه 
ارائه شده با نتایج موجود مقایسه شد. توافق بسیار خوبی بین نتایج مشاهده 
نسبتاً  و  نانو ورق  های ضخیم  رفتار  قابلیت حل حاضر جهت تخمین  و  شد 
ضخیم تأیید گردید. در ادامه اثرات نسبت ضخامت و نسبت ابعادی و پارامتر 
غیرمحلی روی پاسخ خمشی و ارتعاش آزاد مورد ارزیابی قرار گرفت. مشخص 
باعث کاهش بسامد  پارامتر غیرمحلی در معادلات حاکمه  گردید که لحاظ 
طبیعی و افزایش خیز و تنش نانو ورق می  شود. به عبارت دیگر افزودن پارامتر 
غیرمحلی به معادلات حاکمه سبب کاهش سفتی نانو ورق می  شود. در مورد 
ابعادی،  نانو ورق و افزایش نسبت  با افزایش طول  بسامد طبیعی این تأثیر 
کمتر می  شود. در واقع با افزایش ابعاد، اثرات اندازه   نظریه غیرمحلی کاهش 
می  یابد. همچنین، نظریه مرتبه   بالای مثلثاتی جدید به کار گرفته شده توزیع 
سهمی  وار تنش برشی جانبی درون ضخامت نانو ورق را به خوبی پیش بینی 
افزایش خیز  n موجب  افزایش مقدار شاخص توان  این  می  کند. علاوه بر 
n و کاهش بسامد طبیعی می شود. به عبارت دیگر افزایش شاخص توان 

Fig. 7. Dimensionless deflection w  of the FG nano-plate in y=b/2 under 
sinusoidal loading for different values of nonlocal parameter μ 

(material 1, a/h=10, n=2)

Fig. 8. Distribution of xzτ  through the thickness for the FG nano-plate 
under sinusoidal loading for different values of nonlocal parameter μ 

(material 1, a/h=10, n=2)

Fig. 9. Distribution of xσ  through the thickness for the FG nano-plate 
under sinusoidal loading for different values of nonlocal parameter μ 

(material 1, a/h=10, n=2)

w نانو ورق مدرج تابعی در y=b/2 تحت بار  شکل 7: خیز بدون بعد 
)a/h=10،n=2 ،1 ماده ( μ سینوسی به ازای تغییرات پارامتر غیرمحلی

xzτ در راستای ضخامت برای نانو ورق مربعی مدرج  شکل 8: توزیع 
 μ تابعی تحت بار سینوسی به ازای تغییرات پارامتر غیرمحلی 

)a/h=10،n=2 ،1 ماده (

xσ در راستای ضخامت برای نانو ورق مربعی مدرج تابعی  شکل 9: توزیع 
 μ تحت بار سینوسی به ازای تغییرات پارامتر غیرمحلی 

)a/h=10،n=2 ،1 ماده (

، به کاهش سفتی نانو ورق می  انجامد. علاوه بر دقت بسیار خوب نظریه در 
پیش  بینی رفتار نانو ورق مدرج تابعی با ضخامت  های متفاوت در مقایسه با 

نظریه  های مشابه، هزینه محاسباتی پایین از دیگر مزیت مهم آن می   باشد. 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره5، سال 1397، صفحه 1039 تا 1050

1048

 فهرست علائم
aطول نانو ورق
bعرض نانو ورق
hضخامت نانو ورق
nشاخص توانی
Eمدول الاستیسیته
Cتانسور الاستیسیتی
qبار جانبی

u, vجابه   جایی درون صفحه  ای
w)خیز )جابه   جایی جانبی

aمشخصه   طول  های داخلی

0eثابت ماده

علایم یونانی
σتنش صفحه   ای
τ تنش برشی
νنسبت پواسون
εکرنش
γکرنش برشی
ρچگالی
µپارامتر غیرمحلی
ωبسامد طبیعی
ϕتابع شکل

xψy چرخش جانبی حول محورهای

yψx چرخش جانبی حول محورهای

بالانویس   ها

nlغیرمحلی

lمحلی

زیرنویس   ها

bصفحات پایینی

tصفحات بالایی

پیوست  

ضرایب ماتریس  های رابطه   )26( به صورت زیر به دست می  آیند:

  ( )2 2
11 11 66 12 12 66,  k A A k A Aα β αβ= + = +

 ( ) ( )3
13 11 11 66 66 12 122 2      a a ak B B B B B Bα αβ= − + − + −

 ( )2 2
14 11 66 15 66 12,  a a a ak B B k B Bα β αβ= + = +

 
2 2

21 12 22 66 22,  k k k A Aα β= = +

 ( ) ( )2 2
23 66 66 12 12 22 222 2      a a ak B B B B B Bα β β= − + − + −

 ( ) 2 2
24 66 12 25 66 22,  a a a ak B B k B Bαβ α β= + = +

 31 13 32 23,  k k k k= =

 
( ) ( ) ( )4 2 2 4 2 2

33 11 11 11 66 66 66 12 12 12 22 22 11 55 442 2 2      4 2     2      2a aa a aa a aa a aa a ak D D D D D D D D D D D D A Aα α β β α β= − + + − + − − + + − + + +

( ) ( ) ( )4 2 2 4 2 2
33 11 11 11 66 66 66 12 12 12 22 22 11 55 442 2 2      4 2     2      2a aa a aa a aa a aa a ak D D D D D D D D D D D D A Aα α β β α β= − + + − + − − + + − + + +

 ( ) ( )3 2
34 11 11 12 12 66 66 552      2     aa a aa a aa a ak D D D D D D Aα αβ α= − + − + − +

  ( ) ( )3 2
35 22 22 12 12 66 66 442      2     aa a aa a aa a ak D D D D D D Aα α β α= − + − + − +

 41 14 42 24 43 34,  ,   k k k k k k= = =

 ( )2 2
44 11 66 55 45 12 66,       aa aa a aa aak D D A k D Dα β α= + + = +

 51 15 52 25 53 35 54 45,  ,  ,  k k k k k k k k= = = =

 
2 2

55 66 22 44
aa aa ak D D Aα β= + +

 ( )( )2 2
11 1 121 ,  0 m I mµ α β= + + =

 ( ) ( )( )2 2
13 2 2 1am I I α µ α β= − + +

 ( )( )2 2
14 2 151 ,  0 am I mµ α β= + + =

 ( )( )2 2
21 12 22 1, 1m m m I µ α β= = + +

 ( ) ( )( )2 2
23 2 2 241 ,  0am I I mβ µ α β= − + + =

( )( )2 2
25 2 1am I µ α β= + +

 
 31 13 32 23,  m m m m= =

 ( )( )( ) ( )( )2 2 2 2
33 1 3 3 32 1      aa am I I I I α β µ α β= + + − + + +

( ) ( )( )2 2
34 3 3 1aa am I I α µ α β= − + +

 
( ) ( )( )2 2

35 3 3 1aa am I I β µ α β= − + +
 

 41 14 42 24 43 34,  ,  m m m m m m= = =

 ( )( )2 2
44 3 451 ,  0aam I mµ α β= + + =

51 15 52 25 53 35,   ,  m m m m m m= = =  
 54 45m m=

( )( )2 2
55 3 1aam I µ α β= + +  
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