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چکیده: صفحات نازک در سازه های دریایی و فضایی به وفور مورد استفاده قرار می  گیرند. معمولًا در قطعات و سازه  های 
صنعتی نقص  هایی هندسی به صورت ارادی و غیرارادی ایجاد می  شوند که یکی از مهمترین آن ها سوراخ می  باشد. جوانه زنی 
ترک در محل تمرکز تنش سوراخ در قطعات مهندسی بسیار رایج است. حتی اگر این ترک نسبتاً کوچک هم باشد، می  تواند 
رشد نموده و منجر به وضعیتی خطرناک گردد. یکی از پارامترهای مهم بررسی رفتار ترک، ضریب شدت تنش است. در این 
مقاله با کاربرد روش تحلیلی موسخلیشویلی و یافتن نگاشت همدیس مناسب، رفتار دو ترک نابرابر و همراستای اطراف یک 
سوراخ دایروی بررسی و ضرایب شدت تنش محاسبه می  شوند. تأثیر پارامترهای مختلف از جمله، زاویه بارگذاری، طول ترک ها 
و غیره بر روی مقادیر ضرایب شدت تنش بررسی می گردد. صفحه همسانگرد نامحدود و نوع بارگذاری و شرایط مرزی به 
 گونه  ای است که سطح سوراخ و ترک  ها عاری از تنش می  باشند و بار کششی در دوردست تحت زاویه دلخواه اعمال می  گردد. 
جهت اطمینان از صحت روش، بعضی مسائل خاص را که حلشان موجود است حل نموده و با داده های موجود در مراجع مقایسه 
می  گردد. در این مقاله یک رابطه صریح برای ضرایب شدت تنش برحسب پارامترهای هندسی ارائه می   گردد. همچنین ضرایب 

شدت تنش مود اول و دوم  برای بارگذاری  ها و طول ترک  های متفاوت محاسبه می  شوند.
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مقدمه- 1
صفحات نازک در سازه های دریایی و فضایی کاربرد زیادی دارند. معمولًا 
در قطعات و سازه  ها نقص های هندسی وجود دارد که بعضاً به منظور خاصی 
سوراخ  یا  گشودگی  هندسی  نواقص  این  از  یکی  می  شوند.  ایجاد  سازه  در 
می  باشد. انواع مختلف سوراخ  ها و گشودگی ها معمولًا در صفحات به دلایل 
ایجاد دسترسی به سایر تجهیزات  کاربردی همچون کاهش وزن سامانه و 
سامانه  ایجاد می  شوند. وقتی که صفحه در معرض بار کششی یا برشی قرار 
این  که  می  گردد  ایجاد  یا گشودگی  اطراف سوراخ  در  بالا  تنش  های  گیرد، 
تنش موضعی شدید، قابلیت تحمل بار سازه را کاهش مي  دهد. مسأله تمرکز 
تنش یک صفحه دارای سوراخ همیشه مورد توجه محققان زیادی بوده است. 
امکان ایجاد و گسترش ترک در این گشودگی  ها وجود دارد. حتی اگر ترک 
نتیجه،  در  شود؛  منجر  خطرناک  وضعیتی  به  می  تواند  باشد،  کوچک  نسبتاً 
مقابله با مسائل حاوی سوراخ با ترک لبه  ای از اهمیت زیادی برخوردار است. 
تجزیه و تحلیل اجسام ترک دار بر مبنای نظریه مکانیک شکست می  باشد. 
داشتن اطلاعاتی در مورد هندسه ترک و رفتار آن، اهمیت ویژه اي در ارزیابی 

ایمنی و عمر سازه ها دارد. 
نزدیکی  در  تنش  تمرکز  تنش  ها و ضرایب  تعیین  در دهه  های گذشته، 
محققان  علاقه  مورد  همسانگرد  صفحات  در  مختلف  اشکال  با  سوراخ  ها 
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صفحات  در  سوراخ  اطراف  در  تنش  توزیع  تعیین  به  عده  ای  بوده  است. 
مسأله،  این  برای  روش  ها  قویترین  از  یکی  پرداخته  اند.  نامحدود  الاستیک 

روش متغیر مختلط است.
در سال 1909 کلوسوف کاربرد توابع متغیر مختلط در مسائل صفحه  ای 
ارائه نمود ]1[. سپس موسخلیشویلی1 روش متغیر  را  در نظریه الاستیسیته 
مختلط را در نظریه الاستیک دو بعدی بیان نمود ]2[. موسخلیشویلی برای 
حل تحلیلی مسأله تنش در اطراف سوراخ در جسم الاستیک دو بعدی، این 
با نگاشت همدیس، ترکیب نمود. ساوین ]3[ روش متغیر مختلط  را  روش 
موسخلیشویلی را برای به دست آوردن حل الاستیک دو بعدی توزیع تنش در 
اطراف اشکال مختلف سوراخ  ها ) از جمله سوراخ مثلثی، مستطیلی و غیره ( در 
جسم همسانگرد نامحدود، به کار برد. جوانه زنی ترک در محل تمرکز تنش در 
قطعات مهندسی بسیار رایج است. حتی اگر این ترک نسبتاً کوچک هم باشد، 
می  تواند رشد نموده و منجر به وضعیتی خطرناک گردد. لذا بررسی این پدیده 
و مقابله با رشد ترک و جلوگیری از حوادث ناگوار از اهمیت زیادی برخوردار 
است. بووی ]4[ پاسخی برای یک سوراخ دایره  ای با ترک لبه  ای و یک جفت 
ترک لبه  ای متقارن در یک صفحه نامحدود تحت تنش یکنواخت، با استفاده 
از روش نگاشت مختلط ارائه نمود. از آنجا که توابع نگاشت اشاره شده، پیچیده 
بودند و دقت خوبی نداشتند، تعدادی از مقالات به تحلیل ضرایب شدت تنش 

1  Muskhelishvili
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برای ترک نشأت   گرفته از یک سوراخ پرداختند.
نیومن ]5[ با استفاده از تعریف بسط تابع ویژه، یک روش تجمعی مرزی1 
بهبودیافته را اتخاذ کرد و با استفاده از روش متغیر مختلط موسخلیشویلی، 
محاسباتی برای دو ترک متقارن در دو طرف یک سوراخ دایروی و بیضوی 
انجام داد. وی مقدار ضریب شدت تنش را برای صفحات همسانگرد محدود 
و نامحدود ارائه نمود. تویید و روک ]6[ جهت تعیین ضرایب شدت تنش و 
انرژی تغییرشکل یک ترک در لبه سوراخ دایره ای در ماده الاستیک نامحدود، 
از روش انتقال ملین2 برای یافتن معادله انتگرالی استفاده کرده  اند و مقادیر 
ضریب شدت تنش را محاسبه نمودند. نیسیتانی و ایسیدا ]7[ آنالیزهایی برای 
مسائل کششی در صفحه حاوی سوراخ بیضوی که دو ترک لبه ای متقارن از 
آن منشعب شده  است، انجام دادند. آن ها نتایج عددی برای طول ترک های 
متوسط ) نه خیلی کوچک ( را ارائه دادند. هاسبه و ایدا ]8[ یک صفحه نیمه 
نامحدود همسانگرد، دارای یک شکاف مثلثی شکل را که یک ترک از آن 
نمودند.  بررسی  دارد،  قرار  بار کششی در دوردست  آغاز شده  است و تحت 
به  همدیس  نگاشت  از  استفاده  و  موسخلیشویلی  روش  از  استفاده  با  آن ها 
صورت مجموع عبارات کسری، یک حل دقیق برای توزیع تنش و ضریب 

شدت تنش ارائه نمودند. 
شیواکومار و فورمن ]9[ با استفاده از تابع گرین و روش موسخلیشویلی 
مقدار ضرایب شدت تنش مود اول و دوم را برای صفحه نامحدود همسانگرد، 
دو  برای  آن ها  آوردند.  دست  به  لبه ای  ترک  یک  با  دایروی  سوراخ  حاوی 
در دوردست، ضرایب  بار کششی  و  بر روی ترک  متمرکز  بار  اعمال  حالت 
شدت تنش را ارائه نمودند. بستروم ]10[ مسأله صفحه همسانگرد نامحدود 
با  را  ترک  دهانه  جابه جایی  و  بررسی  را  ترک دار  دایروی  گشودگی  حاوی 
استفاده از مدل ناحیه پلاستیک داگدال برای ترک های کوچک، ارائه نمود. 
لین و همکاران ]11[ با استفاده از اصل بوکنر3 مقدار ضریب شدت تنش مود 
اول و دوم را برای صفحه همسانگرد نامحدود حاوی سوراخ دایروی ترک دار 
به دست آوردند. آن ها مسأله دارای یک ترک، دو ترک همراستا با طول های 

مختلف و دو ترک با زاویه دلخواه نشأت گرفته از سوراخ را بررسی نمودند.
یان ]12 و 13[ با استفاده از روش عددی جزء مرزی، ضرایب  شدت تنش 
نامحدود  در صفحات  مربعی  دایروی،  سوراخ  از   نشأت گرفته  ترک های  در 
همسانگرد را محاسبه نمود. عبدالمولا و همکاران ]14[ یک روش نگاشت 
همدیس برای حل سوراخ دارای ترک لبه ای در صفحه الاستیک خطی تحت 
کشش درون صفحه ای قرار دارد، معرفی نمودند. آن ها با استفاده از نگاشت، 
باتیستا  دادند.  انتقال  واحد  دایره  درون  به  را  ترک دار  نیم  دایره  خارج  ناحیه 
مسأله  اصلاح شده،  موسخلیشویلی  مختلط  متغیر  روش  از  استفاده  با   ]15[
بار یکنواخت  توزیع تنش حول سوراخ چندضلعی در صفحه نامحدود تحت 
در دوردست را حل نمود. شرما ]16[ توزیع تنش حول سوراخ چندضلعی در 
هندسه  اثر  و  آورد  به دست  را  دومحوری  بارگذاری  تحت  نامحدود  صفحه 

1  Boundary Collocation
2  Mellin
3  Bueckner

سوراخ و بارگذاری را بررسی نمود. لیو و دوان ]17[ دو ترک با طول نابرابر 
بار  تحت  نامحدود  همسانگرد  صفحه  یک  در  بیضی  شکل  سوراخ  لبه  در 
کششی در دوردست را با استفاده از روش تابع متغیر مختلط بررسی نموده و 
راه  حل  های تحلیلی برای توابع تنش و ضریب شدت تنش مود اول به دست 
آوردند. در مدل آن  ها بار کششی در راستای عمود بر امتداد ترک  ها و ضریب 
شدت تنش مود اول برای ترک سمت راست محاسبه گردید. همچنین آن  ها 
برای حالتی که صفحه تحت بار برشی در دوردست قرار دارد، ضریب شدت 

تنش مود دوم را محاسبه نمودند ]18[. 
میائو و همکاران ]19[ با استفاده از روش جزء مرزی، ضرایب شدت تنش 
به دست  را  برابر  ترک  دو  با  دایروی  دارای سوراخ  در صفحه  ای مستطیلی 
تابع وزن جدید، ضرایب شدت تنش مود  ارائه  با  آوردند. کیم و هیل ]20[ 
اول در صفحه محدود با سوراخ دایروی دارای یک یا دو ترک را ارائه کردند.

با  ترک دار  سوراخ  حاوی  صفحات  زمینه  در  فراوانی  تحقیقات  اگرچه 
روش های عددی و تحلیلی انجام شده است، ولی بیشتر نتایج برای ترک های 
متقارن نشأت گرفته از سوراخ و ضریب شدت تنش مود اول می  باشد. تعیین 
از گشودگی در  اول و دوم ترک  های نشأت گرفته  ضرایب شدت تنش مود 
به  نسبت  متفاوت  زاویه  با  دوردست  در  بار کششی  نامحدود، تحت  صفحه 

راستای امتداد ترک ها از اهداف این مقاله می  باشد.
 در این تحقیق با کاربرد روش تحلیلی موسخلیشویلی و یافتن نگاشت 
همدیس مناسب، به بررسی رفتار ترک نشأت گرفته از سوراخ دایروی پرداخته 
و ضرایب شدت تنش محاسبه می  شوند. رابطه نگاشت همدیس جدیدی با 
استفاده از ترکیب نگاشت  ها ارائه می  گردد که ناحیه خارج دایره واحد را به 
ناحیه خارج سوراخ دایروی با دو ترک نابرابر انتقال می  دهد. اثر پارامترهای 
دوم  و  اول  مود  تنش  بر روی ضرایب شدت  بارگذاری  زاویه  و  ترک    طول 
بررسی می  گردد. همچنین یک رابطه صریح برحسب طول ترک و ابعاد دایره 

برای تعیین ضریب شدت تنش ارائه خواهد شد.

حل2تحلیلی-22
 تعریف مسأله- 1- 2

مطابق شکل 1 یک صفحه نامحدود در دوردست تحت بار کششی قرار 
 β می گیرد. این بار کششی می تواند نسبت به راستای ترک  ها زاویه دلخواه
ترک  دو  که  دارد  وجود  دایروی  سوراخ  یک  صفحه  مرکز  در  باشد.  داشته   

هم  راستا با طول های متفاوت از آن نشأت گرفته است.

فرضیات- 2- 2
در این تحقیق فرضیات زیر در نظر گرفته خواهد شد:

است 	  کوچک  صفحه  ابعاد  مقابل  در  گشودگی ها  اندازه 
)صفحه نامحدود(.

ماده همگن و با رفتار الاستیک خطی می  باشد.	 
تغییرشکل ها بی نهایت کوچک به طوری که نظریه مکانیک 	 

شکست الاستیک خطی4 قابل کاربرد است.

4 Linear Elastic Fracture Mechanics ( LEFM)
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نظریه الاستیسیته خطی مسأله صفحه ای در مواد همسانگرد - 3- 2
به  بعدی  دو  حالت  برای  تعادل  معادلات  حجمی  نیروهای  غیاب  در 

صورت:
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و معادله سازگاری برحسب تنش ها به صورت زیر است: 
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با جایگذاری رابطه )3( در رابطه سازگاری )2(، رابطه بای هارمونیک به 
دست می آید:
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موسخلیشویلی حل معادله )4( را به صورت رابطه )5( ارائه نمود ]3[:
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 1χ 1ϕ و  در رابطه )Re )5 بیانگر قسمت حقیقی عبارت داخل براکت و 
iyxz می باشند. برای مسأله اساسی  += توابع تحلیلی از متغیر مختلط 
s وارد  L از ناحیه  nY روی کانتور  nX و  اول، وقتی نیروهای خارجی 

می شود، شرایط مرزی به صورت رابطه )6( نوشته می شود ) رابطه کوشی(.
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با محاسبات ریاضی و ساده سازی، رابطه )6( به رابطه )7( تبدیل می گردد:
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به  مرزی  شرایط  برحسب  تحلیلی  توابع   )7( و   )5( روابط  از  استفاده  با 
دست می  آید:
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از رابطه )8(، یک بار نسبت به x و یک بار نسبت به y مشتق و پس از 
انجام ساده سازی، مقادیر تنش برحسب توابع تحلیلی به دست می آیند:

(9)[ ] [ ])('Re4)(')('2 111 zzzyx ϕϕϕσσ =+=+

(10)[ ])(')(''22 11 zzzi xyxy ψϕτσσ +=+−

حل مسائل شرط مرزی برای ناحیه ) نامحدود ( همبند ساده: - 4- 2
در این مورد ناحیه تغییرات متغیر مختلط z ، ناحیه خارج کانتور به 
دارای  نامحدود  صفحه  یک  مثال  عنوان  )به   ،  L هموار  کافی  اندازه 
سوراخ( می باشد. با قرار دادن مبدأ مختصات در مرکز سوراخ )خارج 
ارائه شده  رابطه  )11(  به صورت   )(1 zψ و   )(1 zϕ ناحیه(، مقادیر 

است ]3[.

(11)( ) ( ) )(ln
)1(2

)(

)(ln
)1(2

)(

1
0

221

1
0

11

zziCBziYXz

zzBziYXz

ψ
απ

αψ

ϕ
απ

ϕ

+++
+
−

=

++
+
+

−=

می شوند.  تعریف  دوردست  در  تنش  حالت  به  توجه  با   B2+iC2 و   B1

برابر صفر   Y و   X مقادیر  می باشد،  بارگذاری  فاقد  دایره  این که  به  توجه  با 
می باشند. با تعریف N1 و N2 برای تنش های اصلی در دوردست، مقادیر B1 و 

B2+iC2 به صورت رابطه )12( به دست می آیند:

Fig. 1. An infinite plate with cracked hole under remote tensile load

شکل 1: صفحه نامحدود حاوی سوراخ ترک دار تحت بارگذاری در 
دوردست

2

2

y
U

x ∂
∂

=σ  ; 
2

2

x
U

y ∂
∂

=σ   ; 
yx

U
xy ∂∂

∂
−=

2

τ    

Fig. 2. Outside region of smooth contour L

L شکل 2: ناحیه خارج کانتور به اندازه کافی هموار
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(12)ββ 2sin
2

;2cos
2

;
4

21
2

21
2

21
1

NNCNNBNNB −
=

−
−=

+
=

x می باشد. تنش ها در دوردست  1N در دوردست با محور  β زاویه 
عبارتند از:

(13)),cos(),cos(
),cos(),cos(

ynxnY
ynxnX

yxyn

xyxn

στ

τσ

−=

−=

و   ( ))()( 1 ζωϕζϕ = فرض  با  و   )(ζω نگاشت  از  استفاده  با 
) رابطه )11( به صورت زیر ساده می شود.  ))()( 1 ζωψζψ =

(14)( )
1 0

2 2 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

B
B iC

φ ζ ω ζ φ ζ
ψ ζ ω ζ ψ ζ

= +

= + +

تابع نگاشت - 5- 2
شرط لازم برای راه حل مؤثر در حل مسائل صفحه ای، ساختار اولیه توابع 
نگاشت همدیسی است که داخل یا خارج دایره واحد را بر روی ناحیه مورد 
نظر، انتقال دهد؛ بنابراین نگاشتی که ناحیه خارج دایره واحد را به ناحیه خارج 
2a از آن نشأت گرفته است،  1a و  سوراخ دایروی که ترک  هایی به طول 
انتقال دهد به صورت زیر می  باشد. برای به دست آوردن نگاشت، از ترکیب 

نگاشت   های مختلف استفاده می  شود.

(15)











++








+= QNM

2

1)(
ζ

ζ
ζ

ζλζω

که در آن M، Q و N عبارتند از:

(16)

2
2 21 12 1Q M N MNζ ζ

ζ ζ
   

= + + + + −   
   

iδ عبارت است از:

(17)
1 11 ;   1, 2;   
2 1

i
i i i

i

al i l
l

δ
λ

 
= + + = = + 

ia اندازه ترک   است. λ بیانگر بزرگی شعاع سوراخ و 

تعیین توابع تنش مختلط- 6- 2
 )(zϕ همانطور که اشاره شد، حل مسأله منوط به تعیین دو تابع تحلیلی 
0)( با استفاده  ζψ 0)( و  ζϕ zψ)( می باشد. در رابطه )14( مقادیر  و 

ار روابط زیر به دست می   آیند ]3[:

(18)

0 0
0 1 2

0 0

0 0
0 1 2

0

' ( )1 ( ) 1( )
2 2'( )

' ( )1 ( ) 1( )
2 '( ) 2

f ifd b d
i i

f ifd d
i i

γ γ

γ γ

φ ρω ρφ ζ ρ ρ
π ρ ζ π ρ ζω ρ

φ ρω ρψ ζ ρ ρ
π ω ρ ρ ζ π ρ ζ

+
+ + =

− −

−
+ =

− −

∫ ∫

∫ ∫

خارج  آن  مشتقات  و   )(0 ρϕ تابع   ،  
ζρ
ρϕ

ρω
ρω

−
)('

)('
)( 0 عبارت   در 

عبارت بودن  تحلیلی  است  لازم  بنابراین  می باشد؛  تحلیلی  واحد   دایره 

)('
)(
ρω
ρω  بررسی شود. با انجام محاسبات ساده سازی، مشخص شد که مقدار 

)('
)(
ρω
ρω

 ∫ −γ

ρ
ζρ
ρϕ

ρω
ρω d)('

)('
)( 0 در ناحیه مورد بررسی تحلیلی بوده و در نتیجه مقدار انتگرال 

برابر صفر می باشد.
 0

2
0

1 iff + نیازمند تعیین مقدار   ، ∫ −
+

γ

ρ
ζρ

d
iff 0

2
0

1 انتگرال  محاسبه 
می  باشد. با در نظر گرفتن این نکته که مرز گشودگی و ترک  ها عاری 

( بنابراین: 0== YX از تنش است )

(19)( )0 0
1 2 1 2 2( ) ( )f if B B iCω ζ ω ζ+ = − − −

بنابراین با توجه به رابطه نگاشت )15( می  توان انتگرال را محاسبه نمود:

(20)
( )0 0

2 21 2 1 ( )2 ( ) B iCf if Bd d d
γ γ γ

ω ρω ρρ ρ ρ
ρ ζ ρ ζ ρ ζ

−+
= − −

− − −∫ ∫ ∫

با توجه به قضیه انتگرال کوشی و با توجه به این نکته که نگاشت ارائه 
شده فضای خارج ناحیه مورد بررسی را به فضای خارج دایره واحد می  نگارد، 
با جایگذاری روابط نگاشت در رابطه )20( و محاسبه انتگرال  ها مقدار انتگرال 

به صورت رابطه زیر به دست می    آید:

(21)( )
0 0

1 2
1 2 28 4 ( )f if Md B i B iC i

γ

ρ π λ π λ
ρ ζ ζ

 +
= + −  −  

∫

0)( تعیین و از رابطه )14(، تابع تنش به صورت زیر  ζϕ بنابراین تابع 
به دست می  آید:

(22)
( )

1 2

1 2 2

1( )

           4 ( )

B M N Q

MB B iC

ζφ ζ λ ζ
ζ ζ

λ
ζ

  
= + + +  

   

+ + −

ضرایب شدت تنش- 7- 2
ضرایب شدت تنش از روابط زیر به دست می آیند:

(23)
[ ]

[ ]

'(1)2
''(1)

'( 1)2
''( 1)

I II RightTip

I II LeftTip

K iK

K iK

φπ
ω
φπ
ω

+ =

−
+ =

− −

با محاسبه مشتق تابع تنش و مشتق دوم تابع نگاشت و جایگذاری در 
رابطه )23( ضریب شدت تنش در نوک ترک سمت راست و چپ به دست 

می  آیند:

(24)
[ ] 1 2 2

2 2

4 2( )2
21

4 4 1

I II RightTip

B B iCK iK M
M N

M N MN

λπ + −
+ = −

+
+

+ + −

(25)
[ ] 1 2 2

2 2

4 2( )2
21

4 4 1

I II LeftTip

B B iCK iK M
M N

M N MN

λπ + −
+ = −

−
+

+ − −

در صورتی که طول ترک  ها برابر باشد، مقدار N برابر صفر و روابط ساده 

212 BBx −=∞σ  ;  
212 BBy +=∞σ   ;  

2Cxy =∞τ

2
21 δδ −

=N
 ; 4

21 δδ +
=M
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و به صورت رابطه )26( خواهند شد. 

(26)
1 2 2

2

2 ( )2 2
21

4 1

I II
B B iCK iK M

M
M

π + −
+ = −

+
−

صحت   سنجی نتایج- 3
رابطه طول ترک و M به صورت زیر می   باشد:

(27)
[ ]

144
21

)(242

22

221

−++

+
+

−+
−=+

MNNM
NM
iCBBMiKK RightTipIII λπ

این رابطه نشان می  دهد که با افزایش طول ترک  ها، مقدار M نیز افزایش 
می  یابد. در این صورت، می  توان حد رابطه )27( را، وقتی A>>1 می  باشد، 

به دست آورد.

(28)
( )

1 2 2

2

1 2 2

2 ( )lim 2 2
21

4 1
                 2 ( )

I II M A

B B iCK iK M
M

M
B B iC A

π

π

→

+ −
+ = −

+
−

= − + −

 رابطه )28( نشان می  دهد، زمانی که طول ترک  های خیلی بزرگتر از شعاع 
گشودگی باشند، می  توان برای محاسبه ضریب شدت تنش از رابطه صفحه 
 1ara += حاوی ترک مرکزی با طول a2 استفاده نمود. در این حالت 

که r شعاع گشودگی و a1 طول ترک می   باشد.
متقارن  ترک  های  برای  اول،  مود  تنش  شدت  ضریب   3 شکل  نمودار 
ضریب  مقادیر  نمودار  این  در  می  دهد.  نشان  را  واحد  دایره  از  نشأت  گرفته 
 122 ar + شدت تنش برای حالتی که صفحه حاوی ترک مرکزی به طول 
می  باشد، نیز رسم گردیده است. مشاهده می  شود که با افزایش طول ترک  ها، 

دو نمودار به هم نزدیک  می شوند.

نتایج به دست آمده برای دو ترک متقارن نشأت  گرفته از سوراخ 
از تعریف بسط  نتایج نیومن ]5[ مقایسه می  گردد. نیومن  با  دایروی 
تابع ویژه و روش تجمع مرزی1 بهبودیافته، برای تعیین ضرایب شدت 
تنش استفاده کرد. همانطور که در شکل 4 دیده می  شود، نتایج دو 
 10 تا  کوچک  ترک های  طول  برای  البته  دارند.  خوبی  تطابق  روش 

درصد اختلاف وجود دارد.

نتایج- 4
ترک  های  طول  و  مختلف  بارگذاری  حالت  های  برای  بخش  این  در 

متفاوت مقادیر ضریب شدت تنش ارائه می  گردد. 

بارگذاری کششی تک   محوره و دو محوره در دوردست- 1- 4
در دوردست  اصلی  تنش  های  مقادیر  بارگذاری تک  محوره  اعمال  برای 
عمود  ترک   ها  راستای  بر   1N تنش  و   02 =N 0 و   11 =N 1 از  عبارتند 
در  می  آیند.  دست  به   02 =C 0 و   

2
1

2 =B  ،
4
1

1 =B بنابراین  می  باشد؛ 
در  می  باشند.   1=∞

yσ 1 و   0=∞
xσ 1  ، 0=∞

xyτ 0  )13( رابطه  به  توجه  با  نتیجه 
12 و تنش  =N 11 و 1 =N بارگذاری دو محوره مقادیر تنش های اصلی 1
0 و   02 =B 0  ،

2
1

1 =B بنابراین  می  باشد؛  عمود  ترک ها  راستای  بر   1N
 1=∞

yσ ∞=1 و 1
xσ 0 ، 0=∞

xyτ 02 به دست می  آیند. با توجه به رابطه )13( 0 =C
می   باشند.

2B و   ، 1B با توجه به روابط ضرایب شدت تنش )24( و )25( و مقادیر 
 برای این دو نوع بارگذاری، مقدار ضریب شدت تنش مود دوم برای هر 

2C
دو ترک سمت راست و چپ صفر و برای مود اول یکسان می باشند. نمودار 
شکل  های 5 و 6 مقادیر ضریب شدت تنش بی  بعد مود اول ترک  های سمت 
2a نشان می دهد. شعاع دایره 1  1a و  راست و چپ را برای مقادیر متفاوت 

1  Boundary Collocation

aA += 1  ; al =  ; 
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Fig. 3. SIFs for equivalent center crack and cracks emanating from a 
circular hole

Fig. 4. Comparison of KI for two equal cracks emanating from circular 
hole

شکل 3: ضرایب   شدت   تنش در ترک نشأت  گرفته از  سوراخ دایروی و 
ترک مرکزی معادل

شکل 4: مقایسه ضرایب شدت تنش مود اول در ترک نشأت گرفته از  
سوراخ دایره   ای
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، مقادیر ضریب  02 =a در نظر گرفته شده   است. در این نمودار با قرار دادن 0
شدت تنش برای سوراخ دارای یک ترک نیز  نشان داده شده است.

نمودارهای 5 و 6 نشان می  دهند که در صورت رشد یک ترک، 
می شود  مشاهده  می  یابند.  افزایش  ترک  دو  هر  تنش  شدت  ضریب 
حتی اگر نسبت طول ترک  ها زیاد باشد، با تغییر طول یکی از ترک  ها، 

میدان تنش حول ترک دیگر تحت تأثیر قرار می گیرد.

بارگذاری برشی در دوردست- 2- 4
برای اعمال بارگذاری برشی، تنش  های اصلی در دوردست عبارتند 
درجه   45 ترک ها  راستای  با   N1 تنش  زاویه  و   N2=-1 و   N1=1 از 
، 1=∞

xyτ  می  باشد وB2=0 ،B1=0 و C2=-1 به دست می  آیند. در نتیجه 1

C2 در  B2 و   ،B1 با جایگذاری مقادیر  ∞=0 می    باشند. 
yσ ∞=0 و 0

xσ 0
روابط )24( و )25(، ضریب شدت تنش مود اول برای هر دو ترک صفر 
و ضریب شدت تنش مود دوم مشابه نمودار شکل های 5 و 6 می باشد.

بارگذاری ترکیبی در دوردست - 3- 4
برای اعمال بارگذاری ترکیبی مقادیر تنش  های اصلی در دوردست 
عبارتند از N1=1 و N2=0 و زاویه تنش N1  با راستای ترک  ها دلخواه 
∞ و 

xσ می  باشد. در نتیجه با توجه به رابطه )13( علاوه بر تنش کششی 
∞ نیز به صفحه اعمال می  شود. برای 

xyτ ∞ در دوردست، تنش برشی 
yσ

حالتی که یک ترک از سوراخ نشأت گرفته است، نمودار شکل  های 7 و 
8 به ترتیب مقادیر ضریب شدت تنش بی  بعد مود اول و دوم را برای 

مقادیر متفاوت β و α1 نشان می دهند. Fig. 5. KI for right crack under uniaxial tensile loading N1=1, N2=0, 
β=90

Fig. 7. KI for a circular hole with one crack under loading N1=1, N2=0 
and different β

Fig. 8. KII for a circular hole with one crack under loading N1=1, N2=0 
and different β

Fig. 6. KI for left crack under uniaxial tensile loading N1=1, N2=0,
β=90

شکل 2:5ضرایب2شدت2تنش2مود2اول2در2ترک2سمت2راست2تحت2بار2
 β=902222وN2=0222وN1=12کششی2تک222محوره

شکل 7: ضرایب شدت تنش مود اول صفحه حاوی سوراخ با یک ترک 
تحت بار ترکیبی N1=1 و N2=0 و  β متفاوت

شکل 8: ضرایب شدت تنش مود دوم صفحه حاوی سوراخ با یک ترک 
تحت بار ترکیبی N1=1 و N2=0 و  β متفاوت

شکل 2:6ضرایب2شدت2تنش2مود2اول2در2ترک2سمت2چپ2تحت2بار2کششی2
 β=902222وN2=022و N1=12تک222محوره
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، 1=r 12 و شعاع دایره 1 =a 1 و 1 0.5a = نامساوی 0/5  برای دو ترک 
شکل  های 9 و 10 به ترتیب ضرایب شدت تنش مود اول و دوم برای ترک 
مقادیر  می  دهد.  نشان  مختلف  بارگذاری  زوایای  در  را  و چپ  راست  سمت 

02 می باشد. =N 11 و 0 =N تنش  های اصلی در دوردست 1
مشاهده می  شود که در سوراخ با یک ترک یا دو ترک نابرابر، در حالت 
β=0  که بارگذاری موازی راستای ترک  ها است، KI=0  خواهد بود؛ اما برای 
β=90 که بار عمود بر راستای ترک  ها است، KI بیشترین مقدار را دارد. در 
این دو حالت صفحه تحت بار برشی قرار ندارد و لذا KII=0.  بیشترین مقدار 

KII به علت بیشینه بودن بار برشی در β=45 رخ می دهد.

نتیجه گیری- 5
دو  که  دایروی  سوراخ  حاوی  همسانگرد  نامحدود  صفحه  مسأله 
تحلیلی  روش  با  است،  گرفته  نشأت  آن  از  نابرابر  طول  های  با  ترک 
موسخلیشویلی مورد بررسی قرار گرفت. به منظور استفاده از این روش 
شدت  ضرایب  رابطه  شد.  استفاده  جدید  همدیس  نگاشت  تابع  یک 

تنش مود اول و دوم در هر دو ترک برای بارگذاری  های مختلف ارائه 
شد که با استفاده از آن می  توان ضرایب شدت تنش را برای هر نوع 

بارگذاری در دوردست به دست آورد.  
محاسبه ضرایب شدت تنش، اطلاعات مفیدی برای پیش بینی شکست 
و رشد ترک در صفحات دارای سوراخ دایروی ترک دار ارائه می  کند. 
اندازه هرکدام از دو ترک، مقدار  افزایش  با  نتایج نشان می  دهند که 
ضریب شدت تنش هر دو ترک افزایش می  یابد. همچنین با توجه به 
نتایج ارائه شده در سایر مراجع، رابطه ارائه شده برای طول ترک  های 

متوسط و بلند دقت بالاتری دارد.
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