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چکیده: در این مقاله از یک روش حل تحلیلی به منظور مطالعه اثرات بارگذاری حرارتی روی یک نانوصفحه مدرج تابعی قرار 
گرفته روی بستر الاستیک با استفاده از یک نظریه چهار متغیره پالایش شده استفاده شده است. بارگذاری حرارتی مورد استفاده 
از نوع رسانش گرمایی می باشد که در این پژوهش از تغییرات غیرخطی دما استفاده شده است. با به کارگیری روابط انتقال 
حرارت جابه جایی روابط توزیع دمای غیرخطی در راستای ضخامت صفحه به دست آمده اند. خواص فیزیکی وابسته به دمای 
نانوصفحه با استفاده از مدل موری-تاناکا درجه بندی شده اند. برای در نظر گرفتن اثرات مقیاس کوچک از نظریه غیرمحلی 
ارینگن استفاده شده است. معادلات حاکم با به کارگیری اصل همیلتون به دست آمده اند. بسامدهای به دست آمده با مقایسه با 
تحقیقات اخیر صحت سنجی شده اند. علاوه بر این، اثرات پارامترهای گوناگون مثل توزیع دما، ضرایب بستر الاستیک، پارامتر 

غیرمحلی و شاخص گرادیان بر روی گسترش موج نانوصفحه وابسته به اندازه مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفته است.
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مقدمه- 1
مواد مدرج تابعی1 گونه جدیدی از مواد کامپوزیتی می باشند که خواص 
این  و  تغییر می کند  راستای ضخامت  تدریجی در  به صورت  آنها  مکانیکی 
این مواد  یافتن تمرکز تنش در کامپوزیت ها می شود.  باعث کاهش  ویژگی 
پایین  مقاومت حرارتی، چگالی  از جمله  بسیاری  یافته  بهبود  دارای خواص 
قابلیت  و  الکتریکی  هدایت  چقرمگی،  نیز  و  سرامیک ها  بالای  استحکام  و 
ماشین کاری فلزات، گستردگی تنش بهتر و فاکتور شدت2 کم تری می باشند 
گوناگون  زمینه های  در  مواد  نوع  این  وسیع  کاربردهای  به  منجر  که   ]1[
مهندسی از جمله هوافضا، عمران، هسته ای، مکانیک و الکترونیک می شود. 
در  را  متغیری  دمایی  در فضاپیماها که شرایط  مواد  این  از  نمونه  به عنوان 
از   .]2[ استفاده می شود  بدنه تحمل می کنند،  کابین و سطح خارجی  داخل 
این نوع مواد هدفمند در تحلیل استاتیکی و دینامیکی رفتار سازه ها در برخی 
شرعیات  نمونه،  عنوان  به  است.  شده  استفاده  علمی-پژوهشی  مقالات  از 
توخالی ضخیم  استوانه  یافته  بهبود  خواص  از  استفاده  با   ]3[ همکارانش  و 
مدرج تابعی، به مطالعه رفتار گذرای ترموالاستیک این سازه پرداختند. مطالعه 
خصوصیات ارتعاشات غیرخطی واداشته صفحات دایروی پیزوالکتریک3 مدرج 

1  Functionally Graded Materials (FGMs).
2  Intensity Factor
3  Piezo-electric

febrahimy@gmail.com :نویسنده عهده دار مکاتبات

تابعی توسط قاهری و نثیر ]4[ انجام گرفته است. تحلیل پایداری دینامیکی 
صفحات دایروی پیزوالکتریک مدرج تابعی با در نظر گرفتن نظریه صفحه 
کیرشهف توسط ابراهیمی انجام شده است ]5[. موسایی و پناهی کالوس ]6[ 
در یک اثر پژوهشی به تحلیل و ارائه نتایجی در ارتباط با حل دقیق هدایت 
گرمایی غیرخطی در پوسته های جدار ضخیم استوانه ای و کروی پرداختند. 
رفتار   ]7[ نظرگاه  لزگی  و  چراقی  تابعی،  مدرج  مواد  از خصوصیات  بهره  با 
استاتیکی صفحات هوشمند مگنتو-الکترو-الاستیک4 را مورد بحث و بررسی 

قرار دادند.
علاوه بر این در دو دهه اخیر و پس از ابداع نانولوله های کربنی توسط 
سامانه های  از  عظیمی  خیل  در  میلادی   1990 دهه  اوایل  در   ]8[ لیجیما 
نانوصفحات  و  نانوتیرها  کربنی،  نانولوله های  از  نانو  ابعاد  در  الکترومکانیکی 
به عنوان حسگر5، عملگر6، ترانزیستور7، تشدید کننده8 و ... استفاده می شود 
رفتار  تحلیل  در  کوچک9  مقیاس  اثرات  گرفتن  نظر  در  این رو  از   .]9-11[
مکانیکی این سازه ها دارای اهمیت بسیاری می باشد. عدم وجود پارامتر مقیاس10 

4  Magneto-electro-elastic
5  Sensor
6  Actuator
7  Transistor
8  Resonator
9  Small Scale.
10  Scale Parameter.
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در نظریه کلاسیک محیط پیوسته1 باعث می شود تا این نظریه نتواند اثرات 
محیط  نظریه های  بنابراین،  دهد؛  قرار  پوشش  تحت  خوبی  به  را  مقیاس 
پیوسته وابسته به اندازه همانند نظریه غیرمحلی ارینگن ]12 و 13[ و نظریه 
به  مقیاس  اثرات  نظر گرفتن  در  به منظور  غیرمحلی گرادیان کرنش ]14[ 
اثرات  گرفتن  نظر  در  منظور  به  الاستیک  غیرمحلی  نظریه  آمده اند.  وجود 
محققان  از  زیادی  تعداد  توسط  نانوصفحات   مکانیکی  رفتار  در  مقیاس 
استفاده شده است ]20-15[. بررسی اثرات اندازه بر روی رفتار گسترش موج 
نانوصفحه قرار گرفته بر روی محیط الاستیک توسط وانگ ]21[ بررسی شده 
اندازه بر روی گسترش موج  اثرات  است. وانگ و همکاران ]22[ همچنین 
طولی نانوصفحات را با به کارگیری نظریه غیرمحلی ارینگن مورد مطالعه قرار 
دادند. نرندار2 ]23[ اثرات حرارتی را بر روی ویژگی های گسترش موج صوتی 
نانوصفحات  موج  گسترش  رفتار  است.  کرده  بررسی  نانوصفحات  روی  بر 
پیزوالکتریک توسط ژانگ و همکاران نشان داده شده است ]24[. ژانگ ]25[ 
رفتار گسترش موج نانوصفحات را با در نظر گرفتن اثرات سطح3 مورد بررسی 
گسترش  روی  بر  اندازه  اثرات   ]26[ همکاران  و  زانگ  همچنین،  داد.  قرار 
موج نانوصفحات پیزوالکتریک را با در نظر گرفتن اثرات سطح نشان دادند. 
اخیراً ورزندیان و ضیایی ]27[ ارتعاشات غیرخطی ورق های همگن را با در 
از  استفاده  با  همکاران  و  کاغذیان  کردند.  بررسی  اندازه  اثرات  گرفتن  نظر 
روابط سینماتیکی تیر اویلر-برنولی و تئوری غیرمحلی الاستیسیته به مطالعه 
رفتار ارتعاشات الکترومکانیکی نانوعملگر بایمورف4 پرداختند ]28[. با توجه 
به اثرات اندازه اشاره شده در تئوری ارینگن، ناظم نژاد و کمالی ]29[ اثرات 

جابه جایی های جانبی را در تحلیل ارتعاشات آزاد نانومیله ها در نظر گرفتند.
از  استفاده  با  ها  سازه  در  داخلی  عیوب  تشخیص  موارد  از  بسیاری  در 
با توجه  با این اوصاف در مواردی  آزمون های غیرمخرب5 صورت می گیرد. 
از  دسته  آن  برای  غیرمخرب  آزمون  روش  از  نمی توان  سازه ها  بزرگی  به 
بسامد  با  یا حرارتی  و  امواج فراصوت  استفاده کرد. در روشی دیگر  سازه ها 
بالا و با دامنه کم به داخل قطعه فرستاده می شوند و پس از برخورد به هر 
گسستگی بازتابیده می شوند و از روی دامنه، زاویه بازگشت و زمان بازگشت 
آنها می توان به مشخصه  های این گسستگی پی برد. یکی از امتیازات مهم 
این روش توانایی آن در تشخیص عیوب بسیار کوچک به سبب بسامد بالای 
این امواج و در نتیجه طول موج بسیار کوچک آنها می باشد. در این روش ها 
با توجه به آن که ضخامت سازه ها متفاوت می باشد گاهی از چند مد ارتعاشی 
شده  داده  پوشش  بسامدی  گستره  تمام  از  یا  و  گردد  استفاده  است  ممکن 
با تکنولوژی  از مصارف صنعتی  در یک مد استفاده شود ]30[. در بسیاری 
با  آنها  خارجی  سطح  که  می شود  استفاده  مقاومی  پوشش های  از  پیشرفته 
این پوشش ها  به کارگیری  از  روش های حرارتی اسپری شده است6. هدف 

1  Classical Continuum Theory.
2  Narendar.
3  Surface Effects.
4 Bimorph nano-actuator
5  Non-destructive test (NDT)
6  Thermal Spray Coatings

آن  در  که  می باشد  خواص سطحی مخصوص  یک سری  آوردن  دست  به 
کاربردها مورد نیاز است ]31[. در این مصارف به منظور مقاوم کردن پوشش 
در برابر خوردگی و سایش، عایق کردن در برابر بار حرارتی یا الکتریکی سطح 
پذیرفته  پژوهش های صورت  از  یکی  در  اسپری می کنند.  را  پوشش ها  این 
پاتل و آلموند با استفاده از گسترش دادن موج های حرارتی به بررسی وجود 
پرداختند  مقاوم  پوشش های  تعیین ضخامت  و  حرارتی  رفتار  داخلی،  عیوب 

.]32[
تابعی  نانوصفحات مدرج  دینامیکی  و  استاتیکی  تحلیل  اخیراً  از طرفی، 
به  است.  شده  واقع  محققان  از  بسیاری  گسترده  توجه  مورد  غیرمحلی 
مدرج  نانوصفحات  آزاد  عرضی  ارتعاشات  ویژگی های  بررسی  نمونه،  عنوان 
با به کارگیری روش اجزا محدود توسط نترجان ]33[ صورت گرفته  تابعی 
نانوتیرهای مدرج تابعی  ارتعاشات آزاد  است. ویژگی های کمانش حرارتی و 
تحت بارگذاری حرارتی توسط ابراهیمی و سالاری ]34[ مورد تحقیق قرار 
تحت  تابعی  مدرج  نانوتیرهای  ترمومکانیکی  ارتعاشی  پاسخ  است.  گرفته 
بارگذاری های خطی و غیرخطی نیز توسط ابراهیمی و همکاران ]35[ بررسی 
تابعی  مدرج  نانوصفحات  بعدی  سه  خمش  و  ارتعاشات  تحلیل  است.  شده 
یک  از  استفاده  با  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد   ]36[ انصاری  توسط  نیز 
نظریه اصلاح شده غیرمحلی، رفتار ارتعاشی نانوصفحات مدرج تابعی توسط 
بلکوریسات7 و همکاران ]37[ بررسی شده است. نامی و همکاران ]38[ اثرات 
بار حرارتی بر روی پاسخ کمانشی نانوصفحات مدرج تابعی را با استفاده از 

یک نظریه تغییر شکل برشی مرتبه سوم نشان دادند.
به علاوه، نظریه های متعددی وجود دارند که در تحلیل رفتار استاتیک، 
ارتعاشات، کمانش و گسترش موج صفحات به کار می روند. ساده ترین نظریه، 
نظریه کلاسیک صفحه8 نامیده می شود که تغییرشکل ناشی از برش را در 
مرتبه  نظریه های  در  برشی  تغییرشکل  اثرات  آنجایی که  از  نمی گیرد.  نظر 
اصلاحی  فاکتور  از  بی نیاز  نظریه ها  این  است،  شده  لحاظ  بالای صفحات9 
برشی می باشند. اخیراً، نظریه های صفحه پالایش شده چهار متغیره10 توسعه 
یافته و برای بررسی رفتار صفحات مدرج تابعی مورد استفاده قرار گرفته اند؛ به 
عنوان مثال، یک نظریه پالایش شده چهارمتغیره توسط تای و همکاران ]39[ 
به منظور بررسی رفتار ارتعاشات آزاد نانوصفحات مدرج تابعی بر روی بستر 
الاستیک11 توسعه داده شده است. تای ]40[ همچنین از یک نظریه پالایش 
شده مرتبه بالا با تابع درجه دو برای تحلیل ارتعاشی صفحات مدرج تابعی 
استفاده کرده است. به علاوه، کاویانی و میردامادی ]41[ توانستند با استفاده 
استاتیکی  به تحلیل  تغییرشکل برشی صفحات  بالای  تئوری مرتبه  از یک 
و  تونسی  دیگری  پژوهش  در  بپردازند.  تابعی  مدرج  ورق های  دینامیکی  و 
مدرج  موج صفحات  گسترش  رفتار  روی  بر  تخلخل  اثرات   ]42[ همکاران 
تابعی را با استفاده از نظریه های گوناگون پالایش شده مرتبه بالا مورد بررسی 
7  Belkorissat.
8  Classical Plate Theory (CPT).
9  Higher-Order Plate Theories.
10  Four-variable Refined Plate Theory.
11  Elastic Foundation.
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ساندویچی  نانوصفحات  الکترومغناطیسی  موج  گسترش  تحلیل  دادند.  قرار 
گرفتن  نظر  در  با  شده  پالایش  نظریه های  از  استفاده  با  ویسکوالاستیک1 
اثرات اندازه توسط آرانی ]43[ نشان داده شده است. رفتار کمانش حرارتی 
نانوصفحات مدرج تابعی با استفاده از یک  نظریه مرتبه بالای پالایش شده 
جدید در محیط های حرارتی گوناگون توسط براتی و همکاران ]44[ بررسی 

شده است.
از بررسی پیشینه پژوهش فوق مشخص می شود که تحقیقات بسیاری بر 
روی ارتعاشات و کمانش نانوتیرها و نانوصفحات انجام شده است، در حالی که 
همچنین  موج  گسترش  بررسی  به  آنها  در  که  دارند  وجود  کمی  مقالات 
اثرات  و  حرارتی  بار  اثر   ]45[ همکاران  و  ژانگ  باشند.  پرداخته  سازه هایی 
سطح بر روی گسترش موج عرضی نانوتیرهای مدرج تابعی پیزوالکتریک را 
با استفاده از نظریه غیرمحلی ارینگن مورد بررسی قرار داده اند. تحلیل رفتار 
گسترش موج عرضی نانوتیرهای مدرج تابعی با به کارگیری نظریه غیرمحلی 
قرار  بررسی  و  بحث  مورد   ]46[ و همکاران  لی  توسط  نیز  کرنش  گرادیان 
گرفته است. هردو این تحقیقات بر روی نانوتیرها صورت گرفته اند و تاکنون 
تحقیقی در زمینه گسترش موج در نانوصفحات مدرج تابعی تحت بار حرارتی 

با ویژگی های مکانیکی وابسته به دما ارائه نشده است.
در این پژوهش از نظریه غیرمحلی ارینگن برای بررسی رفتار گسترش 
موج در نانوصفحه مدرج تابعی که تحت بارگذاری حرارتی  قرار دارد، استفاده 
نظریه  از  برش  از  ناشی  تغییرشکل  گرفتن  نظر  در  منظور  به  است.  شده 
تغییرشکل برشی مرتبه سوم پالایش شده2 استفاده شده است. خواص ماده با 
استفاده از مدل موری-تاناکا3 در راستای ضخامت نانوصفحه تغییر می کنند و 
به صورت وابسته به دما در نظر گرفته می شوند. با استفاده از اصل همیلتون4 
حل  روش  یک  از  استفاده  با  و  آمده اند  دست  به  مسأله  بر  حاکم  معادلات 
تحلیلی مقادیر بسامد موج5 و سرعت فازی6 به دست می آیند. اثر پارامترهای 
مختلفی مثل ضرایب سختی وینکلر7 و پاسترناک8، شاخص گرادیان، توزیع 
دما و پارامتر غیرمحلی بر روی ویژگی های موج نانوصفحات مورد بحث و 

بررسی قرار گرفته اند.

 نظریه و فرمول بندی- 2
 مدل موری تاناکا برای نانوصفحات ساخته شده از مواد مدرج تابعی2- 1- 

در شکل 1 هندسه یک نانوصفحه مدرج تابعی قرار گرفته بر روی بستر 
موری-تاناکا  سازی  مدل همگن  براساس  است.  شده  داده  نشان  الاستیک 
eK و مدول برشی معادل  ویژگی های معادل ماده مثل مدول بالک معادل 

eµ به شکل زیر قابل محاسبه می باشند ]35[:

1  Viscoelastic Sandwich Nanoplates.
2  Third Order Refined Plate Theory.
3  Mori-Tanaka.
4  Hamilton Principle.
5  Wave Frequency.
6  Phase Velocity.
7  Winkler Parameter.
8  Pasternak Parameter.

(1)
( ) ( )1 / 4 / 3

e m
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c

m c m m m

K K
K K

V
V K K K µ

−
=

−

+ − +

(2)
( )
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1  
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6( 2 )

e m c

m c mc m

m m m
m

m m

V
V

K
K

µ µ
µ µµ µ

µ µ
µ

µ

−
=

−−
+
 +

+ + 

در روابط بالا اندیس های m و c به ترتیب به فازهای فلزی و سرامیکی 
اشاره می کنند و کسر حجمی مربوط به این دو فاز با رابطه زیر به هم مرتبط 

می شوند:
(3)1c mV V+ =

کسر حجمی سرامیک به طور مفروض برابر است با:

(4)1
2

p

c
zV
h

 = + 
 

در اینجا، p شاخص گرادیان می باشد که توزیع ماده در راستای ضخامت 
صفحه را مشخص می کند و z فاصله اندازه گیری شده از تارخنثی نانوصفحه 
 ،E معادل  الاستیسیته  مدول  موری-تاناکا  مدل  برطبق  بنابراین،  می باشد؛ 
محاسبه  قابل  زیر  روابط  با   ρ معادل  چگالی  و   v معادل  پواسون  ضریب 

می باشند:

(5)( ) 9
3

e e

e e

KE z
K

µ
µ

=
+

(6)( ) 3 2 
6 2

e e

e e

Kv z
K

µ
µ

−
=

+

(7)( ) c c m mz V Vρ ρ ρ= +

همچنین، ضریب انبساط حرارتی α و ضریب رسانندگی حرارتی K به 
صورت ذیل محاسبه خواهند شد:

(8)

1 1

 1 1
e m e m

c m

c m

K K

K K

α α
α α

−
−

=
− −

Fig. 1. The geometry of a nanoplate embedded on an elastic foundation

شکل 1: هندسه یک نانوصفحه قرار گرفته روی بستر الاستیک
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(9)( )1
3

e m c

c mc m
m

m

K K V
K KK K V

K

−
=

−−
+

براساس رابطه زیر، ضرایب وابسته به دمای خواص ماده برای فاز های 
فلزی و سرامیکی با هم ترکیب شده و خاصیت مورد نظر محاسبه می گردد:

(10)1 2 3
0 1 1 2 3(1   )P P P T PT PT PT−

−= + + + +

، ضرایب وابسته به دمایی هستند که در جدول  iP در رابطه فوق ضرایب 
304SUS  آورده شده اند. 3  و  4Si N برای 

304SUS می باشد؛ در  سطح پایینی صفحه کاملا فلزی و از جنس 
304SUS است.  حالی که سطح بالایی صفحه کاملًا سرامیکی و از جنس 
در این مقاله توزیع دما به صورت غیرخطی در راستای ضخامت نانوصفحه 
رسانش  پایدار  حالت  معادله  یک  کردن  حل  با  دما  توزیع  است.  مفروض 
گرمایی با توجه به شرایط مرزی در سطوح بالایی و پایینی صفحه در راستای 

ضخامت حاصل می شود:

(11)( )  ,  0d dTK z T
dz dz

 − = 
 

شرایط مرزی به صورت زیر می باشند:

)12-الف(    
2 c
hT T  = 

 

)12-ب(    
2 m
hT T − = 

 

با حل معادلات بالا به یک رابطه برای توزیع دما می رسیم که به صورت 
زیر می باشد:

)13(  ( ) ( )

( )

2

2

2

1  
,

1  
,

z
h

m c m h

h

dz
K z T

T T T T
dz

K z T

−

−

= + −
∫

∫

روابط سینماتیکی- 2- 2
یک  جابه جایی  میدان  شده،  پالایش  بالای  مرتبه  نظریه های  براساس 

نانوصفحه مدرج تابعی به صورت زیر بیان می شود:

)14-الف(  ( ) ( ) ( )0, , , , ,  b sw wU x y z t u x y t z f z
x x

∂ ∂
= − −

∂ ∂

)14-ب(  ( ) ( ) ( )0, , , , ,   b sw wV x y z t v x y t z f z
y y

∂ ∂
= − −

∂ ∂

)14-پ(  ( ) ( ) ( ), , , , ,  , ,b sW x y z t w x y t w x y t= +

در  تغییرشکل های   sw و   bw طولی،  جابه جایی   0u بالا  روابط  در 
راستای z می باشند که به ترتیب ناشی از خمش و برش می باشند. )z(f تابعی 
می باشد که توزیع تنش و یا کرنش برشی در راستای ضخامت را بیان می کند. 
) در نظر گرفته می شود. مقادیر  )

3

2
4
3

zf z
h

= در کار حاضر این تابع به صورت 
کرنش غیرصفر می توانند با استفاده از روابط زیر محاسبه شوند:

)15(  ( )
0

0

0

   

b s
x x x x

b s
y y y y

b s
xy xy xy xy

k k
z k f z k

k k

ε ε
ε ε
γ γ

      
       = + +       

       
       

که در رابطه بالا:

SUS304 و Si3N4 جدول 1: ضرایب وابسته به دما برای
Table 1. Temperature-dependent properties of Si3N4 and SUS304

Properties Material

3 4Si N SUS304

,PaE 0P 348/43e+9 201/04e+9

1P− 0 0

1P -3/070e-4 3/079e-4

2P 2/160e-7 -6/534e-7

3P -8/946e-11 0
-1,Kα 0P 5/8723e-6 12/330e-6

1P− 0 0

1P 9/095e-4 8/086e-4

2P 0 0

3P 0 0
3,kg/mρ 0P 2370 8166

1P− 0 0

1P 0 0

2P 0 0

3P 0 0

W/mK,κ 0P 13/723 15/379

1P−
0 0

1P -1/032e-3 -1/264e-3

2P 5/466e-7 2/092e-6

3P -7/876e-11 -7/223e-10

ν 0P 0/24 0/3262

1P− 0 0

1P 0 -2/002e-4

2P 0 3/797e-7

3P 0 0
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)16-ب(  ( ) ( )1
df z

g z
dz

= −

حال با استفاده از اصل همیلتون معادلات اویلر-لاگرانژ نانوصفحه مدرج 
تابعی را در محیط حرارتی به دست می آوریم:

)17(  ( )
0

0
t

U K V dtδ − + =∫

انرژی  تغییرات   Kδ کرنشی،  انرژی  تغییرات   Uδ فوق  رابطه  در 
نیروهای خارجی می باشد.  توسط  انجام شده  کار  تغییرات   Vδ و  جنبشی 

تغییرات انرژی به صورت زیر قابل بیان می باشد:

)18(  ] [ 
ij ij

x x y y xy xy yz yz xz xz

U dV
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δ σ δε

σ δε σ δε τ δγ τ δγ τ δγ
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 با جایگذاری معادلات )15( و )16( در معادله )18( خواهیم داشت:
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در رابطه بالا ترکیبات تنشی M ،N و Q به صورت زیر تعریف می شوند:

)20-الف(  
( ) ( )

( )
, , 1, ,

            , ,

b s
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)20-ب(  ( ) ,  , ,i iQ g dA i x y xyσ= ∫ =

اولین تغییرات کار انجام شده توسط نیروهای خارجی برابر است با:
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و  می باشد   0 0 T
x yN N N= = و  است   0 0xyN = بالا  رابطه  در 

TN به صورت زیر تعریف می شود:
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تغییرات انرژی جنبشی برابر است با: 
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به  نسبت  دیفرانسیل گیری  معنای  به   "." بالا علامت  روابط  تمامی  در 
با روابط زیر  زمان می باشد، همچنین اینرسی های به کار رفته در معادلات 

قابل محاسبه اند:
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دادن  قرار  و   )24( رابطه  در   )22( و   )20(  ،)18( معادلات  دادن  قرار  با 
swδ برابر با صفر معادلات اویلر-لاگرانژ  bwδ و   ، 0vδ  ، 0uδ ضرایب 

به صورت زیر نوشته می شوند: 
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 نظریه غیرمحلی الاستیسیته ارینگن- 8- 2
براساس این نظریه، حالت تنش در هر نقطه درون جسم تابعی از کرنش 
در سایر نقاط اطراف آن است. در اینجا به منظور در نظر گرفتن اثرات اندازه 
کوچک از این نظریه استفاده می شود. براساس این نظریه، مؤلفه های تانسور 
تنش غیرمحلی در هر نقطه دلخواه x در جامدات همگن را می توان به صورت 

زیر نوشت:
(29)( ) ( ) ( ) ( ),ij ijx x x t x d xσ α τ′ ′= − Ω ′∫

) مؤلفه های تنش محلی در نقطه دلخواه x می باشند  )ijt x′  در معادله بالا 
که با رابطه زیر به تانسور کرنش مرتبط می شوند:

(30)ij ijkl klt C ε=

′x بر تنش نقطه x در  ) اثر کرنش در نقطه  ),x xα τ′ − تابع کرنل 
اقلیدوسی  فاصله   x x′ − همچنین  می گیرد،  نظر  در  را  الاستیک  اجسام 
می باشد و τ مقدار ثابتی است که با توجه به رابطه زیر قابل محاسبه می باشد:

(31)0e a
l

τ =

و  ارینگن  می گیرد.  نظر  در  را  نانوسازه ها  پاسخ  بر  اندازه  اثرات   0e a
همکاران )2-3( با روش های عددی توانستند تابع کرنل مناسب را پیدا کنند. 
با انتخاب تابع کرنل مناسب، صورت معادله دیفرانسیل گونه نظریه ارینگن را 

می توان مطابق زیر بیان نمود:

(32)( )( )2
01 kl kle a tσ− ∇ =

∇2 عملگر لاپلاسین دو بعدی می باشد؛ بنابراین، فرم  در معادله بالا 
به  تابعی  مدرج  نانوصفحات  برای  ارینگن  تشکیل دهنده  معادلات  نهایی 

صورت زیر نوشته می شود:
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   ها می توانند به صورت زیر محاسبه ijQ ) و  )2

0µ e a= در معادله بالا 
شوند:
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با  تابعی  مدرج  نانوصفحه  یک  ممان-کرنش  و  نیرو-کرنش  معادلات 
از معادله )32(  انتگرال گیری  با  از نظریه پالایش شده می توانند  بهره گیری 

روی سطح مقطع نانوصفحه به دست آیند:
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در معادلات )35( تا )38( صلبیت های سطح مقطع به صورت زیر تعریف 
می شوند:
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با قرار دادن روابط )35( تا )38( در روابط )25( تا )28( معادلات حاکم 
sw به صورت زیر نوشته  bw و   ، 0v  ، 0u نهایی براساس جابه جایی های 

می شوند:
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روش حل- 3
در  شده  منتشر  موج  جابه جایی  میدان  بودن  نمایی  فرض  با  اینجا  در 

صفحه x-y خواهیم داشت:
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sW دامنه های جابه جایی موج  bW  و   ،V ،U که در این رابطه ضرایب
2k به ترتیب عدد موج در راستای x و y می باشند.  1k و  می باشند، مقادیر 
قرار دادن معادله )44( در  با  ω بسامد موج منتشر شده می باشد.  همچنین 

معادلات )40( تا )43( خواهیم داشت:

)45(  [ ] [ ]( ){ } { }2 0K Mω− ∆ =

در رابطه بالا پارامترهای مجهول به صورت زیر تعریف می شوند:
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ijm در ضمیمه آورده شده اند.  ija و  در رابطه فوق مقادیر مجهول 

 

مقادیر ویژه گسترش موج نانوصفحه با قرار دادن حاصل دترمینان زیر با صفر 
به دست می آید:

)47(  [ ] [ ]2 0K Mω− =

 1 2k k k= = با در نظر گرفتن عدد موج در راستاهای x و y به صورت 
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ω ω
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مدهای  به  مربوط  ترتیب  به  فوق  رابطه  از  آمده  دست  به  مقادیر  که 
3M مربوط به موج های عرضی  0M و  3M می باشند. مدهای  0M تا 
2M مربوط به موج های طولی می باشند. پس از محاسبه  1M و  و مدهای 

) برای هر مد، سرعت فازی می تواند به شکل زیر تعریف شود: )iM k

(49)( ) ( ) ,     0,1, 2,3i
i

M k
C i

k
= =

بسامد فرار1 نیز با میل دادن عدد موج به سمت بی نهایت به دست خواهد 
آمد. واضح است که در بسامدهای بیشتر از بسامد فرار موج های عرضی دیگر 

انتشار پیدا نخواهند کرد.

ارائه نتایج و بحث و بررسی آنها- 4
در این کار ویژگی های گسترش موج یک نانوصفحه مدرج تابعی ساخته 
304SUS تحت بار حرارتی مورد بررسی قرار گرفته  3 و  4Si N شده از 
نتایج دقیق تر خواص ماده به صورت وابسته به دما  است. برای رسیدن به 
در نظر گرفته شده اند. بسامدها در شاخص گرادیان 5 با مقادیر محاسبه شده 
مشابه توسط نترنجان2 و همکاران )2012( مقایسه شده و نتایج در جدول 2 

آورده شده اند.

با دقت  دریافت می شود که کار حاضر می تواند  نتایج فوق  مقایسه  از   
خوبی بسامد نانوصفحات مدرج تابعی را پیش بینی کند.

1  Escape Frequency.
2  Nataranjan.

جدول 2: مقایسه بسامد موج نانوصفحات مدرج تابعی برای پارامترهای 
.)p=5( غیرمحلی مختلف

Table 2. Comparison of the wave frequencies of the FG nanoplates for 
various nonlocal parameters (p=5).

a/h=10 µ

نترنجان و همکاران )2012( مطالعه حاضر
0/0441 0/043803 0
0/0403 0/040051 1
0/0374 0/037123 2
0/033 0/032791 4

a/h=20
0/0113 0/011255 0
0/0103 0/010288 1
0/0096 0/009534 2
0/0085 0/008418 4

Fig. 2. Effect of various temperature changes on the wave frequency of 
FG nanoplates (p=1, µ=1 nm2).

شکل 2: اثر توزیع دماهای گوناگون بر بسامد نانوصفحات مدرج تابعی در 
) p=1,µ=1 nm2(

)a (.M0 Mode

)( (.M1 Mode

)c (.M2 Mode

)d (.M3 Mode  
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دما  تغییر  به  نسبت  تابعی  نانوصفحه مدرج  بسامد  تغییرات  در شکل 2 
در p=1  و µ=1 nm2 رسم شده است. ملاحظه می شود که در تمامی مدها 
تغییرات دما در عدد موج های کوچک تأثیر قابل توجهی بر بسامد نانوصفحات 
مدرج تابعی ندارد؛ اما در عدد موج های بزرگتر این تأثیر را می توان ملاحظه 
کرد. اندازه بسامد در هر مد با افزایش اختلاف دما کاهش می یابد که این 
تغییر اندازه در عدد موج های بزرگتر واضح تر است؛ بنابراین، اثرات اختلاف 
دما بر بسامد در عدد موج های بزرگتر نمایان تر است. براساس نمودار واضح 
است که در عدد موج های بزرگ تر از 10×109 مقادیر بسامد بدون تغییر باقی 

خواهند ماند.
شکل 3 اثرتوزیع دما روی سرعت فازی نانوصفحات مدرج تابعی را در 
برای  نمودار  این که شکل کلی  با وجود  نشان می دهد.   µ=1 nm2 و    p=1
تمامی مدها مشابه است؛ اما در مدهای M0  و M1  در ابتدا سرعت فازی به 
صورت تدریجی تا مقدار بیشینه خود افزایش می یابد و سپس کاهش می یابد. 
در مدهای M2  و M3  مقدار بیشینه در ابتدای نمودار رخ می دهد و پس از 
آن سرعت فازی به طور یکنواخت همانند مدهای قبلی روند کاهشی خواهد 
داشت. لازم به ذکر است که در تمامی مدها با افزایش اختلاف دما، مقدار 
سرعت فازی کاهش می یابد که این اثر در عدد موج های بزرگتر، کم تر دیده 

می شود. 
در  نانوصفحه  فازی  سرعت  بر  )خطی(  وینکلر  الاستیک  ضریب  اثر 
p=1 ،ΔT=500 و µ=1 nm2 در شکل 4 نشان داده شده است. وجه تشابه 
عدد  در  وینکلر  ضریب  به  فازی  سرعت  وابستگی  عدم  در  مدها  تمامی 
موج های بزرگتر می باشد. به عنوان وجه اشتراک دیگر می توان به افزایش 
مقدار سرعت فازی در عدد موج های کوچک به هنگام افزایش ضریب وینکلر 
در تمامی مدها اشاره کرد؛ بنابراین، تغییر در ضریب وینکلر در عدد موج های 

بزرگتر اثر قابل توجهی بر اندازه سرعت فازی ندارد.
در شکل 5 اثر ضریب الاستیک پاسترناک )غیرخطی( بر سرعت فازی 
نانوصفحه در p=1 ،ΔT=500 و µ=1 nm2 نشان داده شده است. همانطور 
که ملاحظه می شود، افزایش ضریب پاسترناک منجر به افزایش مقدار سرعت 
فازی مخصوصاً در عدد موج های کوچک می شود. به عبارت دیگر، اثر ضریب 
پاسترناک بر سرعت فازی در عدد موج های بزرگتر از 109×1  آنقدر کوچک 

است که می توان از آن چشم پوشی کرد.
در شکل 6 اثر پارامترهای شاخص گرادیان و توزیع دما بر سرعت فازی 
صفر  برابر  الاستیک  بستر  ضرایب  هنگامی که  تابعی،  مدرج  نانوصفحات 
  M1 و  M0 می باشند، نشان داده شده است. براساس این شکل، در مدهای
در ابتدا سرعت فازی به صورت تدریجی تا مقدار بیشینه خود افزایش می یابد 
و سپس کاهش می یابد. در مدهای M2  و M3 این روند به صورت یکنواخت 
مقدار  در  افزایش  بینی،  پیش  قابل  روند  یک  عنوان  به  می باشد.  کاهشی 
اختلاف دما منجر به کاهش سرعت فازی می شود. همچنین با زیاد کردن 
شاخص گرادیان مقدار سرعت فازی کاهش می یابد که دلیل آن افزایش کسر 

حجمی فاز فلزی با افزایش شاخص گرادیان می باشد.

)a (.M0  Mode

)( (.M1  Mode

)c (.M2  Mode

)d (.M3  Mode
Fig. 3. Effect of various temperature changes on the phase velocity of 

FG nanoplates (p=1, µ=1 nm2).

شکل 3: اثر توزیع دماهای گوناگون بر سرعت فازی نانوصفحه مدرج 
) p=1,µ=1 nm2( تابعی در
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Fig. 4. Effect of Winkler parameter on the phase velocity of FG 
nanoplates (p=1, µ=1 nm2, ΔT=500).

Fig. 5. Effect of Pasternak parameter on the phase velocity of FG 
nanoplates (p=1, µ=1 nm2, ΔT=500).

شکل 4: اثر ضریب وینکلر بر سرعت فازی نانوصفحه مدرج تابعی در 
) ΔT=500, p=1,µ=1 nm2 (

شکل 5: اثر ضریب پاسترناک بر سرعت فازی نانوصفحه مدرج تابعی در 
) ΔT=500, p=1,µ=1 nm2 (

)a (.M0   Mode

)( (.M1 Mode

)c (.M2   Mode

)d (.M3   Mode

)a (.M0  Mode

)( (.M1  Mode

)c (.M2  Mode

)d (.M3 Mode
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Fig. 6. Effects of gradient index and temperature change on the phase 
velocity of the FG nanoplates.

Fig. 7. Effect of nonlocal parameter on the phase velocity of FG 
nanoplate (p=1).

شکل 6: اثر شاخص گرادیان و اختلاف دما بر سرعت فازی نانوصفحه 
مدرج تابعی. 

شکل 7: اثر پارامتر غیرمحلی بر سرعت فازی نانوصفحه مدرج تابعی در 
.)p=1(

)a (.M0 Mode

)( (.M1 Mode

)c (.M2 Mode

)d (.M3 Mode

)a (.M0 Mode

)( (.M1 Mode

)c (.M2 Mode

)d (.M3 Mode
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 p=1 در  تابعی  مدرج  نانوصفحه  فازی  سرعت  بر  غیرمحلی  پارامتر  اثر 
براساس  است.   شده  رسم   7 شکل  در  صفر  الاستیک  بستر  ضرایب  با  و 
شکل در تمامی مدها با افزایش پارامتر غیرمحلی مقدار سرعت فازی کاهش 
می یابد. این تغییر در عدد موج های بزرگتر محسوس تر است. در تمامی مدها، 
هنگامی که مقدار پارامتر غیرمحلی صفر است؛ سرعت فازی پس از عدد موج 
پارامتر  ناصفر  مقادیر  برای  این،  بر  باقی می ماند. علاوه  ثابت   1×109 تقریباً 
میل  به سمت صفر  فازی  مقدار سرعت  موج  زیاد شدن عدد  با  غیرمحلی، 

می کند و اثر پارامتر غیرمحلی در اینجا کم تر می شود.
نانوصفحات  فرار  بسامد  روی  بر  گوناگون  دماهای  توزیع  اثر   8 شکل 
مدرج تابعی را بیان می کند. برای این کار عدد موج به سمت بی نهایت میل 
افزایش شاخص گرادیان منجر  (. واضح است که  k →∞ داده می شود )
به کاهش بسامد فرار می شود و این روند در شاخص گرادیان های کوچک 
محسوس تر است. ملاحظه می شود که با افزایش اختلاف دما اندازه بسامد 
واضح تر  بزرگتر  گرادیان های  در شاخص  روند  این  که  می یابد  کاهش  فرار 

است.

نتیجه گیری - 5
در چارچوب یک نظریه صفحه پالایش شده مرتبه سوم، گسترش موج 
یک نانوصفحه مدرج تابعی قرار گرفته روی بستر الاستیک تحت بارگذاری 
حرارتی غیرخطی مورد بحث و بررسی قرار گرفته. ویژگی های ماده مربوط به 
این نانوصفحه با استفاده از مدل موری-تاناکا در راستای ضخامت درجه بندی 
می شوند. با به کارگیری اصل همیلتون، معادلات دیفرانسیل نهایی حاکم بر 
گوناگون  پارامترهای  اثر  پارامتری  بررسی  یک  در  شده اند.  استخراج  مسأله 
و  خطی  ضرایب  و  غیرمحلی  پارامتر  گرادیان،  شاخص  دما،  توزیع  مثل 
غیرخطی بستر الاستیک بر روی ویژگی های گسترش موج نانوصفحه مدرج 
تابعی بررسی شده است. ملاحظه می شود که بسامد موج، سرعت فازی و 
بسامد فرار هر سه با افزایش اختلاف دما کاهش می یابند؛ همچنین، پارامتر 
غیرمحلی اثر نرم کننده ای بر رفتار نانوصفحه دارد و منجر به کاهش سرعت 
فازی می شود. شاخص گرادیان اثر کاهنده قابل ملاحظه ای بر سرعت فازی 
نانوصفحات دارد. اثر شاخص گرادیان و اختلاف دما بر سرعت فازی در عدد 
الاستیک  سختی  ضرایب  افزایش  است.  چشم پوشی  قابل  بزرگ  موج های 
وینکلر و پاسترناک منجر به افزایش سرعت فازی در عدد موج های کوچک 
می شود. اثر ضرایب بستر الاستیک در عدد موج های بزرگ قابل چشم پوشی 

است.
علائم انگلیسی

AijN/m ،صلبیت مقطع
As

ijN/m ،صلبیت مقطع
am ،طول نانوصفحه

aij]K[ درایه های ماتریس
BijN ،صلبیت مقطع

Fig. 8. Effect of temperature change on the escape frequency of FG 
nanoplate in various gradient indices.

شکل 8: اثر توزیع دماهای گوناگون بر بسامد فرار نانوصفحه مدرج تابعی 
در شاخص گرادیان های مختلف. 

)a (.M0 Mode

)( (.M1  Mode

)c (.M2 Mode

)d (.M3 Mode
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Bs
ijN ،صلبیت مقطع

Bm ،عرض نانوصفحه
Cikm/s ،سرعت فازی
DijNm ،صلبیت مقطع
Ds

ijNm ،صلبیت مقطع
EPa ،مدول الاستیسیته
fHz ،بسامد موج

f(z(m ،تابع تغییرشکل برشی مرتبه سوم
g(z()بی بعد( z نسبت به f(z) یک منهای مشق
Hs

ijNm ،صلبیت مقطع
Hm ،ضخامت نانوصفحه
I0 ،اینرسی
I1 ،اینرسی
I2kg ،اینرسی
J0 ،اینرسی
J2kg ،اینرسی
KJ ،کار انرژی جنبشی
k1/nm ،عدد موج
b
ik)ثوابت کرنشی )بی بعد
s
ik)ثوابت کرنشی )بی بعد

Kcمدول بالک فاز سرامیکی
Keمدول بالک معادل
Kmمدول بالک فاز فلزی
Kpضریب پاسترناک
Kwضریب وینکلر
K2kg ،اینرسی
k11/nm ،ها x عدد موج در راستای محور
k21/nm ،ها y عدد موج در راستای محور

Mi مد های گوناگون موج
b
iMNm ،ترکیب تنشی
s
iMNm ،ترکیب تنشی

ijm]M[ درایه های ماتریس
NiN ،ترکیب تنشی
NTN ،بار حرارتی
P)شاخص گرادیان )بی بعد
Piویژگی ماده
QiN ،ترکیب تنشی
QijPa ،ثابت های الاستیک
T°C ،دما
Tc°C ،دمای فاز سرامیکی
Tm°C ،دمای فاز فلزی
UJ ،انرژی کرنشی

U(x,y,z,t)m ،x تغییر شکل کل در راستای
u0m ،x تغییر شکل در راستای
VJ ،کار ناشی از نیرو های خارجی

V(x,y,z,t)m ،y تغییر شکل کل در راستای
v0m ،y تغییر شکل در راستای

v(z()نسبت پواسون )بی بعد
Vc)کسر حجمی فاز سرامیکی )بی بعد
Vm)کسر حجمی فاز فلزی )بی بعد

W(x,y,z,t(m ،z تغییر شکل کل در راستای
Wbm ،ناشی از خمش z تغییر شکل کل در راستای
wbm ،ناشی از خمش z تغییر شکل در راستای
Wsm ،ناشی از برش z تغییر شکل کل در راستای
Wsm ،ناشی از برش z تغییر شکل در راستای

xمحور مختصات
yمحور مختصات
zمحور مختصات

علائم یونانی

α1 / °C ،ضریب انبساط حرارتی
γ)کرنش برشی )بی بعد
Δماتریس تغییر شکل کل

ΔT°C ،اختلاف دما
δمقدار جزیی

δKJ ،تغییرات کار انرژی جنبشی
δUJ ،تغییرات کار انرژی کرنشی
δVJ ،تغییرات کار ناشی از نیرو های خارجی

ε)کرنش محوری )بی بعد
μ ،پارامتر غیرمحلی

μcPa ،مدول برشی سرامیک
μePa ،مدول برشی معادل
μmPa ،مدول برشی فلز
ρkg/m3 ،چگالی
σPa ،تنش محوری
τPa ،تنش برشی

ωHz ،بسامد موج

زیرنویس ها

bخمشی
cبیانگر سرامیک
eمعادل

mبیانگر فلز
sبرشی
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xx مولفه
yy مولفه

xyxy مولفه
xzxz مولفه
yzyz مولفه

بالانویس ها

bخمشی
sبرشی

ضمیمه 
ijm به صورت زیر می باشند: ija و  در معادله )ب.42( درایه های 

( )2 2
11 11 1 66 2        a A k A k= − +

;

( )12 12 66 1 2a A A k k= − +
;       

( )2 2
13 1 11 1 12 66 22a ik B k B B k = + +  ;

( )2 2
14 1 11 1 12 66 22s s sa ik B k B B k = + + 

( )21 12 66 1 2a A A k k= − +
;           

( )2 2
22 66 1 22 2a A k A k= − +

( ) 2 2
23 2 12 66 1 22 22a ik B B k B k = + +  ;  

( ) 2 2
24 2 12 66 1 22 22s s sa ik B B k B k = + + 

( )2 2
31 1 11 1 12 66 22 ;   a ik B k B B k = − + + 

( ) 2 2
32 2 12 66 1 22 22a ik B B k B k = − + + 

( )( )
( )( ) ( )( )

4 2 2 4
33 11 1 12 66 1 2 22 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2

1T
p w

a D k D D k k D k

N k k k k k kµ

= − + + +

 + − + − + + 

( )( )
( )( ) ( )( )

4 2 2 4
34 11 1 12 66 1 2 22 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2

1

s s s s

T
p w

a D k D D k k D k

N k k k k k kµ

= − + + +

 + − + − + + 

( )2 2
41 1 11 1 12 66 22 ; s s sa ik B k B B k = − + + 

( ) 2 2
42 2 12 66 1 22 22s s sa ik B B k B k = − + + 

( )( )
( )( ) ( )( )

4 2 2 4
43 11 1 12 66 1 2 22 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2 2

1

s s s s

T
p w

a D k D D k k D k

N k k k k k kµ

= − + + +

 + − + − + + 

( )( )
( )( ) ( )( ) ( )

4 2 2 4
44 11 1 12 66 1 2 22 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 44

2 2

1

s s s s

T s
p w

a H k H H k k H k

N k k k k k k k k Aµ

= − + + +

 + − + − + + − + 

( )( )2 2
11 0 1 2 12 211                ,            0m I k k m mµ= − + + = =

;

12 21 0m m= =

( )( )2 2
13 1 1 21m I k kµ= + +

;

( )( )2 2
14 1 1 21m J k kµ= + +

( )( )2 2
22 0 1 21m I k kµ= − + +

;

( )( )2 2
23 1 2 1 2    1m iI k k kµ= + +

( )( )2 2
24 1 2 1 21m iJ k k kµ= + +

; 

( )( )2 2
31 1 1 1 21m iI k k kµ= − + +

( )( )2 2
32 1 2 1 21m iI k k kµ= − + +

; 

( )( ) ( )( )2 2 2 2
33 0 2 1 2 1 21m I I k k k kµ= − + + + +

( )( ) ( )( )2 2 2 2
34 0 2 1 2 1 21m I J k k k kµ= − + + + +

( )( )2 2
41 1 1 21m J k kµ= − + +

;        

( )( )2 2
42 1 2 1 21m iJ k k kµ= − + +

( )( ) ( )( )2 2 2 2
43 0 2 1 2 1 21m I J k k k kµ= − + + + +

( )( ) ( )( )2 2 2 2
44 0 2 1 2 1 21m I K k k k kµ= − + + + +
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