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ABSTRACT: With the development of nanotechnology in the industrial applications and engineering 
sciences, analysis of the behavior of nanostructures has become important. In recent years, expansion 
and using of non-classical theories to predict the behavior of nanostracture materials has attracted the 
attention of researchers. In this paper, free and forced vibration of viscoelastic nanoplate on the Pasternak 
viscoelastic foundation will be studied. In this study, due to the inability of classical theories to describe 
the behavior of nano-dimensional structures, the non-classical modified couple stress theory has been 
used for express the size effect. By using the Galerkin semi-analytic method, free vibrations analysis 
for six different boundary conditions are discussed; also, forced vibration of rectangular viscoelastic 
nanoplate is studied by using the Navier method for simply supported boundary condition. Kelvin-Voigt 
model is used to simulate the behavior of viscoelastic nanoplate. In the results analysis section, the 
effect of small-scale factor, structural viscoelastic coefficient, linear elastic coefficient of foundation, 
external damping coefficient of foundation and shear coefficient of foundation on the natural frequency, 
maximum dynamic deflection and resonance phenomenon are presented.
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1- Introduction
With the advancement of nanoscience, one of the main 

issues of researchers in recent years is the analysis and 
recognition of the behavior of small-scale structures. Due to 
the huge cost and the need for exact equipment for laboratory 
and experimental work on nano dimensions, using of non-
classical theories has increased. Nanoplates are a subdivision 
of microstructures that improve their electrical properties, 
strength and flexibility by their atomic makeup. In this paper, 
by using modified stress coupling theory, free and forced 
vibration analysis of Kelvin-Voigt viscoelastic nanoplate 
on the Pasternak foundation has been studied and influence 
internal viscoelastic coefficient, elastic coefficient, shear 
foundation coefficient and small scale factor on natural 
frequency, maximum amplitude deflection and resonance 
phenomenon have been investigated.

Simsek [2] analytical and numerical solution procedures 
are proposed for vibration of an embedded microbeam under 
the action of a moving microparticle based on the Modified 
Couple Stress Theory (MCST) within the framework of 
Euler–Bernoulli beam theory. In this paper influences of 
the material length scale parameter, the Poisson’s ratio, the 
velocity of the microparticle and the elastic medium constant 
as well as the solution procedures on the dynamic responses of 
the microbeam. In a study by Ma et al. [3] a non-classical 
Mindlin plate model is developed using a modified couple 

stress theory. The equations of motion and boundary 
conditions are obtained simultaneously through a variational 
formulation based on Hamilton’s principle. The new model 
contains a material length scale parameter and can capture the 
size effect, unlike the classical Mindlin plate theory.

2- Methodology
In Fig. 1, a schematic of the problem is shown. 

Using the energy method and Eqs. (1) to (4), equations 
of motion for different boundary conditions were derived. 
In this paper, free vibrations for the six different boundary 
condition and in the case of forced vibration simply support 
boundary condition have been studied.

Fig. 1. General schematic of the problem

 

  

Fig. 1. General schematic of the problem
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(1 )Etσ η ε∂= + ∂ (1)

1 ( )2 ij ij ij ijU mσ ε χ= + (2)

, ,
1 ( )4ij ipq qp j jpq qi pe eχ ε ε= + (3)

22ij ijm lµ χ= (4)

For solving equations in free and forced vibration, semi-
analytical method and Navier solution have been used, 
respectively.

3- Discussion and Results
In Fig. 2, the effect of small-scale factor on natural 

frequency is shown. The frequency ratio obtained from the 
modified couple stress theory to the Classical Theory (CT) 
frequency according to the small-scale factor is presented.

According to Fig. 2 frequency derived from two classical 
and modified couple stress theory are near to each other for 
nanoplates that have a large thicknes, while, for small thickness 
nanoplate, frequencies obtained from the two theories do not 
coincide and differ greatly. Considering external foundation 
damper and internal coefficient viscoelasticity for nanoplate 
leads to complex natural frequency, also, by increasing the 
values of these parameters, frequency ratio increases.

Considering length scale parameter leads to decrease 
the dynamic deflection and increase natural frequency, also 
creates resonant phenomenon at higher frequencies. Existence 
of linear elastic and shear coefficients of foundation increases 
the natural frequency and decrease maximum dynamic 
deflection.

4- Conclusions
According to the results obtained in this paper, considering 

the small scale factor, elastic coefficient and shear coefficient 
of the foundation increase the natural frequency of nanoplate. 
Furthermore external damper coefficient of foundation and 

Fig. 2. Frequency ratio of MCST to CT frequency

 

internal viscoelasticity coefficient of the nanoplate creates 
complex natural frequency.
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تحلیل ارتعاشات آزاد و اجباری نانوورق مستطیلی ویسکوالاستیک کلوین-ویت با استفاده از 
تئوری کوپل تنش اصلاح شده 
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خلاصه: در این مقاله ارتعاشات آزاد و اجباری نانوورق ویسکوالاستیک واقع بر بستر ویسکوالاستیک پاسترناک، مورد بررسی قرار 
خواهد گرفت. با توجه به عدم توانایی تئوری‌های کلاسیک الاستیسته در توصیف سازه‌هایی با ابعاد نانو، در این پژوهش از تئوری 
غیرکلاسیک کوپل تنش اصلاح شده برای بیان اثر اندازه بهره گرفته شده است. در این پژوهش با استفاده از روش نیمه‌تحلیلی 
گالرکین، ارتعاشات آزاد نانوورق برای شش شرط تکیه‌گاهی متفاوت، بحث شده است؛ همچنین ارتعاشات اجباری نانوورق مستطیلی 
ویسکوالاستیک با استفاده از روش ناویر برای شرط تکیه‌گاهی ساده مورد مطالعه واقع می‌شود. در بخش تحلیل نتایج تاثیر پارامترهایی 
مانند ضریب ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق، پارامتر مقیاس طول ماده و ضریب الاستیک خطی بستر بر روی فرکانس طبیعی، 
ماکزیمم خیز دینامیکی، اختلاف فاز و پدیده تشدید ارائه شده است. با توجه به نتایج حاصل شده مشخص شد که در نظر گرفتن پارامتر 
مقیاس طول ماده منجر به افزایش سفتی و فرکانس طبیعی نانوورق می‌شود؛ همچنین در نظر گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده منجر 
به رخ دادن پدیده تشدید در فرکانس‌های تحریک بالاتر و کاهش اختلاف فازخواهد شد. وجود ضرایب الاستیک خطی و برشی بستر، 

منجر به رخ دادن پدیده تشدید در فرکانس‌های تحریک پایین می‌شود.. 

تاریخچه داوری:
دریافت: 1396/11/13

بازنگری: 1397/01/10
پذیرش: 1397/02/9

ارائه آنلاین: 1397/03/07

کلمات کليدي:
ارتعاشات اجباری

پدیده تشدید
تئوری کوپل تنش اصلاح شده

مدل کلوین-ویت
روش نیمه تحلیلی گالرکین

173

omid.rahmani@znu.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات *

 )Creative Commons License( مردمی  آفرینندگی  لیسانس  تحت  مقاله  این  است.  شده  داده  امیرکبیر  دانشگاه  انتشارات  به  ناشر  حقوق  و  نویسندگان  به  مؤلفین   حقوق 
در دسترس شما قرار گرفته است. برای جزئیات این لیسانس، از آدرس https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode دیدن فرمائید.

مقدمه-11
با پیشرفت فناوری نانو در سال‌های اخیر و استفاده گسترده از ساختارهایی 
مهندسی  رشته‌های  حوزه‌ی  در  به‌ویژه  مهندسی،  کاربردهای  در  ریز  ابعاد  با 
مکانیک و برق، تحلیل و شناخت رفتار ریزساختارها1  به یکی از موضوعات 
اصلی پژوهشگران این حوزه تبدیل شده است. با توجه به هزینه بسیار زیاد 
و نیاز به تجهیزات دقیق برای انجام کارهای آزمایشگاهی و تجربی در ابعاد 
رفتار  پیش‌بینی  برای  غیرکلاسیک  تئوری‌های  از  استفاده  و  گسترش  نانو، 
است.  گرفته  قرار  پژوهشگران  توجه  مورد  اخیر  سال‌های  در  ریزساختارها 
آرایش  به علت  از ریزساختارها به شمار می‌روند که  نانو‌ورق‌ها زیر شاخه‌ای 
افزایش  الکتریکی، استحکام و  باعث بهبود خواص  اتمی مخصوص به خود 
وصل  و  قطع  سوئیچ‌های  خازن‌ها،  در  نانوورق‌ها  از  می‌شوند؛  انعطاف‌پذیری 
جریان برق، سنسورهای الکتریکی و سیستم‌های الکترومکانیکی در ابعاد میکرو 
و نانو استفاده می‌شود ]1[؛ نانوورق‌های ویسکوالاسیک در جهت کنترل رفتار 

1  MEMS (Micro Electro Mechanical Systems) / NEMS (Nano 
Electrom Mechanical Systems)

بستر ویسکوالاستیک  بگیرند.  قرار  استفاده  ارتعاشاتی سازه‌ها می‌توانند مورد 
کاربردی‌ترین  و  کامل‌ترین  از  یکی  سازه،  رفتار  کنترل  جهت  در  پاسترناک 
نیروهای عمودی،  بسترها می‌باشد زیرا شامل بستر وینکلر در جهت کنترل 
بستر پاسترناک در جهت کنترل نیروهای برشی و ضریب ویسکوز خارجی در 

جهت جذب انرژی سیستم و کنترل آن را شامل می‌شود. 
 در این پژوهش، ارتعاشات آزاد و اجباری نانوورق ویسکوالاستیک کلوین-
ویت واقع بر بسترویسکوالاستیک پاسترناک با استفاده از تئوری کوپل تنش 
اصلاح شده مورد بررسی قرار گرفته است. با استفاده از حل معادلات حاصل 
شده، میزان تاثیرگذاری هریک از پارامترهای ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق، 
و  پاسترناک(  برشی  ضریب  و  دمپرویسکوز  خطی،  )الاستیک  بستر  ضرایب 
پارامتر مقیاس طول ماده بر روی فرکانس طبیعی، ماکزیمم خیز دینامیکی، 

اختلاف فاز و پدیده تشدید مشخص شده است.
شیمشک ]2[ با استفاده از تئوری تیر اویلر-برنولی و تئوری کوپل تنش 
اصلاح شده به تحلیل دینامیکی میکروتیر حمل کننده بار متحرک با سطح 
مقطع دایروی واقع بر بستر الاستیک اهتمام ورزید. با توجه به نتایج حاصل شده 
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در این پژوهش با افزایش نسبت قطر به پارامتر مقیاس طول ماده، خیز دینامیکی 
به صورت غیر خطی افزایش پیدا می‌کند؛ در حالی‌که تئوری کلاسیک، خیز 
دینامیکی را مستقل از نسبت قطر به پارامتر مقیاس طول ماده گزارش می‌کند. 
به  منجر  بستر،  الاستیک  افزایش ضریب  که  پژوهش مشخص شد  این  در 
خیز  برای  شده  حاصل  نتایج  بررسی  با  شد.  خواهد  دینامیکی  خیز  کاهش 
دینامیکی تحت اثر سرعت‌های مختلف بار متحرک، مشخص شد که افزایش 
سرعت بار متحرک تا رسیدن به سرعت بحرانی منجر به افزایش خیز و با عبور 
از سرعت بحرانی، افزایش سرعت بار متحرک منجر به کاهش خیز می‌شود. ما 
و همکاران ]3[ مدل ورق میندلین را با بهره‌گیری از تئوری کوپل تنش اصلاح 
اثر ضخامت ورق بر روی فرکانس طبیعی  این پژوهش  ارائه دادند. در  شده 
بررسی شد و مشخص گردید که هرچه نسبت ضخامت ورق به پارامتر مقیاس 
طول ماده کوچکتر باشد، تفاوت فرکانس طبیعی حاصل شده از تئوری کوپل 
تنش اصلاح شده و تئوری کلاسیک بیشتر و اگر نسبت ضخامت ورق به پارامتر 
مقیاس طول بزرگتر باشد، فرکانس حاصل شده از تئوری کوپل تنش اصلاح 
از تئوری کلاسیک منطبق خواهد بود. در این  با فرکانس بدست آمده  شده 
و  خیز  روی  بر  به ضخامت  ورق  طول  نسبت  پارامتر  اثر  همچنین  پژوهش 
از  استفاده  با  پوراسماعیلی و همکاران ]4[  بیان شده است.  نانوورق  چرخش 
یک  در  دولایه  نانوورق  ارتعاشات  تحلیل  به  غیرموضعی  الاستیسیته  تئوری 
محیط الاستیک پرداختند. در این پژوهش اثر پارامتر غیرموضعی، اثر محیط 
الاستیک و همچنین تاثیر ابعاد نانوورق مورد نظر بر روی فرکانس طبیعی سازه 
عرض  به  طول  نسبت  پارامتر  افزایش  با  به‌طوری‌که  است؛  گردیده  بررسی 
پژوهش  این  در  همچنین  می‌یابد.  افزایش  بی‌بعد  طبیعی  فرکانس  نانوورق 
مشخص شد که با افزایش ضریب الاستیک بستر، فرکانس طبیعی افزایش و با 
افزایش پارامتر غیرموضعی الاستیسیته، فرکانس طبیعی نانوورق کاهش می‌یابد. 
لیانگ‌که و همکاران ]5[ با استفاده از تئوری ورق میندلین  و تئوری کوپل تنش 
پژوهش  این  در  پرداختند.  میکروورق  آزاد  ارتعاشات  بررسی  به  شده  اصلاح 
ارائه و  انرژی و اصل همیلتون  از روش  با استفاده  معادلات حاکم بر مسئله 
معادلات استخراج شده برای دو نوع شرط مرزی گیردار  و ساده  با استفاده از 
مقدار  برای  که  شد  مشخص  پژوهش  این  در  است.  شده  حل  ریتز   روش 
مشخص پارامتر مقیاس طول ماده، با افزایش ضخامت میکروورق نتایج حاصل 
از تئوری کلاسیک و تئوری کوپل تنش اصلاح شده تقریبا منطبق هستند؛ در 
حالیکه با کاهش ضخامت میکروورق تفاوت نتیجه دو تئوری بسیار مشهود 
است. قربان‌پورآرانی و همکاران ]6[ کمانش و کنترل هوشمند ورق گرافنی 
تک‌لایه پوشیده شده با نانوورق الاستیک پلی‌فلوراید را با استفاده از تئوری 

غیرموضعی الاستیسیته مورد بررسی قرار دادند، در این پژوهش نانوورق پوششی 
و گرافن تک‌لایه به کمک بستر پاسترناک به یکدیگر مرتبط شده‌اند. نتایج 
حاصل شده نشان می‌دهد که ولتاژ خروجی اعمال شده به عنوان یک پارامتر 
کنترلی مهم در رفتار کمانشی ورق گرافنی تک‌لایه دارد. بخششی و خورشیدی 
]7[ با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح شده، تاثیر دما بر روی فرکانس 
طبیعی نانوورق‌های مدرج هدفمند را مورد مطالعه قرار دادند. در این پژوهش 
تاثیر پارامترهای مختلف از قبیل ضریب توانی نسبت حجمی، پارامتر مقیاس 
طول ماده و ابعاد نانوورق بر روی فرکانس طبیعی مورد بررسی قرار گرفت. 
‌دزیانی و همکاران ]8[ ارتعاشات میکروصفحه تحت اثر سیال را به کمک تئوری 
کوپل تنش اصلاح شده مورد بررسی قرار دادند. با توجه به نتایج حاصل شده 
مشخص گردید که برای صفحه با ضخامت پایین تفاوت بین فرکانس‌های 
زیاد  شده  اصلاح  تنش  کوپل  تئوری  و  کلاسیک  تئوری  با  شده  پیش‌بینی 
می‌باشد در حالی‌که با افزایش ضخامت صفحه، این تفاوت کم شده و در نهایت 
دو تئوری نتایج یکسانی را ارائه می‌دهند. ورزندیان و ضیائی ]9[ پژوهشی بر 
از تئوری غیرموضعی  با استفاده  نانوورق مستطیلی  ارتعاشات غیرخطی  روی 
روی  بر  مختلف  پارامترهای  تاثیر  پژوهش  این  در  دادند.  انجام  الاستیسیته 
ارتعاشات غیرخطی نانو ورق استخراج و احتمال وقوع پدیده تشدید داخلی در 
نانوورق مستطیلی مورد بررسی قرار گرفته است. با توجه به نتایج حاصل شده 
در این پژوهش، مشخص شد که اثر پارامتر غیرمحلی بر رفتار ارتعاشی تقریبا 
مستقل از نسبت طول به ضخامت ورق است؛ همچنین پارامتر غیرمحلی بر 
حالت‌های ارتعاشی بالاتر تاثیر بیشتری برجا می‌گذارد. قدیری و صفرپور ]10[ 
با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح شده، ارتعاشات نانوپوسته مدرج هدفمند 
احاطه شده توسط بستر الاستیک را بررسی کردند. در این پژوهش تاثیر پارامتر 
مقیاس طول ماده، ضرایب الاستیک و پاسترناک بستر بر روی فرکانس طبیعی 
نانو پوسته مشخص گردیده است. انصاری‌خلخالی و همکاران ]11[ ارتعاشات 
تنش  کوپل  تئوری  از  استفاده  با  را  کربنی حاوی سیال  نانولوله‌های  اجباری 
اصلاح شده مورد مطالعه قرار دادند. در این مطالعه تاثیر پارامتر مقیاس طول 
ماده، ابعاد نانولوله، سرعت سیال، نیروی عرضی و پارامترهای بستر الاستیک بر 
روی فرکانس طبیعی نانولوله بررسی و مشخص شده است. آکگوز و سیوالک 
]12 [ با بهره‌گیری از تئوری ورق کیرشهف  و تئوری کوپل تنش اصلاح شده 
الاستیک  بستر  روی  بر  گرافن  تک‌لایه‌ای  ورق  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  به 
پاسترناک پرداختند. در این پژوهش تاثیر پارامترهایی مانند ضریب الاستیک 
بستر، ضریب برشی بستر و پارامتر مقیاس طول ماده بر روی فرکانس طبیعی 
مشخص و بحث شده است. آکسنسر و آیدوگدو ]13 [با بهره‌گیری از تئوری 
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ورق کیرشهف و تئوری غیرموضعی الاستیسیته ارتعاشات اجباری یک نانوورق 
تحت نیروی هارمونیک را بررسی نمودند. در این پژوهش تکیه‌گاه نانوورق، 
ساده فرض شده و برای حل معادلات از روش ناویر استفاده شده است. در این 
مقاله تاثیر پارامتر غیر محلی، نسبت ابعاد مختلف ورق و فرکانس‌های تحریک 
متفاوت بر روی تغییر شکل دینامیکی ورق مورد تحلیل و بررسی قرار گرفت. با 
استفاده از تحلیل نتایج نشان داده شد که تغییر شکل دینامیکی بدست آمده از 
تئوری غیرموضعی بیشتر از تغییر شکل دینامیکی تئوری کلاسیک است، زیرا 
پارامتر غیرموضعی الاستیسیته باعث کاهش سفتی ورق در ابعاد نانو می‌شود. با 
کاهش  غیرموضعی  پارامتر  تاثیر  و  دینامیکی  تغییر شکل  ورق  ابعاد  افزایش 
می‌یابد. لی و همکاران ]14[ ارتعاشات نانوتیر ویسکوالاستیک را با استفاده از 
تئوری تیر تیموشنکو و تئوری غیر موضعی الاستیسیته مورد بررسی قرار دادند. 
برای بیان رفتار ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوتیر، از مدل دیفرانسیلی کلوین-
ویت استفاده شده است. در این پژوهش تاثیر پارامتر ویسکوالاستیک سازه‌ای و 
همچنین پارامتر غیرموضعی الاستیسیته بر روی فرکانس بررسی شده است. 
به بررسی  تئوری گرادیان کرنشی  از  بهره‌گیری  با  انصاری ]15[  سهمانی و 
اهتمام  هدفمند  تابعی  مدرج  مواد  از  شده  ساخته  میکروورق  آزاد  ارتعاشات 
ورزیدند. آن‌ها با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و اصل همیلتون، 
معادله حرکت را استخراج و برای شرط مرزی ساده، حل ناویر را پیشنهاد دادند. 
با توجه با نتایج ارائه شده مشخص گردید که با افزایش ضخامت نسبت به 
پارامتر مقیاس طول، نتایج حاصل شده از تئوری گرادیان کرنشی به سمت نتایج 
ارائه شده تئوری کلاسیک میل می‌کند. همچنین افزایش ضریب توانی نسبت 
حجمی  منجر به کاهش فرکانس طبیعی می‌شود. کیاست و همکاران ]16[ 
ارتعاشات آزاد ورق مستطیلی و تیر واقع بر بستر ویسکوالاستیک را به ترتیب با 
بهره گرفتن از تئوری ورق کیرشهف و تئوری تیر اویلر-برنولی، مورد بررسی 
قرار دادند. در این پژوهش برای شبیه‌سازی رفتار ویسکوالاستیک ورق و تیر 
مورد نظر از مدل بولتزمن استفاده شده است. در این پژوهش با استفاده از روش 
انرژی و اصل همیلتون معادله حرکت تیر و ورق مستطیلی استخراج و برای حل 
این معادلات از روش نیمه‌تحلیلی گالرکین استفاده شده است؛ به‌طوری‌که با 
افزایش ضریب الاستیک بستر فرکانس طبیعی ورق و تیر افزایش یافته است. 
در این مقاله وجود دمپر خارجی بستر و دمپر سازه‌ای ورق و تیر ویسکوالاستیک 
منجر به فرکانس‌های مختلط شده است. با افزایش دمپر ویسکوالاستیک بستر 
و  زمانی  افزایش می‌یابد.  و بخش موهومی  فرکانس، کاهش  بخش حقیقی 
بستر  بر  واقع  کامپوزیتی  ورق‌های  و  تیر  آنالیز  روی  بر   ]18[ همکاران 
ویسکوالاستیک کار کردند. در این پژوهش علاوه بر بررسی میزان تاثیر پارامتر 

روی  بر  بستر  برشی  ضریب  و  الاستیک  ضریب  ویسکوالاستیک،  سازه‌ای 
فرکانس طبیعی، اهمیت زاویه چینش لایه‌های کامپوزیتی مورد بررسی قرار 
با توجه به نتایج حاصل شده در این پژوهش، فرکانس طبیعی ورق  گرفت. 
چینش  با  کامپوزیتی  ورق  طبیعی  فرکانس  از   ]0/s0[ چینش  با  کامپوزیتی 
]s0/90[  بیشتر است. نامی و جانقربان ]19[ به بررسی پدیده تشدید در میکرو/ 
و  الاستیسیته  غیرموضعی  تئوری  از  استفاده  با  مدرج هدفمند  تابعی  نانوورق 
تئوری گرادیان کرنشی پرداختند. در این پژوهش مشخص شد که با افزایش 
پارامتر غیرموضعی الاستیسیته، پدیده تشدید در فرکانس‌های پایین رخ می‌دهد؛ 
همچنین افزایش پارامتر مقیاس طول ماده منجر به رخ دادن پدیده تشدید در 
فرکانس‌های بالا می‌شود. محمدی‌مهر و همکاران ]20[ با استفاده از تئوری 
گرادیان کرنشی اصلاح شده به بررسی ارتعاشات آزاد نانوورق کامپوزیتی دولایه 
مدرج هدفمند  تابعی  مواد  از  کربنی ساخته شده  نانولوله‌های  با  تقویت شده 
همیلتون،  اصل  و  برشی  شکل  تغییر  اول  مرتبه  تئوری  کمک  به  پرداختند. 
معادلات حرکت استخراج و با استفاده از روش ناویر و بدون المان حل شده 
است. در این پژوهش تاثیر پارامتر مقیاس طول، نسبت ابعاد ورق، دمپر سازه‌ای 
است.  بیان شده  طبیعی  فرکانس  روی  بر  بستر  دمپر  و  الاستیک  و ضرایب 
همچنین در نتایج مربوط به این پژوهش، تاثیر مدل‌های مختلف توزیع مواد 
تابعی مدرج هدفمند بر روی فرکانس طبیعی ارائه شده است. حسینی‌هاشمی و 
نانوورق  اجباری  ارتعاشات  بررسی  به  تحلیلی  حل  ارائه  با   ]21[ همکاران 
ویسکوالاستیک پرداختند. آن‌ها با استفاده از تئوری غیرموضعی الاستیسیته و 
تئوری ورق کیرشهف معادلات را استخراج و برای شرط تکیه‌گاهی ساده حل 
ناویر را ارائه دادند. در این پژوهش اثر پارامترهایی مانند دمپر سازه‌ای، اثر بستر 
ویسکوالاستیک پاسترناک، پارامتر غیرموضعی الاستیسیته و شماره مود بر روی 
ارتعاشات نانوورق مورد نظر گزارش شده است. با توجه به نتایج ارائه شده در این 
مقاله، افزایش پارامتر غیرموضعی الاستیسیته و ضریب الاستیک بستر منجر به 
پدیده‌ی تشدید در فرکانس‌های پایین می‌شود. عارفی و زنکور ]22[ به بررسی 
بار  پیزوالکتریک تحت  با دولایه  نانوورق ویسکوالاستیک  ارتعاشی  و تحلیل 
حرارتی و مکانیکی پرداختند. در این مطالعه از تئوری غیرموضعی الاستیسیته 
جهت مشخص شدن اثر پارامترهایی مانند ولتاژ اعمال شده به لایه پیزوالکتریک، 
ارتعاشی  رفتار  روی  بر  ویسکوپاسترناک  بستر  ضرایب  و  غیرموضعی  پارامتر 
نانوورق استفاده شده است. در نتایج این پژوهش ذکر شده است که با افزایش 
طبیعی  فرکانس  ویسکوپاسترناک  بستر  برشی  ضریب  و  خطی  فنر  ضریب 
نانوورق ویسکوالاستیک افزایش می‌یابد در مقابل با افزایش ضریب دمپر بستر 
ویسکوپاسترناک، فرکانس طبیعی کاهش می‌یابد. افزایش پارامتر غیر موضعی 
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منجر به کاهش فرکانس طبیعی می‌شود. همچنین در این پژوهش اثر ولتاژ 
اعمالی بر روی لایه‌های پیزوالکتریک متصل به نانوورق ویسکوالاستیک نیز 
خمشی  خیز  مولفه‌های  ورودی  ولتاژ  افزایش  با  به‌طوری‌که  گردید  بررسی 
افزایش و مولفه‌های خیز برشی کاهش می‌یابد. قربان‌پورآرانی و همکاران ]23[ 
با  اثر میدان مغناطیسی را  ارتعاشات ورق گرافنی متحرک تک‌لایه‌ای تحت 
این  در  دادند.  قرار  بررسی  مورد  الاستیسیته  غیرموضعی  تئوری  از  استفاده 
پژوهش تاثیر پارامترهای مختلف از جمله سرعت محوری، میدان مغناطیسی، 
بستر ویسکوالاستیک، ضخامت ورق و پارامتر غیر موضعی الاستیسیته مشخص 
شد. پوراسماعیلی و همکاران ]24[ ارتعاشات نانوورق ویسکوالاستیک بر روی 
بستر ویسکوالاستیک را با بهره‌گیری از تئوری غیرموضعی الاستیسیته مورد 
بررسی قرار دادند. در این پژوهش تاثیر پارامترهایی از قبیل دمپر ویسکوزالاستیک 
سازه‌ای نانوورق، ضرایب الاستیک بستر و پارامتر غیرموضعی الاستیسیته بر 
روی فرکانس طبیعی نانوورق مورد مطالعه قرار گرفت. لیو و همکاران ]25[ با 
استفاده از تئوری غیرموضعی الاستیسیته، ارتعاشات و کمانش نانوورق مدرج 
هدفمند دو لایه را که توسط بستر ویسکوالاستیک به یکدیگر متصل شده‌اند را 
مورد مطالعه قرار دادند، در این پژوهش تاثیر پارامتر مقیاس اندازه، ضرایب بستر 
و همچنین تاثیر نانوورق تابعی مدرج بر روی فرکانس طبیعی و بار بحرانی 
کمانش بررسی شده است. قربان‌پورآرانی و جلائی ]26[ با استفاده از تئوری 
غیرموضعی الاستیسیته رفتار ارتعاشاتی لایه گرافنی واقع بر بستر ویسکوپاسترناک 
مورد مطالعه قرار دادند. در این مطالعه تاثیر پارامتر غیرموضعی، نسبت ابعاد ورق 
گرافنی، تاثیر ضرایب بستر و نسبت مدول بر روی رفتار دینامیکی ورق گرافنی 
نانوورق  آزاد و کمانش  ارتعاشات  مشخص گردید. جمالپور و همکاران ]27[ 
دولایه که توسط بستر ویسکوپاسترناک به یکدیگر متصل شده‌اند را به کمک 
تئوری غیرموضعی الاستیسیته مورد بررسی قرار دادند. در این پژوهش نانوورق‌ها 
تحت بار الکتریکی و مغناطیسی اولیه قرار دارند. با توجه به نتایج حاصل شده 
مشخص گردید که در نظر گرفتن پارامتر غیر موضعی منجر به کاهش فرکانس 
میزان  کم  ضخامت  با  ورق‌های  برای  به‌طوری‌که  می‌گردد  نانوورق  طبیعی 
کاهش فرکانس زیاد بوده و با افزایش ضخامت نانوورق میزان کاهش فرکانس 

کمتر می‌شود. 
پژوهش‌های صورت گرفته در سازه‌هایی با استفاده از تئوری کوپل تنش 
اصلاح شده در ابعاد نانو و میکرو عمدتاً شامل مسائل یک‌بعدی مانند تیر و 
میله می‌باشند و برای مسائل دو بعدی، مانند ورق و پوسته پژوهش‌های بسیار 
کمتری در مقایسه با مسائل یک بعدی گزارش شده است. در این پژوهش 
برای اولین‌بار، ارتعاشات آزاد و اجباری نانوورق ویسکوالاستیک کلوین-ویت 

با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح شده بررسی شده است. از دیگر نقاط 
قوت این پژوهش در مقایسه با پژوهش‌های مشابه انجام شده در این زمینه، 
بررسی شرایط تکیه‌گاهی مختلف و همچنین استفاده از کامل‌ترین بستر )بستر 

ویسکوالاستیک پاسترناک( می‌باشد.

استخراج روابط-22
  h b و ضخامت  ، عرض a در شکل 1 نانوورق ویسکوالاستیک با طول

بر روی بستر ویسکوالاستیک پاسترناک نشان داده شده است.  
  η سازه‌ای  دمپر  ضریب  با  ویسکوالاستیک  خاصیت  دارای  نانوورق 
دمپر  ضریب   ، k خطی  الاستیک  ضریب  شامل  ویسکوالاستیک  بستر  و 
Gk  می‌باشد. با استفاده از مدل دیفرانسیلی  dC  و ضریب برشی  خارجی  
کلوین-ویت رابطه تنش و کرنش برای نانوورق ویسکوالاستیک در رابطه )1( 
ارائه شده است ]22[. با صرف‌نظر از مدل کلوین-ویت در رابطه )1( روابط 

کلاسیک تنش-کرنش حاصل خواهد شد.

((((1 )E
t

σ η ε∂
= +

∂ �
نانوورق  کرنشی  انرژی  شده،  اصلاح  تنش  کوپل  تئوری  از  استفاده  با 

ویسکوالاستیک از رابطه )2( قابل محاسبه می‌باشد ]5[.
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 �
ε تانسور  m تانسور تنش کوپل،  σ تانسور تنش نیرویی،  در رابطه )2(،
χ تانسور انحنا می‌باشد، تانسورهای کوپل تنش و تانسور انحنا با  کرنش و 

استفاده از رابطه )3( محاسبه می‌شوند.
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شکل 1: هندسه مسئله
Fig. 1. General schematic of the problem
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نماد  پارامترهای   ترتیب  به   l و   µ  ، e های  عبارت   )3( رابطه  در   
تنش  کوپل  تئوری  در  اندازه  مقیاس  پارامتر  و  برشی  مدول  جایگشت، 
تعیین  آزمایشگاهی  صورت  به  اندازه  مقیاس  پارامتر  است.  شده  اصلاح 
رابطه  با  مطابق  پژوهش  این  در  می‌باشد.  طول  واحد  دارای  و  می‌شود 
است. شده  استفاده  کلاسیک  ورق  تئوری  جابجایی  میدان  از   )4(

(((

0

0

( , , )( , , , ) ( , , )

( , , )( , , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

w x y tu x y z t u x y t z
x

w x y tv x y z t v x y t z
y

w x y z t w x y t

∂
= −

∂
∂

= −
∂

=
�

0 می‌باشد. با توجه  0( , , ) 0, ( , , ) 0u x y t v x y t= = در رابطه )4( 
انرژی  اینرسی دورانی،  از  از تئوری ورق‌های نازک و صرف‌نظر  به استفاده 

 ρ جنبشی نانوورق با استفاده از رابطه )5( محاسبه شده است. در این رابطه،  
چگالی حجمی نانوورق می‌باشد ]15[.

(((
 

2 2
)

21 (( ) ( ) ( )
2V

u v wT dV
t t t

ρ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂∫ �
با جایگذاری رابطه )4( در رابطه )5( انرژی جنبشی نانوورق با استفاده از 

رابطه )6( قابل محاسبه خواهد بود.

(((
 0 0

2( )
2

a bh wT dxdy
t

ρ ∂
=

∂∫ ∫
�

نانوورق،  بر  وارد  بار خارجی  عنوان  به    ( , , )q x y t گرفتن  نظر  در  با 
نیروی خالص وارد بر نانوورق)مجموع بار خارجی و نیروی عکس‌العمل بستر( 

از رابطه )7( محاسبه خواهد شد ]22[.

(((
 

2 2

2 2( , , ) ( )G d
w w wV q x y t kw k C

x y t
∂ ∂ ∂

= − + + −
∂ ∂ ∂ �

با استفاده از اصل همیلتون )رابطه )8(( و اعمال حساب تغییرات بر روی 
بر  ویسکوالاستیک  نانوورق  ارتعاشات  معادله حرکت   ،)6(-)7( و   )2( روابط 
روی بستر ویسکوالاستیک پاسترناک با استفاده از تئوری کوپل تنش اصلاح 

شده در رابطه )9( ارائه شده است ]17[.

(((
 

1

0

( ) 0
t

t

U T dtδ δ δ− − Σ =∫
�

Σ کار نیروهای  انرژی جنبشی و  انرژی کرنشی،     T در رابطه )8( 

خارجی می‌باشد.

(((
 

2
2 4

2
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2 2
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∂ ∂
∂ ∂ ∂

− + + =
∂ ∂ ∂

�

از  استفاده  با  و  پارامتر  سفتی خمشی ورق می‌باشد   D  )9( رابطه  در 
رابطه )10( محاسبه خواهد شد.

((1(
 

3

212(1 )
EhD

ν
=

− �

تحلیل ارتعاشات اجباری-33
نیروی  نانوورق ویسکوالاستیک تحت  اجباری  ارتعاشات  این بخش  در 
هارمونیک کسینوسی با استفاده از حل ناویر برای تکیه‌گاه ساده ارائه شده 

است.

((1(0( , , ) cos( )extq x y t q tω=
�

و  هارمونیک  خارجی  بار  برای  دوگانه  سینوسی  فوریه  سری  نوشتن  با 
استفاده از تعامد مودها رابطه )12( حاصل خواهد شد 

((1(
 

1 1

0
2

( , , ) ( )sin sin

16
( ) cos( )

mn
m n

mn ext

m x n yq x y t q t
a b

q
q t t

mn

π π

ω
π

∞ ∞

= =
=

=

∑ ∑

�

 با بهره گرفتن از حل ناویر، خیز نانوورق با رابطه )13( بیان شده است.

((1(
 1 1

( , , ) ( )sin sinmn
m n

m x n yw x y t t
a b
π πη

∞ ∞

= =

=∑∑
�

با جایگذاری روابط )12( و )13( در معادله حرکت )رابطه )9(( ، معادله 
دیفرانسیلی خطی غیرهمگن مرتبه دوم مطابق با رابطه )14( حاصل خواهد 

شد.

((1(
 

0
2

16
( ) ( ) ( ) cos( )eq eq eq ext

q
M t C t K t t

mn
η η η ω

π
+ + = 

�
eqK جرم معادل، دمپر معادل  eqC و  ، eqM هر یک از پارامترهای 
ویسکوالاستیک  بستر  بر  واقع  ویسکوالاستیک  نانوورق  معادل  سختی  و 
پاسترناک می‌باشد، این مقادیر با استفاده از رابطه )15( قابل محاسبه می‌باشد.

رابطه  )رابطه )14(( به صورت  پایدار معادله دیفرانسیل مرتبه دوم  حل 
Φ اختلاف فاز نیروی خارجی  X دامنه و   )16( ارائه شده است، در این رابطه 
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تحریک‌کننده و پاسخ پایدار می‌باشد.

((1(
 

( ) cos( )mn extt X tη ω= −Φ
�

با جایگذاری رابطه )16( در رابطه )9( مقادیر مجهول دامنه و فاز حاصل 
خواهد شد.
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با جایگداری مقادیر حاصل شده در روابط )16( و )17( در رابطه )13( خیز 
نانوورق مطابق با رابطه )18( حاصل می‌شود.

 ،)19( معادله  در  شده  معرفی  بی‌بعد  پارامترهای  مقادیر  از  استفاده  با 
ماکزیمم دامنه خیز بی‌بعد در رابطه )20( ارائه شده است.

در شکل 2، ماکزیمم خیز دینامیکی در مرکز نانوورق بر اساس فرکانس 
تحریک برای مقادیر مختلف پارامتر مقیاس اندازه ارائه شده است، با افزایش 
رامتر مقیاس اندازه ماکزیمم خیز دینامیکی کاهش یافته است، زیرا با در نظر 

گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده، سفتی نانوورق افزایش می‌یابد.  
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در  تشدید  پدیده  ماده،  طول  مقیاس  پارامتر  افزایش  با  همچنین        

طول  مقیاس  پارامتر  گرفتن  نظر  در  زیرا  می‌دهد،  رخ  بالاتر  فرکانس‌های 

ماده منجر به افزایش فرکانس طبیعی می‌شود و پدیده تشدید با برابر شدن 

فرکانس طبیعی و فرکانس تحریک ایجاد خواهد شد. 

ویسکوالاستیک  ضرایب  گرفتن  نظر  در   3 و   2 شکل‌های  به  توجه  با 

فرکانس‌های مختلط  ایجاد  به  منجر  بستر  دمپر ویسکوز  سازه‌ای و ضریب 

می‌شود )شکل‌های 2 و 3( به‌طوری‌که با در نظر گرفتن مقادیری برای این 

پارامترها، بخش حقیقی فرکانس کاهش و بخش موهومی افزایش می‌یابد. 

در شکل 3 تاثیر وجود ضرایب ویسکوالاستیک سازه‌ای و دمپر ویسکوز بستر 

شکل 2: تاثیر پارامتر مقیاس طول ماده بر روی ماکزیمم خیز دینامیکی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 2. Effect of small scale parameter on maximum dynamic deflection
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بر روی ماکزیمم خیز دینامیکی و پدیده تشدید نشان داده شده است. با توجه 
ویسکوالاستیک  ضرایب  گرفتن  نظر  در  که  می‌شود  مشخص   3 شکل  به 
سازه‌ای نانوورق و دمپر ویسکوز بستر منجر به کاهش ماکزیمم خیز دامنه 
می‌گردد؛ همچنین به دلیل کاهش بخش حقیقی فرکانس، پدیده تشدید در 
فرکانس‌های تحریک پایین‌تر )نسبت به حالتی که از این ضرایب صرف‌نظر 

شده است )شکل 2(( رخ می‌دهد. 
در شکل‌های 4 و 5 با در نظر گرفتن مقدار ثابت برای پارامتر مقیاس 
تحریک  فرکانس  حسب  بر  بدون‌بعد  دینامیکی  خیز  ماکزیمم  ماده،  طول 
شده  ارائه  بی‌بعد  برشی  و  الاستیک  ضرایب  مختلف  مقادیر  برای  بی‌بعد 
است. با افزایش پارامتر ضریب الاستیک خطی و برشی بی‌بعد بستر، پدیده 
که  حالتی  به  )نسبت  می‌دهد  رخ  پایین‌تر  تحریک  فرکانس‌های  در  تشدید 
الاستیک،  پارامتر ضریب  افزایش  با  است(.  شده  ضرایب صرف‌نظر  این  از 
ماکزیمم خیز دینامیکی، ابتدا کاهش و پس از آن افزایش می‌یابد، بنابراین 

برای به حداقل رساندن ماکزیمم خیز دینامیکی، مقدار بهینه‌ای برای ضریب 
الاستیک خطی بستر وجود خواهد داشت. 

کاهش  ابتدا  دینامیکی،  خیز  ماکزیمم  بستر،  برشی  افزایش ضریب  با   
برای  مقدار حداقل  به  برای رسیدن  به‌طوری که  افزایش می‌یابد؛  و سپس 
ماکزیمم خیز دینامیکی، مقدار خاصی از ضریب برشی بستر باید لحاظ گردد. 
با افزایش ضریب برشی بستر، پدیده تشدید به سمت فرکانس‌های پایین‌تر 

منتقل می‌شود. 
در شکل 6 اختلاف فاز نیروی خارجی تحریک کننده با خیز بر حسب 
ارائه شده  پارامتر مقیاس طول ماده  فرکانس تحریک برای مقادیر مختلف 
است. با توجه به شکل 6 با افزایش پارامتر مقیاس طول ماده، اختلاف فاز 
نیروی تحریک کننده و پاسخ پایدار، کاهش پیدا کرده و به ازاء مقادیر خاصی 

2 خود می‌رسد و پس از آن سیر 
π± از فرکانس تحریک، به مقدار ماکزیمم 

نزولی داشته و به صفر میل می‌کند. با توجه به شکل 6 با افزایش پارامتر 

شکل 3:ماکزیمم خیز دینامیکی مرکز نانوورق بر حسب فرکانس تحریک با در نظر گرفتن 
ضرایب ویسکوز

شکل 4:ماکزیمم خیز دینامیکی مرکز نانوورق بر حسب فرکانس تحریک با در نظر گرفتن 
ضریب الاستیک خطی بستر

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5: ماکزیمم خیز دینامیکی مرکز نانوورق بر حسب فرکانس تحریک با در نظر 
گرفتن ضریب برشی بستر

شکل 6: اختلاف فاز نیروی تحریک کننده با خیز دینامیکی بر حسب فرکانس تحریک با 
در نظر گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 3. Effect of viscose coefficients on maximum dynamic deflection 
according to natural frequency

Fig. 4. Effect of elastic coefficient on maximum dynamic deflection ac-
cording to natural frequency

Fig. 5. Effect of shear coefficient on maximum dynamic deflection ac-
cording to natural frequency

Fig. 6. Phase difference of excitation force with dynamic deflection
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مقیاس طول ماده، ماکزیمم اختلاف فاز در فرکانس‌های تحریک بالاتر رخ 
می‌دهد؛ زیرا در نظر گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده منجر به افزایش سفتی 

سازه می‌گردد.

 ارتعاشات آزاد-44
در این بخش به تحلیل ارتعاشات آزاد نانوورق ویسکوالاستیک پرداخته 
و  مختلف  تکیه‌گاهی  شرایط  برای  حرکت  معادله  حل  به‌دلیل  است.  شده 
متفاوت با شرایط تکیه‌گاهی حل لوی و ناویر از روش نیمه‌تحلیلی گالرکین 
استفاده شده است و برای اعتبارسنجی روش حل پیشنهادی، بخشی از نتایج 
با پژوهش‌های مختلف مقایسه شده است. در روش  آزاد،  ارتعاشات  تحلیل 
گالرکین توابع شکل پیشنهادی، شرایط مرزی را به صورت دقیق و معادله 
حرکت را به صورت تقریبی ارضا می‌کنند، برای حداقل کردن خطای ناشی 
از ارضا تقریبی، توابع شکل در توابع وزنی مناسب ضرب می‌شوند. توابع وزنی 
در روش گالرکین همان توابع شکل پیشنهادی )فرض یک مود( می‌باشد. در 
ارائه شده برای شرایط تکیه‌گاهی مختلف نشان داده  جدول 1 توابع شکل 

شده است.
حاصل   )22( رابطه  گالرکین،  روش  و  متغیرها  جداسازی  از  استفاده  با 

خواهد شد.

((2(( , , ) ( , ) i tw x y t W x y e =  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

�
با جایگذاری هریک از توابع شکل پیشنهادی در جدول 1 برای شرایط 
تکیه‌گاهی مختلف در رابطه )22( فرکانس طبیعی نانوورق حاصل می‌شود. برای 
نمونه، فرکانس طبیعی نانوورق با تکیه‌گاه گیردار در رابطه )23( ارائه شده است.
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ابتدا با استفاده از داده‌های موجود در جدول 2 نتایج حاصل شده در این 
پژوهش با مراجع ]5 و 16[ مقایسه شده است.

در جدول 3 فرکانس طبیعی ورق کلاسیک با مراجع ] 16 و 17[ مقایسه 
نتایج گزارش شده در جدول3 مشخص می‌شود که  با توجه به  شده است. 
فرکانس طبیعی بدست آمده در این پژوهش، منطبق با نتایج مرجع ]17[ )به 
با مرجع ]17[  CCSC( می‌باشد و تطابق خوبی  تکیه‌گاهی1   از شرط  غیر 
دارد. به دلیل استفاده از روش حل یکسان در پژوهش حاضر و مرجع ]16[، 
منطبق بودن نتایج دور از ذهن نیست. عدم تطابق نتایج حاصل شده در این 
پژوهش و مرجع ]16[ برای شرط تکیه‌گاهی CCSC می‌تواند ناشی از خطای 
محاسباتی، خطای کدنویسی و یا اشتباهات سهوی در تهیه جداول باشد. در 

مرجع ]17[ برای حل معادلات از روش ریتز استفاده شده است.

1  C : Clamped boundary condition, S : Simply supported 
boundary condition
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جدول1: توابع شکل برای شرایط تکیه‌گاهی مختلف

جدول2: مقادیر پارامترها

Table 1. Shape function for different boandary condition

Table 2. Parameter values

] ضریب پواسون ]h m   [ ]a m    3[ / ]kg m ]2 چگالی  / ]N m  مدول یانگ 
25/0  25/0  5 7140 108 
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فرکانس  بستر،  الاستیک خطی  گرفتن ضریب  نظر  در  با   4 جدول  در 
طبیعی ورق استخراج و با مراجع ]16 و 17[ مقایسه شده است. نتایج حاصل 
شده در جدول 4 منطبق با مرجع ]16[ بوده و تطابق خوبی با مرجع ]17[ 

دارد.
در شکل‌های 7 و  8 با در نظر گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده فرکانس 
با مرجع ]5[ مقایسه  برای تکیه‌گاه‌های گیردار و ساده استخراج و  نانوورق 
این  در  نتایج حاصل شده  نتایج مشاهده می‌شود که  مقایسه  با  است.  شده 

پژوهش تطابق بسیار خوبی با مرجع ]5[ دارد.
در شکل 8 نسبت فرکانس حاصل از تئوری کوپل تنش اصلاح شده به 
فرکانس کلاسیک برای تمام تکیه‌گاه‌ها ارائه شده است. با افزایش ضخامت 
ورق نسبت به پارامتر مقیاس اندازه نتایج حاصل از دو تئوری تقریباً یکسان 
از  استفاده    10 h l> با ضخامت  ورق‌های  برای  که  به‌طوری  می‌باشند؛  
تئوری کوپل تنش اصلاح شده ضرورت ندارد، در حالیکه برای برای ورق‌های 

گاهنوع تکیه  a
b

  11[ ]
rad
s

   

حاضر مطالعه  لیسا[17]  کیاست[16]  

CCCC 

5/0  
1 
2 
4 

063/1172  
589/431  
016/293  
248/270  

063/1172  
589/431  
016/293  
248/270  

092/1172  
590/431  
017/293  
250/270  

CCSC 

5/0  
1 
2 
4 

288/880  
961/382  
814/287  
646/249  

999/883  
495/383  
858/287  
249/246  

567/876  
426/382  
771/287  

244.246 

CSCS 

5/0  
1 
2 
4 

125/1127  
327/343  
846/161  
711/124  

125/1127  
327/343  
846/161  
710/124  

120/1127  
336/343  
849/161  
707/124  

CCSS 

5/0  
1 
2 
4 

885/856  
710/328  
221/214  
395/190  

855/856  
710/328  
221/214  
395/190  

411/856  
512/328  
103/214  
297/190  

CSSS 

5/0  
1 
2 
4 

254/825  
781/281  
906/152  
590/123  

254/825  
781/281  
906/152  
590/123  

942/824  
725/281  
898/152  
592/123  

SSSS 

5/0  
1 
2 
4 

211/572  
884/228  
053/143  
595/121  

211/572  
884/228  
053/143  
595/121  

206/572  
886/228  
052/143  
598/121  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول3: فرکانس طبیعی ورق کلاسیک

     17 0.1, / 1( ), 6l a h m rµ= = = شکل 7: فرکانس طبیعی نانوورق با تکیه‌گاه ساده 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 7. Nanoplate natural frequency for ssss boandary condition

Table 3. Natural  frequency for classic plate
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کوپل  تئوری  از  استفاده  و  مشهود  تئوری  دو  تفاوت   10 h l< با ضخامت
تنش اصلاح شده ضروری می‌باشد.

تنش اصلاح  تئوری کوپل  از  فرکانس حاصل شده  نسبت  در شکل 9 
شده به فرکانس تئوری کلاسیک برای ضخامت‌های مختلف نشان داده شده 
است. با توجه به شکل 9 مشخص می‌شود که برای ورق‌هایی با ضخامت 
دارند؛  یکدیگر  با  زیادی  تفاوت  تئوری،  دو  از  شده  حاصل  فرکانس  نازک، 
در حالی‌که با افزایش ضخامت نانوورق، نتایج حاصل از دو تئوری تقریبا با 

یکدیگر منطبق می‌باشد. 
در شکل‌های 10 و 11 تاثیر ضریب الاستیک خطی و ضریب برشی بستر 
بر روی فرکانس طبیعی برای تمام شرایط تکیه‌گاهی نشان داده شده است. با 
افزایش این ضرایب، فرکانس طبیعی افزایش می‌یابد. به توجه به شکل‌های 
به  مربوط  بی‌بعد  طبیعی  فرکانس  بیشترین  که  می‌شود  مشخص   10 و   9

گاهنوع تکیه  a
b

  k =  25 MPa
m

 
 

k =  250 MPa
m

 

کیاست  تحقیق حاضر لیسا  [16] کیاست  تحقیق حاضر [17] لیسا  [16] [17] 

CCCC 

5/0  
1 
2 
4 

023/8117  
520/447  
012/316  
025/295  

022/1178  
520/447  
012/316  
024/295  

049/1178  
526/447  
014/316  
027/295  

 

361/1230  
248/571  
304/475  
617/461  

360/1230  
243/571  
304/475  
616/461  

406/1230  
253/571  
310/475  
627/461  

CCSC 

5/0  
1 
2 
4 

208/888  
830/400  
195/311  
473/294  

886/891  
340/401  
236/311  
476/294  

384/892  
422/401  
244/311  
479/294  

 

537/956  
458/535  
115/472  
264/461  

953/959  
840/535  
142/472  
266/461  

416/960  
901/535  
154/472  
270/461  

CSCS 

5/0  
1 
2 
4 

321/1133  
151/363  
498/200  
295/171  

321/1133  
151/363  
498/200  
925/171  

313/1133  
167/363  
502/200  
924/171  

 

631/1187  
867/507  
738/407  
473/394  

631/1187  
867/507  
737/407  
472/394  

645/1187  
878/507  
749/407  
473/394  

CCSS 

5/0  
1 
2 
4 

019/865  
365/349  
737/244  
178/224  

019/865  
365/349  
737/244  
178/224  

552/864  
185/349  
634/244  
096/224  

 

044/935  
103/498  
215/431  
888/419  

044/935  
103/498  
215/431  
888/419  

612/934  
976/497  
161/431  
845/419  

CSSS 

5/0  
1 
2 
4 

697/833  
624/305  
354/193  
114/171  

697/833  
624/305  
354/193  
114/171  

391/833  
573/305  
394/193  
117/171  

 

146/906  
462/468  
272/404  
120/394  

146/906  
462/468  
272/404  
120/394  

864/906  
433/468  
277/440  
132/394  

SSSS 

5/0  
1 
2 
4 

321/584  
670/257  
660/185  
679/169  

321/584  
669/257  
660/185  
679/169  

320/584  
672/257  
661/185  
682/169  

 

726/683  
685/438  
650/400  
498/393  

726/683  
684/438  
650/400  
499/393  

725/683  
691/435  
649/400  
510/393  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول4: فرکانس طبیعی ورق کلاسیک واقع بر بستر الاستیک

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 17 0.6 , / 1, 1l m a h rµ= = = شکل 8: فرکانس طبیعی نانوورق با تکیه‌گاه گیردار 

Table 4. Natural  frequency for classic plate on elastic foundation

Fig. 8. Nanoplate natural frequency for cccc boandary condition
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با  نانوورق  برای  بی‌بعد  طبیعی  فرکانس  مقدار  کمترین  و  گیردار  تکیه‌گاه 
تکیه‌گاه ساده است. با مقایسه شکل‌های 10 و 11 افزایش  ضریب برشی 

بستر، تاثیر بیشتری بر روی افزایش فرکانس طبیعی نانوورق دارد.
نانوورق و ضریب دمپر ویسکوز  وجود ضریب ویسکوالاستیک سازه‌ای 
ξ، تاثیر  خارجی منجر به فرکانس‌های مختلط خواهد شد. با تعریف پارامتر
افزایش ضریب ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق و ضریب دمپر خارجی در 

شکل‌های 12 و 13 ارائه شده است.

((2(Im( )
Re( )

ωξ
ω

=
�

افزایش ضریب  که  می‌شود  13 مشخص  و   13 به شکل‌های  توجه  با 
نسبت  افزایش  به  منجر  خارجی  دمپر  ضریب  و  سازه‌ای  ویسکوالاستیک 
بخش  و  کاهش  فرکانس،  حقیقی  بخش  به‌طوری‌که  شد؛  خواهد  فرکانس 

موهومی فرکانس، افزایش می‌یابد.
فرکانس  نسبت  افزایش  نرخ  بیشترین  دمپر خارجی،  افزایش ضریب  با 
ضریب  افزایش  با  درحالی‌که  می‌باشد؛  ساده  تکیه‌گاه  به  مربوط  طبیعی 
فرکانس  نسبت  افزایش  نرخ  بیشترین  نانوورق  سازه‌ای  ویسکوالاستیک 
مربوط به تکیه‌گاه گیردار می‌باشد؛ بنابرین مشخص می‌شود که انتخاب شرط 

تکیه‌گاهی مناسب برای طراحی ایده‌ال بسیار حائز اهمیت می‌باشد.

شکل 9: نسبت فرکانس تئوری کوپل تنش به تئوری کلاسیک بر حسب ضخامت نانوورق 
17 0.6 , / 1, 0.38l m a hµ υ= = + =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10: فرکانس طبیعی بر حسب ضریب الاستیک خطی بستر 
17 0.6 , / 1, 0.38l m a hµ υ= = + =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11: فرکانس طبیعی بر حسب ضریب برشی بستر 
17 0.6 , / 1, 0.38l m a hµ υ= = + =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 12: نسبت فرکانس بر اساس ضریب بی‌بعد دمپر ویسکوز بستر 
1, 1, 0.38l r υ= = + =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 9. Frequency ratio of couple stress theory to classic theory in 
nanoplate thickness

Fig. 10. Natural frequency according to linear elastic coefficient of 
fondation

Fig. 11. Natural frequency according to linear shear coefficient of 
fondation

Fig. 12. Frequency ratio based on dimensionless viscose damper coef-
ficient
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نتیجه‌گیری-55
ویسکوالاستیک  نانوورق  اجباری  و  آزاد  ارتعاشات  پژوهش  این  در 
تئوری  از  استفاده  با  پاسترناک  ویسکوالاستیک  بستر  بر  واقع  کلوین-ویت 
ناویر  حل  از  استفاده  با  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  شده  اصلاح  تنش  کوپل 
ارتعاشات اجباری برای نانوورق ویسکوالاستیک برای تکیه‌گاه ساده تحلیل و 
تاثیر پارامترهای سه‌گانه‌ی بستر ویسکوالاستیک پاسترناک، پارامتر مقیاس 
طول ماده و ضریب ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق بر روی ماکزیمم خیز 
دینامیکی در مرکز نانوورق، اختلاف فاز و پدیده تشدید مشخص گردید. با 
توجه به نتایج ارائه شده، در نظر گرفتن پارامتر مقیاس طول ماده منجر به 
کاهش اختلاف فاز و رخ دادن پدیده تشدید در فرکانس‌های تحریک بالاتر 
می‌شود. تحلیل ارتعاشات آزاد با استفاده از روش نیمه‌تحلیلی گالرکین برای 
ضرایب  تاثیر  و  گرفت  قرار  بررسی  و  تحلیل  مورد  تکیه‌گاهی  شرط  شش 
سازه‌ای  ویسکوالاستیک  ضریب  پاسترناک،  ویسکوالاستیک  بستر  سه‌گانه 
نانوورق و پارامتر مقیاس طول ماده بر روی فرکانس طبیعی بررسی گردید. 
وجود ضریب ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق و دمپر ویسکوز خارجی بستر، 
منجر به ایجاد فرکانس طبیعی مختلط می‌شود؛ به‌طوری‌که افزایش هر یک 
از این پارامترها منجر به افزایش نسبت فرکانس خواهد شد. در بخش تحلیل 
نتایج مشخص گردید که افزایش پارامتر ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق، 
بیشترین تاثیر بر روی تکیه‌گاه گیردار و افزایش دمپر ویسکوز خارجی بستر 
بیشترین تاثیر بر روی تکیه‌گاه ساده را دارد. در نظر گرفتن پارامتر مقیاس 
طول ماده و ضرایب الاستیک خطی و برشی بستر باعث افزایش فرکانس 

طبیعی نانوورق می‌شود.

با توجه به کاربرد بسیار زیاد نانوورق‌ها در صنایع مختلف، تحلیل رفتار 
ارتعاشاتی این نوع از سازه‌ها از اهمیت بالایی برخوردار است، در این پژوهش 
علاوه بر بررسی تاثیر پارامترهای مختلف معرفی شده بر روی رفتار ارتعاشات 
برای  مناسب  تکیه‌گاهی  شرایط  انتخاب  و  تاثیر  ویسکوالاستیک،  نانوورق 

رسیدن به طراحی ایده‌ال مطرح و بررسی گردید.

 فهرست علائم -6
علائم انگلیسی

a  ،طول نانوورق[m] 
b  ،عرض نانوورق[m] 

dC  ،3ضریب دمپر ویسکوز بستر
N.s[ ]

m
 

D  ،سفتی خمشی[N.m] 

E  ،2مدول الاستیک یانگ
N[ ]

m
 

G  ،2مدول برشی
N[ ]

m
 

h  ،ضخامت نانوورق[m] 

k ،3 ضریب الاستیک خطی بستر
N[ ]

m
 

K  ،انرژی جنبشی[N.m] 

Gk  ،ضریب برشی بسترN[ ]
m

 

l  ،پارامتر مقیاس طول ماده[m] 

ijm های تانسور انحنا، مولفهN[ ]m 

U ،انرژی کرنشی[N.m] 
V  ،کار نیروهای خارجی[N.m] 
w  ،خیز نانوورق[m] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 علائم یونانی

  [s]  ضریب ویسکوالاستیک سازهای، 
  ضریب پواسون، 

ij  2
N[ ]

m
 مولفههای تانسور تنش، 

ij های تانسور کرنش، مولفه   

ij  1[ ]m  مولفههای تانسور انحنا، 

  2
N[ ]

m
 مدول برشی، 

  3
kg[ ]

m
 چگالی، 

  rad[ ]s  فرکانس طبیعی، 

ext  rad[ ]s  فرکانس تحریک، 
  نسبت بخش موهومی به بخش حقیقی فرکانس 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13: نسبت فرکانس بر اساس ضریب بی‌بعد ویسکوالاستیک سازه‌ای نانوورق 
1, 1, 0.38, 40dl r Cυ= = + = =

Fig. 13. Frequency ratio based on viscoelastic dimensionless coefficient
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