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Analytical modeling of elastic limit angular velocity in a rotating disk of a functionally 
graded material under mechanical-thermal loading conditions
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ABSTRACT:  Thermal stresses caused by temperature changes, along with high angular velocities 
in industrial rotating disks will reduce the strength of the disk material. Therefore, analysis of rotating 
disks under thermal-mechanical loads and estimation of the elastic limit angular velocity have particular 
importance as a criterion of the initiation of plastic deformation. In this paper, analytical modeling for 
thermoelastic analysis of functionally graded rotating disks is performed by considering the variations 
of all the geometric and mechanical properties of the rotating disk in a radial direction. The homotopy 
perturbation method is used as an analytical method to solve equations. The results are verified by the 
finite difference method and the data in the references. Numerical analysis is performed to investigate 
the influence of thickness parameter, thermal loading type and boundary conditions on the limit angular 
velocity and the radius of initiation of the plastic deformation. The Tamura-Tomota-Ozawa model is 
used to calculate yield stress at different radius of functionally graded disk. Finally, it is shown that by 
defining the appropriate temperature gradient on the outer surface as a boundary condition, the level of 
thermal stresses can be controlled and reduced up to 20% compared to the constant thermal boundary 
condition. 
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1- Introduction
Rotating disks are mechanical components that are used 

in a wide range of mechanical equipment. It is recommended 
to use disks with non-uniform thickness profiles, made of 
functionally grade materials.

One of the first studies on rotating disks was the analytical 
solution of homogeneous elastic-plastic disks by Gamer using 
Tresca yielding theory [1]. The elastic-plastic deformation 
of a homogeneous rotating disk of variable thickness with 
three types of boundary conditions as free, under pressure 
and constraint in the radial direction is done by Araslan [2]. 
The effect of ductile material failure models on the behavior 
of plastic deformations of rotating disks with variable 
thickness was investigated for the first time by Akbari et al. 
[3]. Araslan was one of the first researchers that solve the 
non-isothermal governing equations of rotating disks in both 
elastic and plastic states [4]. Zharfi studied the creep behavior 
of functional graded rotating disks by considering nonlinear 
and non-uniform distributions for mechanical properties 
and concluded that external loads affect the creep rate in the 
rotating disk [5].

To achieve a reliable solution, an analytical model for 
studying the thermoelastic behavior of functionally graded 
rotating disks with variable thickness in general and for 
different types of thermal loading and boundary conditions 
is presented. The governing equations will be solved using 
the analytical homotopy perturbation method. The von Mises 

criterion is used to calculate the equivalent stresses in the disk. 
The angular velocity of the disk will be used as a criterion to 
limit the maximum stress. The model proposed by Tamura-
Tomota-Ozawa is used to calculate the yield stress at different 
radius of the rotating disk. 

2- Mechanical-thermal Modeling of a Rotating Disk
2.1. Rotating disk boundary conditions 

In accordance with the real working conditions of rotating 
disks, analytical modeling and presentation of results in this 
paper for three different boundary conditions in the inner and 
outer surfaces of rotating disks are performed according to 
Fig. 1.

2.2. Mechanical properties
In functionally graded rotating disks, by considering a 

proper mixture law, the mechanical properties can be changed 
as a function of the volume fraction, between the properties 
of the ceramic and the metal from the inner surface to the 
outer surface. The mechanical properties of these materials 
are given in Table 1.

According to Table 2, the parameters 
1 2 3 4, , ,m m m m

are known as the indexing parameters of these mechanical 
properties in the structure of functionally graded materials 
and 

5m as the parameter of disk thickness change.
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2.3. Equivalent stress 
The yield stress analysis in graded materials is a different 

from that of homogeneous materials, and like other properties 
in these materials, the yield stress is different in different 
parts. In this case, the yield stress in the rotating disk can be 
calculated using an experimental parameter called q as the 
following relation:

c m
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q σ σ
ε ε
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�
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Based on this parameter, the yield stress based on the 
Tamura-Tomota-Ozawa model can be calculated from the 
following equation:
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2.4. Thermal modeling 
The governing equation of heat transfer in the rotating 

disk, regardless of the heat source, and having the 
displacement coefficient ( ( )k r ) and the thickness profile  
( ( )h r ) is expressed as follows:

( ) ( )( ) 0d dT rrh r k r
dr dr
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Thermal boundary conditions on the inner and outer 
surfaces of the rotating disk can be defined in general terms:
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· Thermal condition A: The temperature on the inner 
surface iT  and on the outer surface oT  is constant.

· Thermal condition B: The temperature of the inner 
surface iT  is constant and the temperature gradient of the 
outer surface is equal to oT . 

2.5. Mechanical modeling 
The Navier equation governing rotating disks based on 

the displacement in the radial direction are:
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a: Free-Free b: Radially 
constrained-Free 

Radially constrained- 
c: Radially constrained 

Fig. 1. Rotating disk with different boundary conditions on inner and 
outer surfaces 

 

  Material properties Aluminum Zirconia 
Young modulus (GPa) 70 151 

Poisson ratio 0.3 0.3 
Density 2700 5700 

Thermal expansion coefficient  23 10 
Displacement conductivity  209 2 

Yeild stress (MPa) 300 --- 
Tangent modolue (GPa) 35 --- 

Constant q (GPa) 7.5 
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Fig. 1. Rotating disk with different boundary conditions on inner and outer surfaces

Table 1. Mechanical properties of metal and ceramics in a functionally graded rotating disk

Table 2. Mechanical properties of functionally graded materials by defining their parameters
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3- Homotopy perturbation method [6]
Based on the homotopy technique, the homotopy function 

can be formulated to satisfy the following equations:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0o oH v p L v L u pL u p N v f r= − + + − =   �
(7)

In this relation, N is the linear part and L is the nonlinear 
part of the differential equation. The answer to Eq. (7) can be 
written as a series of powers:

2 3
0 1 2 3v v pv p v p v= + + + +…

� (8)

With replace Eq. (8) in Eq. (7) and arrange the obtained 
relation according to different powers (p). Each of the power 
coefficients of a differential equation will be solved and 
finally, the answer of the equation is:
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p
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4- Discussion and Results
Table 3 shows the results obtained from homotopy 

perturbation and finite difference method to solve the Navier 
equation at different radius of the disk.

The exact values of the angular velocity of the elastic are 
observed for different values of the thickness parameter, the 
disk boundary condition and the thermal boundary condition, 
in Table 4.

5- Conclusions
According to the results, it can be concluded that the 

results presented by the two methods have very good 
accuracy of both heat and stress analysis. Numerical analysis 

showed that the disk with B thermal condition experiences 
less stress compared to the A thermal boundary condition 
for different types of disk boundary conditions and different 
values ​​of the thickness parameter 

5m . Therefore, by defining 
the appropriate temperature gradient on the outer surface 
of the disk as the B thermal condition, the level of thermal 
stresses in it can be controlled and optimized. 
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Disk 
radius (m) 

percentage error  percentage error  

 Thermal condition A Thermal condition B 
0.2 0.74% 0.68% 
0.3 0.52% 0.45% 
0.4 0.37% 0.25% 
0.5 0.24% 0.19% 
0.6 0.17% 0.17% 
0.7 0.083% 0.11% 
0.8 0.077% 0.102% 
0.9 0.073% 0.1007% 
1 0.035% 0.049% 
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(m) 

Free-Free Free-Radially 
constrained 

condition  
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on B 

conditi
on A 

conditi
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Angular 
velocity 

5 0m =  78 259 121 274 

5 0.5m = −  205 323 312 404 

5 1m = −  315 402 405 493 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Table 3. Comparison of finite difference method and homotopy 
perturbation method for the thickness parameter ( 5 0.5m = − )

Table 4. The results for different values of thickness parameter  
( 5m )
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مدل‌سازی تحلیلی سرعت زاویه‌ای حد الاستیک در دیسک دوار مدرج تابعی تحت شرایط 
بارگذاری مکانیکی- حرارتی 

ساناز جعفری

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه بجنورد، بجنورد، ایران

خلاصه: تنش‌های حرارتی ناشی از تغییرات دمایی به همراه سرعت زاويه‌اي بالا در دیسک‌های دوار صنعتی مقاومت ماده 
سازنده ديسك را کاهش خواهد داد. بنابراین آنالیز دیسک‌های دوار تحت بارگذاری‌های حرارتی- مکانیکی و تخمین سرعت 
زاویه‌ای حد به عنوان معیاری برای آغاز تغییر‌شکل‌های پلاستیک مهم می‌باشد. در این مقاله مدل‌سازی تحلیلی برای آناليز 
ترموالاستیک ديس‌كهاي دوار مدرج تابعی با متغیر درنظرگرفتن تمامی خواص هندسی و مکانیکی در راستای شعاعی 
دیسک انجام خواهد شد. روش هموتوپی پرتوربیشن به عنوان یک روش تحلیلی برای حل معادلات به کار برده می‌شود. 
نتایج با روش عددی تفاضلات محدود و هم چنین داده‌های مراجع راستی‌آزمایی می‌گردند. با آنالیز عددی تاثیر پارامتر 
تغییر ضخامت، نوع بارگذاری حرارتی و شرایط مرزی بر سرعت زاویه‌ای حدی و شعاع شروع تغییر‌شکل‌های پلاستیک 
بررسی خواهد شد. از مدل تامورا- توموتا-اوزاوا برای محاسبه تنش تسلیم در شعاع‌های مختلف دیسک مدرج تابعی استفاده 
می‌شود و نحوه وابستگی آن به پارامترهای موجود در مدل سازی تحلیلی به عنوان نتیجه ارائه خواهد شد. در نهایت نشان 
داده شد که با گرادیان دمایی مناسب در سطح خارجی دیسک به عنوان شرط مرزی، می‌توان سطح تنش‌های حرارتی را 

کنترل کرد و در مقایسه با شرط مرزی حرارتی ثابت سطح تنش را تا 20 % کاهش داد. 
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1-مقدمه
وسيعي  طيف  در  كه  هستند  مكانكيي  قطعات  دوار  ديسك‌هاي 
با  مي‌گيرند.  قرار  استفاده  مورد  مكانكيي  تجهيزات  و  دستگاه‌ها  از 
توجه به حرارت بالایی که در برخی موارد دیس‌کها در معرض آن 
دو  هر  برای تحمل  قابلیتی بالا  باید  آن‌ها  سازنده  قرار دارند، مواد 
تفاوت بالای  دلیل  به  باشند.  داشته  مکانیکی و حرارتی  تنش‌های 
تنش در مقاطع مختلف یک دیسک دوار با ضخامت یکنواخت، بهتر 
است از دیس‌کهایی با ضخامت غیریکنواخت استفاده شود تا توزیع 
تنش اصلاح گردد. در نتیجه امروزه استفاده از دیس‌کهایی با پروفیل 
تابعی 1توصیه  مواد مدرج  از  شده  ساخته  یکنواخت،  غیر  ضخامت 
می‌گردد و به علت كاربردهاي فراوان آن‌ها در مهندسي، تخمین تنش 

1   Functionally graded material (FGM)

در آن‌ها موضوعي مهم است. 
مواد مدرج تابعی برای نخستین بار در سال 1984 در کشور ژاپن 
از  هدف  گرفتند.  قرار  استفاده  مورد  فضایی  تجهیزات  ساخت  برای 
کاربرد این مواد به عنوان مواد کامپوزیتی غیر همگن، افزایش کارایی 
تنش‌های ناخواسته به  اجزای مختلف سازه، کنترل تغییرشکل‌ها و 
بالا، وزن  همراه رسیدن به خواص مطلوب این مواد مانند استحکام 
کم، رسانایی خوب، مقاومت بالا در مقابل خوردگی و دمای زیاد است. 
در این مواد، خواص در هر نقطه توسط یک قانون اختلاط مناسب به 
صورت تابعی از خواص اجزاء تشکیل‌دهنده ( معمولا فلز و سرامیک( 

تعریف می‌شود. 
مورد  متفاوتی  جنبه‌های  از  دوار  دیس‌کهای  سالیان  طی  در 
بررسی قرار گرفتند که در بیشتر آن‌ها دیسک از ماده همگن با خواص 
مکانیکی مشخص و ثابت در امتداد شعاعی دیسک ساخته شده است. 
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به  می‌توان  دوار  دیس‌کهای  روی  بر  انجام‌شده  تحقیقات  اولین  از 
با  گمر1  توسط  همگن  الاستیک-پلاستیک  ديسك‌های  تحلیلی  حل 
نیز مدل  اراسلان2  اشاره کرد ]1[.   تئوري تسليم ترسكا  از  استفاده 
محاسباتي را براي تحقيق بر روي تغيير‌شكل پلاستیک ديسك‌هاي 
دوار حلقوي با ضخامت متغير كه برروي شفت صلبي قرار گرفته‌اند 
سختي  قانون  چنين  هم  و  فون‌ميزز  تسليم  معيار  از  او  نمود.  ارائه 
سوئيفت براي شبيه‌سازي رفتار كرنش سختي غير خطي ماده همگن 
استفاده کرد و سرعت زاويه‌اي حد پلاستیک را براي اين مدل انتخابي 
در مقادير متفاوتي از پارامترهاي هندسي و سختي محاسبه کرد]2[. 
دوار همگن  ديسك  پلاستیک  الاستیک-  تغيير شكل  به‌دست‌آوردن 
ضخامت متغير با سه نوع شرط مرزي آزاد، تحت فشار و تحت قيد 
است.  بوده  اراسلان  بعدي  كار  داخلي،  در سطح  راستای شعاعي  در 
آن‌ها نشان دادند كه وابسته به نوع شرط مرزي استفاده‌شده، هسته 
يا دو يا سه ناحيه باشد كه به وسيله  پلاستیک مي‌تواند شامل يك 

شكل‌هاي مختلفي از معيار تسليم ارائه مي‌شود ]3[. 
در زمینه دیس‌کهای دوار مدرج تابعی، يو و همكارانش3 از نخستین 
محققانی بودند که استفاده از این مواد را برای ساخت دیس‌کهای دوار 
مطرح کردند و ديسك‌هاي دوار از جنس فيبرهاي كامپوزيتي را در 
بارگذاری سرعت زاویه‌ای ثابت و توزیع دمای یکنواخت مورد بررسي 
انبساط  ضریب  الاستیک،  مدول  که  کردند  فرض  ایشان  دادند.  قرار 
حرارتی و چگالی بر اساس یک تابع توانی در امتداد شعاعی دیسک 
نیمه  ترموالاستیکی  حل  راه  همکاران  و  آبادی  نقد   .]4[ کند  تغییر 
شده  ساخته  توخالی  و  توپر  متقارن  دوار  دیس‌کهای  برای  تحلیلی 
از مواد مدرج تحت شرایط تنش صفحه‌ای ارائه دادند ]5[. در ادامه 
تغییر‌شکل الاستیک دیس‌کهای دوار مدرج تابعی با استفاده از تئوری 
تغییر شکل برشی مرتبه اول توسط بيات و همکاران مورد مطالعه قرار 
گرفت ]6[. حل تحلیلی الاستیک- پلاستیک برای بررسی توزیع تنش- 
کرنش در دیس‌کهایی با ضخامت و چگالی متغیر به کمک روش‌های 
هموتوپی پرتوربیشن و جداسازی آدمین از کارهای انجام‌شده توسط 
دامنه  وجود  با  مواد  خواص  از  شکل  این  است.  همکاران  و  حجتی 
می‌گیرند  قرار  تابعی  مدرج  مواد  گروه  در  محدود  خواص  تغییرات 
]7-8[. تاثیر مدل‌های خرابی مواد نرم بر روی رفتار تغییر‌شکل‌های 

1   Gamer 
2   Eraslan 
3   You et al 

توسط  بار  اولین  برای  متغیر  ضخامت  با  دوار  دیس‌کهای  پلاستیک 
اکبری و همکاران بررسی شد. ایشان نشان دادند که با درنظرگرفتن 
مدل‌های خرابی در شبیه‌سازی، می‌توان پیش‌بینی‌های واقعی‌تری از 
سرعت‌های زاویه‌ای حد پلاستیک کامل در دیس‌کهای دوار ارائه داد 
]9[. اخیراٌ سندهی و همکاران4 بر اساس روابطی مبتنی بر معادلات 
المان محدود تغییر‌شکل و تنش را در دیس‌کهای دوار ساخته‌شده از 
مواد مدرجع تایعی ارتوتروپیک قطبی بررسی کردند. در این تحقیق 
اعلام شد که دیسک دوار با پروفایل ضخامت خطی دارای حداقل تنش 
مناسب‌ترین  درنظرگرفته‌شده  ضخامت  پروفایل‌های  بین  در  و  است 
می‌باشد. به علاوه، اثرات پارامتر درجه بندی و سایر پارامترهای حاکم 
بر درجه ارتوتروپیک را نیز بررسی کردند ]10[. حسینی و همکاران 
مواد مدرج  از  دوار ساخته‌شده  نانو دیس‌کهای  برای  را  تنشی  آنالیز 
تابعی با ضخامت متغیر بر مبنای تئوری‌های مبتنی بر گرادیان کرنش 
ارائه دادند. ایشان معادلات تعادل و شرایط مرزی برای نانو دیسک را 
بر اساس اصل همیلتون به دست آوردند. نتایج این تحقیق نشان داد 
تأثیر شاخص  از  بیشتر  از دیسک  نوع  این  تنش  در  اثر ضخامت  که 
درجه بندی مواد مدرج تابعی است و تفاوت بین تنش پیش‌بینی‌شده 
توسط تئوری‌های کلاسیک و گرادیان کرنش زمانی زیاد است که نانو 

دیسک کوچک باشد ]11[.
تابعی  بالا ذكر شد، ديسك‌های مدرج  در تمامي مواردي كه در 
وجود  ديسك  در  دمائي  تغییرات  گونه  هيچ  واقع  در  بودند.  هم‌دما 
بر  حاكم  معادلات  که  بود  محققانی  اولین  جزء  اراسلان  اما  نداشت. 
فرض  با  پلاستیک  و  الاستیک  حالت  دو  هر  در  را  دوار  ديسك‌هاي 
مختلف  ضخامت  تغيير  پروفايل‌هاي  براي  ديسك  غيرهم‌دما‌بودن 
آنالیز  ادامه  در   .]12[ نمود  حل  هندسي5  فوق  توابع  وسيله  به 
پروفیل  درنظرگرفتن  با  تابعی  مدرج  دوار  دیس‌کهای  ترموالاستیک 
توسط  همکاران6،  و  دای  توسط  متغیر  زاویه‌ای  سرعت  و  ضخامت 
روشی نیمه‌تحلیلی انجام شد. ایشان نشان دادند که تغییرات در شعاع 
و  تنش  مقدار  ماکزیمم  دمایی،  گرادیان  و  زاویه‌ای  سرعت  دیسک، 
قرار می‌دهد ]13[. پنگ  تاثیر  را تحت  دوار  تغییر مکان در دیسک 
و همکاران7 تنش‌های حرارتی در دیس‌کهای دوار مدرج تابعی را به 
کمک معادلات انتگرال‌های فردهلم مدل نمودند و آن‌ها را به کمک 

4   Sondhi et al
5   Hyper geometric functions
6   Dai et al
7   Peng et al
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روش‌های عددی حل کردند ]14[. آنالیز المان محدود دیس‌کهای دوار 
مدرج تابعی در بارگذاری‌های ترموالاستیک توسط افسر و همکاران1 
انجام شد. ایشان نشان دادند که میدان‌های تغییر‌مکان- تنش در این 
دیس‌کها تحت تاثیر پروفایل توزیع دما و ضخامت در امتداد شعاعی 
و  داخلی  سطوح  بین  دما  تفاوت  و  دیسک  زاویه‌ای  سرعت  دیسک، 
خارجی دیسک است و با کنترل‌کردن این پارامترها می‌توان آن‌ها را 
کنترل کرد ]15[. آنالیز الاستیک- پلاستیک دیسک‌های دوار مدرج 
تابعی تحت بارگذاری‌های ترموالاستیک با روش تکرار متغیر2 توسط 
نایاک و همکاران انجام گردید. از اصل مینیمم‌سازی انرژی پتانسیل 
میدان  معادلات  به‌دست‌آوردن  برای  هنکی3  تغییر شکلی  تئوری  در 
حاکم استفاده کردند و توانستند تاثیر پارامترهای موجود در خواص 
مکانیکی و هندسی و هم چنین تابع توزیع دما را بر سرعت زاویه‌ای 
حدی به دست آورند ]16[. در دیس‌کهای دوار تحت بارگذاری‌های 
ترمو- الاستیکی با شدت بالا احتمال فعال‌شدن مکانیزم های خزشی 
وابسته  خزشی  آنالیز  همکاران  و  ژرفی  راستا  همین  در  دارد.  وجود 
به زمان را برای دیس‌کهای دوار مدرج تابعی با ضخامت زیاد، برای 
ایشان  دادند.  ارائه  غیر‌یکنواخت  مکانیکی  از خواص  متفاوت  الگو  دو 
برای حل معادلات خود از روش عددی کوادریچر دیفرانسیلی استفاده 
کردند و نشان دادند که پارامترهای خزشی، وابسته به دما، سایز ذرات 
خزشی  رفتار  ژرفی  علاوه  به   .]17[ می‌باشند  ذرات  حجمی  کسر  و 
و  توزیعی غیرخطی  با درنظرگرفتن  را  تابعی  دیس‌کهای دوار مدرج 
نتیجه  و  داد  قرار  بررسی  مورد  مکانیکی  خواص  برای  غیریکنواخت 
گرفت که بارگذاری‌های خارجی بر نرخ خزش در دیسک دوار موثر 
ذرات  با  دیس‌کهایی  روی  بر  حرارت  درجه  تغییرات  تاثیر  هستند. 
مادی کمتر، بسیار جدی‌‌تر از دیسک با تعداد ذرات مادی بالا است 
]18[. تاثیر گردیان دمایی بر روی تغییر‌مکان دیس‌کهای دوار مدرج، 
با تعریف تغییرات خطی برای توزیع درجه حرارت در امتداد شعاعی 
دیسک توسط کائور و همکاران4 مورد بررسی قرار گرفت. ایشان نشان 
دادند که رفتار خزشی در دیسک با گرادیان دمائی در امتداد شعاعی 

نسبت به دیسک دما ثابت بسیار تاثیرگذار‌تر است ]19[.
طبق توضیحات بالا تحقیقات پیشین در دیس‌کهای دوار عموماً 
شامل شبیه‌سازی‌های المان محدود، حل‌های نیمه تحلیلی یا روش‌های 

1   Afsar et al
2   Variational iteration method
3   Hencky deformation theory
4   Kaour et al

عددی برای حل معادلات حاکم بر دیسک با ضخامت یکنواخت است 
که در برخی موارد خواص هندسی و مکانیکی نیز غیریکنواخت در نظر 
گرفته شده است و تاکنون حل تحلیلی برای این معادلات در حالت 
ارائه  و هندسی  مکانیکی  تمامی خواص  درنظرگرفتن  متغیر  با  کلی، 
نشده است ]1-19[. همان طور که تجربه ثابت کرده است، روش‌های 
عددی خیلی دقیق نیستند، گاهی از اوقات نرخ خطای بالایی دارند 
و تنها زمانی که حل تحلیلی معادلات حاکم امکان‌پذیر نباشد از این 
از شبیه‌سازی‌های  استفاده  دیگر  از طرف  استفاده می‌گردد.  روش‌ها 
که  است  تجاری  افزارهای  نرم  از  استفاده  نیازمند  نیز  المان‌محدود 
پرهزینه می‌باشند. در نتیجه آنالیز کامل دیس‌کهای دوار نیاز به یک 
مدل تحلیلی قوی دارد که دریردارنده تمامی شرایط خاص در آن‌ها 

باشد.
برای رسیدن به یک حل قابل‌اطمینان، با دقت بالا و هزینه کم، در 
این مقاله برای اولین بار مدل تحلیلی برای آنالیز رفتار ترموالاستیک 
دیس‌کهای دوار مواد مدرج تابعی با ضخامت متغیر در حالت کلی و 
برای انواع متفاوتی از بارگذاری حرارتی و شرایط مرزی دیسک ارائه 
می شود که در آن معادلات حاکم بر مدل‌سازی به کمک روش تحلیلی 
هموتوپی پرتوربیشن حل خواهند شد. دیسک در این تحقیق دارای 
پروفیل تغییر ضخامت در راستای شعاعی است، توخالی می‌باشد. از 
استفاده  دیسک  در  معادل  تنش‌های  محاسبه  برای  میزز  فون  معیار 
می‌شود و ماده سازنده دیسک در ناحیه تغییر‌شکل‌های پلاستیک از 
رفتار کرنش سختی خطی پیروی خواهد کرد. بر همین اساس سرعت 
زاویه اي دورانی دیسک به عنوان معیاري براي محدودکردن ماکزیمم 
تنش معادل به کار برده خواهد شد. از مدل ارائه‌شده توسط تامورا- 
توموتا-اوزاوا5 برای محاسبه تنش تسلیم در شعاع‌های مختلف دیسک 
به کمک روش  ارائه‌شده  نتایج  آزمایی  راستی  استفاده می‌شود.  دوار 
انجام  نتایج مقالات موجود در مراجع  تفاضلات محدود و هم چنین 
خواهد شد. بعد از راستی آزمایی نتایج، مطالعه پارامتریک برای مقادیر 
متفاوتی از پارامتر تغییر ضخامت، نوع بارگذاری حرارتی، شرایط مرزی 
تا سرعت زاویه‌ای حد الاستیک و مکان آغاز  انجام می‌گیرد  دیسک 
ارائه‌شده  مدل  گردد.  تعیین  مورد  هر  در  پلاستیک  تغییر‌شکل‌های 
تغییر‌مکان در دیس‌کها تحت  به محاسبه تنش-  قادر  مقاله  این  در 
بارگذاری‌های مکانیکی- حرارتی را برای انواع شرایط مرزی متناسب 

5   Tamura-tomota-ozava
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با محیط‌های کاری واقعی است. به علاوه، این مدل بر اساس روش حل 
تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن را می‌توان برای دیس‌کهای دوار با هر 
فرمی از توابع تغییر خواص هندسی و مکانیکی و انواع بارگذاری‌های 

پیچیده ترکیبی به کار برد. 

2- مدل سازی مکانیکی- حرارتی دیسک دوار
2-1- شرایط مرزی دیسک دوار

مدل‌سازی  دوار،  دیس‌کهای  واقعی  کاری  شرایط  با  تناسب  در 
تحلیلی و ارائه نتایج در این مقاله برای سه نوع شرط مرزی متفاوت در 
سطوح داخلی و خارجی دیسک دوار مطابق با شکل 1 انجام می‌شود. 
شعاعی،  قید  تحت  مرزی  شرایط  در  است  مشخص  که  طور  همان 

سرعت زاویه‌ای از طریق شفت دوار به دیسک منتقل می‌شود.

2-2- خواص هندسی و مکانیکی دیسک دوار مدرج تابعی
پروفیل  و  کم  ضخامت  با  حلقوی  دوار  دیسک  مقاله  این  در 
در  دیسک  شعاع  می‌گردد.  مدل  شعاعی  راستای  در  متغیر  ضخامت 
می‌شود.  داده  نشان   

 or و   
i r با  ترتیب  به  خارجی  و  داخلی  سطوح 

دستگاه  درنظرگرفتن  با  عموماً  را  متغیر  ضخامت  دوار  دیس‌کهای 
می‌کنند.  مدل‌سازی   2 شکل  مطابق   ) , ,r zθ ( استوانه‌ای  مختصاتی 
ω حول محور خود دوران می‌کند و  ديسك با سرعت زاويه‌اي ثابت 
آنجایی  از  دارد.  قرار  نیز   ( )T r متقارن بارگذاری حرارتی  تاثیر  تحت 
كه نسبت شعاع به ضخامت در ديسك‌هاي دوار زياد است، مي‌توان با 
دقت قابل قبولي دیسک را نازک در نظر گرفت و فرض تنش صفحه‌اي 
 به 

5 
 

,)   ای استوانه  ,r z  ای ثابت  کنند. دیسک با سرعت زاویهسازی می مدل   2( مطابق شکل  کند و تحت تاثیر حول محور خود دوران می
)بارگذاری حرارتی متقارن )T r  توان با دقت قابل  های دوار زیاد است، می اع به ضخامت در دیسکنیز قرار دارد. از آنجایی که نسبت شع

zσرا در معادلات میدان اعمال کرد ) با حالت تقارن محوری ایقبولی دیسک را نازک در نظر گرفت و فرض تنش صفحه  (. به علاوه =0
 کرد. هده مشا 1توان در جدول پارامترهای ابعادی دیسک را می

 
Fig. 2. An example of a disk profile with variable thickness in terms of 

i r and 
 or in a 

cylindrical coordinate system 
ای ای از پروفیل دیسک با ضخامت متغیر بر حسب پارامترهنمونه : 2شکل 

i r  و
 or ای در دستگاه مختصات استوانه 

 
Table 1. Dimensional parameters of a rotating disk 

 وی حلقار دو  پارامترهای ابعادی دیسک :1جدول 
شعاع داخلی ) 

i r)  شعاع خارجی (
 or)  (ضخامت دیسک

 oh) 
 m2 /0  m1  m 1 /0 

 
تابعی،  های دوار  دیسکدر   از ماده مدرج  مانند  خصوصیاای که  سطح داخلی عموماً  را دارد  فلزات  از  ساخته می   آلومینیومت  شود. 

بالا آنجاییکه سطح خارج کاری  در دماهای  قرار می ی دیسک  ماده   با خواص سرامیکگیرد،  انتخاب ای  برای سطح خارجی دیسک  ها 
دیرگدازمی  که  با درشود  است.  آنها  اصلی  بالا جزء خواص  دماهای  در  مقاومت  و  می   قانون  گرفتن یکنظربودن  مناسب  توان اختلاط 

. در این مقاله سطح خواص سرامیک و فلز از لبه داخلی تا لبه خارجی تغییر دادخواص مکانیکی را به عنوان تابعی از کسر حجمی، بین  
از جنس   از جنس سرامیک زیرکونیا   آلومینیومداخلی دیسک  این مواد در جدول    1و سطح خارجی دیسک   2است. خواص مکانیکی 

ی وجود ندارد که دلیل آن به خواص  ه است. همان طور که از جدول مشخص است برای زیرکونیا مقدار تنش تسلیم مشخصشد  ردهآو
 شوند. گردد که به نوعی ماده ترد شناخته می ها باز میسرامیک

 
Table 2. Mechanical properties of metal and ceramics in a functionally graded rotating disk [14] 

 [14] دیسک دوار خواص مکانیکی فلز و سرامیک در ماده مدرج تابعی: 2جدول 
 زیرکونیا آلومینیوم  خواص مواد 

 aPG 70 151، (Eمدول یانگ ) 
 3 /0 3 /0 (vضریب پواسان ) 

، (ی ) چگال
3

kg
m

 2700 5700 

 ،(αضریب انبساط حرارتی ) 
-610

°C  23 10 

W،  (kضریب هدایت جا به جایی ) 
m°C  209 2 

 --- aPM 300 ،(0)تنش تسلیم 
 --- aPG 35 ،(tE) مدول تانژانت 

 
2 Zirconia ( 2Zro ) 

با حالت تقارن محوري را در معادلات میدان اعمال کرد
علاوه پارامترهای ابعادی دیسک را می‌توان در جدول 1 مشاهده کرد.

   
  

Radially constrained- c: Radially constrained  b: Radially constrained-Free a: Free-Free 
  آزاد  -الف: آزاد  آزاد  - اعيقيد شع ب: تحت    تحت قيد شعاعي   -ج: تحت قيد شعاعي

Fig. 1. Rotating disk with different boundary conditions on inner and outer surfaces 
  ] 15[ ديسك دوار با شرايط مرزي متفاوت در سطوح داخلي و خارجي: 1شكل 

 

   

شکل 1. دیسک دوار با شرایط مرزی متفاوت در سطوح داخلی و خارجی ]15[

Fig. 1. Rotating disk with different boundary conditions on inner and outer surfaces

 
Fig. 2. An example of a disk profile with variable thickness in terms of 

i r and 
 or in a 

cylindrical coordinate system
اي اي از پروفيل ديسك با ضخامت متغير بر حسب پارامترهنمونه : 2شكل 

i r  و
 or اي در دستگاه مختصات استوانه  

 

   

 در دستگاه مختصات استوانه‌ای
 or  و 

i r شکل 2 . نمونه‌ای از پروفيل ديسك با ضخامت متغیر بر حسب پارامترهای
Fig. 2. An example of a disk profile with variable thickness in terms of i r and  or in a cylindrical coordinate system

Table 1. Dimensional parameters of a rotating disk 
 پارامترهای ابعادی دیسک دوار حلقوی: 1جدول 

 
شعاع داخلی )

i r) ( شعاع خارجی
 or) (ضخامت دیسک

 oh) 
 m2/0  m1  m 1/0 

 
  

جدول 1. پارامترهای ابعادی دیسک دوار حلقوی

Table 1. Dimensional parameters of a rotating disk
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در ديسك‌هاي دوار مدرج تابعی، سطح داخلی عموماً از ماده‌ای که 
خصوصیات فلزات را دارد مانند آلومینیوم ساخته می‌شود. از آنجاییکه 
سطح خارجی دیسک در دماهای کاری بالا قرار می‌گیرد، ماده‌ای با 
که  می‌شود  انتخاب  دیسک  خارجی  سطح  برای  سرامی‌کها  خواص 
دیرگدازبودن و مقاومت در دماهای بالا جزء خواص اصلی آنها است. با 
درنظرگرفتن یک قانون اختلاط مناسب می‌توان خواص مکانیکی را به 
عنوان تابعی از کسر حجمی، بین خواص سرامیک و فلز از لبه داخلی 
تا لبه خارجی تغییر داد. در این مقاله سطح داخلی دیسک از جنس 
آلومینیوم و سطح خارجی دیسک از جنس سرامیک زیرکونیا1 است. 
خواص مکانیکی این مواد در جدول 2 آورده شده است. همان طور 
که از جدول مشخص است برای زیرکونیا مقدار تنش تسلیم مشخصی 
وجود ندارد که دلیل آن به خواص سرامی‌کها باز می‌گردد که به نوعی 

ماده ترد شناخته می‌شوند.
با تابع کسر حجمی به فرم  از قانون اختلاط  در ادامه این مقاله 
) استفاده شده است ]14[: )P r توانی برای تعریف خاصیت مکانیکی 

( )
m

o
e

rP r P r
 =  
 

�)1(

) و شاخص  )V r بر اساس رابطه )1( می توان تابع کسر حجمی
m را به صورت زیر تعریف کرد: درجه بندی خواص 

1  Zirconia ( 2Zro )

( )
 ( )

,    
 ( )

im
o

o i

o

PLn PrV r mr rLn r

 = = 
 

�)2(

 به ترتیب خاصیت مکانیکی در سطح داخلی و 
oP iP و در این رابطه

m نیز بر اساس شرایط  خارجی دیسک می‌باشند. شاخص درجه‌بندی
تعریف‌شده برای مواد مدرج تابعی در سطح داخلی و خارجی دیسک به 
است 

iP ( خاصیت مکانیکی 
ir r= دست آمده است. در سطح داخلی )

خواهد بود. مدول 
oP ( خاصیت مکانیکی 

or r= و در سطح خارجی )
الاستیک، چگالی، ضریب انبساط حرارتی، ضریب هدایت حرارتی به 
همراه پروفیل تغییر ضخامت دیسک بر اساس روابط )1( و )2(، بین 
سطوح داخلی و خارجی مطابق جدول 3 تغییر خواهند کرد و ضریب 
پواسان در دیسک ثابت در نظر گرفته می‌شود. زیرا مقادیر این ضریب 
در فلزات و سرامی‌کها تفاوت کمی با هم دارد و متغیر درنظرگرفتن 
آن، تنها باعث پیچیده‌ترشدن معادلات حاکم خواهد شد. در این فرم 
از تابع کسر حجمی، این خواص سرامیک است که در راستای شعاعی 
سرامیک  که  این  به  توجه  با  موضوع  این  می‌یابد.  افزایش  دیسک 
تحمل دمای بالاتری نسبت به فلز دارد، دمای سیال اطراف دیسک 
دیسک  آن  نتیجه  در  و  است  بالاتر  آن  اولیه  دمای  از  مقاله  این  در 
در  موجود  روابط  در  دارد.  هماهنگی  شد  خواهد  دما  افزایش  دچار 
e, , , به ترتیب مقادیر مرجع برای مدول الاستیک،  e e eE kρ α جدول 3، 
چگالی، ضریب انبساط حرارتی و ضریب هدایت جا‌به‌جایی می‌باشند 

 
Table 2. Mechanical properties of metal and ceramics in a functionally graded rotating disk [14] 

 [11دیسک دوار ] خواص مکانیکی فلز و سرامیک در ماده مدرج تابعی: 2جدول 
 

 زیرکونیا آلومینیوم خواص مواد
 GPa 00 151، (Eمدول یانگ )

 3/0 3/0 (vضریب پواسان )
، (چگالی )

3
kg

m
 2000 5000 

 ،(αضریب انبساط حرارتی )
-610

°C  23 10 

، (kضریب هدایت جا به جایی )
W

m°C  
202 2 

تنش تسلیم )
0) ،MPa 300 --- 
مدول تانژانت )

tE) ،GPa 35 --- 
 q ،GPa 5/0ثابت   

 
  

جدول 2 .خواص مکانیکی فلز و سرامیک در ماده مدرج تابعی دیسک دوار ]14[

Table 2. Mechanical properties of metal and ceramics in a functionally graded rotating disk [14]
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( است. به علاوه 
or r=  همان ضخامت ديسك در سطح خارجی )

eh و 
 به عنوان پارامترهای شاخص درجه‌بندی 

1 2 3 4, , ,m m m m پارامترهای 
عنوان  به   

5m و  تابعی  مدرج  مواد  ساختار  در  مکانیکی  خواص  این 
پارامتر تغییر ضخامت دیسک شناخته می‌شوند.

2-3- تنش معادل در دیسک دوار مدرج تابعی
تغییر‌شکل‌های  برای  تابعی  مدرج  مواد  رفتار  مقاله  این  در 
الاستیک- پلاستیک به صورت کرنش سختی خطی تعریف شده است. 
از نقطه نظر شروع تسلیم در مواد همگن، زمانی که تنش معادل فون 
میزز در دیسک به تنش تسلیم مواد سازنده دیسک برسد، دیسک وارد 
با آن به  تغییر‌شکل‌های پلاستیک می‌شود و سرعت زاویه‌ای معادل 
عنوان سرعت زاویه‌ای حد الاستیک نامگذاری می‌گردد. تنش معادل 
طبق  همگن  مواد  از  ساخته‌شده  حلقوی  دوار  دیسک  در  میزز  فون 

رابطه زیر محاسبه می شود ]20[:

2 2( ) ( ) ( ) () )(eq r rr r r rr θ θσ σ σ σ σ= + − �)3(

و  شعاعی  های  تنش  ترتیب  به   ( )rθσ و   ( )r rσ رابطه  این  در 
محیطی در دیسک می‌باشند. از آنجاییکه بارگذاری، هندسه و شرایط 
مرزی در دیسک دوار متقارن است، تنش برشی در دیسک تشکیل 
نمی‌شود و این تنش‌ها، همان مولفه‌های تنش‌های اصلی در دیسک 
هستند. اما، تحلیل تسلیم در مواد مدرج تابعی متفاوت با مواد همگن 
نقاط  نیز در  تسلیم  مواد، تنش  این  و همانند سایر خواص در  است 
کرنش  نمودار تنش-   3 با شکل  مطابق  است.  متفاوت  ماده  مختلف 
برای این مواد بین نمودارهای مربوط به فلز و سرامیک قرار می‌گیرد. 
در این حالت می‌توان تنش تسلیم در دیسک دوار را با استفاده از یک 
q با استفاده از اختلاف تنش در  q محاسبه کرد. پارامتر تجربی به نام 
فلز و سرامیک به اختلاف کرنش در آنها به صورت رابطه زیر تعریف 

می شود ]22-21[:

c m

c m

q σ σ
ε ε
−

=
−

�)4(

q به عوامل گوناگونی بستگی داشته و در عمل و  در واقع مقدار 

 
Table 3. Mechanical properties of functionally graded materials by defining its parameters 

 هاخواص مکانیکی مواد مدرج تابعی با تعریف پارامترهای موجود در آن: 3جدول 
 

 پروفیل ضخامت هدایت حرارتیضریب  ضریب انبساط حرارتی چگالی مدول الاستیک
 

1m

e
o

rE r E r
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  
2m

e
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e
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rr r      
  

4m

e
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rk r k r
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5m

e
o

rh r h r
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 
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جدول 3. خواص مکانیکی مواد مدرج تابعی با تعریف پارامترهای موجود در آن‌ها

Table 3. Mechanical properties of functionally graded materials by defining its parameters

  
Fig. 3. Stress-strain diagrams for metals, ceramics and functional 

graded materials [14]
  ]14[ ج تابعيك ها و مواد مدراي فلزات، سراميكرنش بر - نمودار تنش :3شكل 

 

   

شکل 3. نمودار تنش- کرنش برای فلزات، سرامیک ها و مواد مدرج تابعی ]14[

Fig. 3. Stress-strain diagrams for metals, ceramics and functional graded materials [14]
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با توجه به تعداد عوامل تأثیرگذار، مقدار آن به صورت تجربی محاسبه 
تسلیم براساس مدل  توان تنش  می  پارامتر  این  اساس  بر  می‌گردد 

تامورا- توموتا- اوزاوا از رابطه زیر محاسبه کرد ]22-21[:

( )1 )( () ( ) m c
y ym c c

c m

q E EV r V r
E

r
q E

σ σ
 +

= − + 
�)5(

جزء   ( )cV r و  فلزی  جزء  در  تسلیم  تنش  رابطه   این  در 
حجمی سرامیک می‌باشد. زمانی که تنش معادل فون‌میزز در دیسک 
 )5( رابطه  در  تسلیم  تنش  به  تابعی  مدرج  مواد  از  ساخته‌شده  دوار 
برسد، تغییر‌شکل‌های پلاستیک در دیسک دوار آغاز می‌شوند. با این 
دوار  دیسک  در  را  الاستیک  زاویه‌ای حد  می‌توان سرعت  توضیحات 
مدرج تابعی پیش‌بینی کرد. به علاوه، ضریب کرنش سختی موثر در 
q به صورت زیر تعریف می  ( بر اساس پارامتر 

T fE مواد کامپوزیت )
شود ]22-21[:

( ) ( )
( ) ( )

'
'

'

1,     c c m T m
T f

T mc m
c

V r E V r E R qE R EV r V r R q E

+ +
= =

+ +
�)6(

m  به فلزات  c به سرامیک ها و زیر اندیس  در روابط زیر اندیس 
 همان ضریب کرنش سختی در فلزات می‌باشد.

T mE اشاره دارد و 

2-4- مدل‌سازی حرارتی دیسک دوار مدرج تابعی
این مقاله دیسک دوار تحت میدان حرارتی قرار دارد که در  در 
امتداد شعاعی دیسک تغییر می‌کند. با درنظرگرفتن تقریب یک بعدی 
با  دوار  دیسک  بر  حاکم  پایدار  حرارت  انتقال  معادله  دما،  توزیع  از 
صرف‌نظرکردن از منبع گرمایی و با داشتن ضریب هدایت جا‌به‌جایی 

( به شکل زیر بیان می‌شود ]14[: ( )h r ( و پروفیل ضخامت ) ( )k r (

( ) ( )( ) 0d dT rrh r k r
dr dr

  = 
 

�)7(

تابع توزیع دما در دیسک است. شرایط مرزی  ( )T r در این رابطه
کلی  حالت  در  را  دوار  دیسک  خارجی  و  داخلی  سطوح  بر  حرارتی 

می‌توان به کمک روابط زیر تعریف کرد ]13[:

( )11 12
( )

i

i i
r r

dT rC T r C
dr

ξ
=

+ = �)8(

( )21 22
( )

o

o o
r r

dT rC T r C
dr

ξ
=

+ = �)9(

ثوابتی هستند که با ضرایب انتقال 
ij  C  , i,j=1،2 در این روابط

 ثوابتی در سطح 
ij  ζ  , i,j= 1،2 حرارت و جا‌به‌جایی در ارتباط‌اند و

نوع شرط  این مقاله دو  داخلی و خارجی دیسک دوار می‌باشند. در 
مرزی حرارتی خاص بر دیسک دوار اعمال می‌گردد:

 و در سطح 
iT A : دما در سطح داخلی  • شرط مرزی حرارتی 

 مشخص و ثابت است.
oT خارجی دیسک 

در این صورت ثوابت موجود در روابط )8( و )9( به صورت زیر 
خلاصه می‌شوند ]13[:

11 21 12 22

,     
1,     0 

i i o oT T
C C C C
ξ ξ= =

= = = =
�)10(

، ثابت 
iT B : دمای سطح داخلی دیسک • شرط مرزی حرارتی 

 باشد.
oT است و در سطح خارجی گرادیان دمایی دیسک برابر 

در این صورت ثوابت موجود در روابط )8( و )9( به صورت زیر 
خلاصه می‌شوند ]13[:

11 22 12 21

,
1, 0

i i o oT T
C C C C
ζ ζ= =

= = = =
�)11(

2-5-مدل سازی مکانیکی دیسک دوار
تحت  تابعی  مدرج  حلقوی  دوار  دیسک   ،2 شکل  با  مطابق 
( قرار دارد. در  ( )T T r= بارگذاری‌های متقارن مکانیکی و حرارتی )
مسئله مورد بررسی، آنالیز تنش‌های ترموالاستیک در دیسک دوار با 
نوشتن معادلات تعادل حاکم بر دیسک به فرم ناویر، بر اساس روابط 
حاکم بر تغییر‌شکل‌های کوچک، حالت تنش ضفحه‌ای و اعمال فرض 
تقارن محوری انجام می‌گیرد. بر این اساس تمامی متغیرهای موجود 
در معادلات ناویر مستقل از موقعیت محیطی  می‌باشند، مولفه تنش 
در  تنش  مولفه  و  شد  خواهد  حذف  معادلات  از   

8 
 

 , i,j= 2،1در این روابط
ij  C 2،1اند و جایی در ارتباطبه ت و جاثوابتی هستند که با ضرایب انتقال حرار= i,j , 

ij      ثوابتی در سطح
 :دد رگار اعمال می باشند. در این مقاله دو نوع شرط مرزی حرارتی خاص بر دیسک دو داخلی و خارجی دیسک دوار می

 مشخص و ثابت است.  oTو در سطح خارجی دیسک  iTدما در سطح داخلی  : Aشرط مرزی حرارتی  ▪
 : [13]  شوندمی ( به صورت زیر خلاصه 9( و )8در این صورت ثوابت موجود در روابط )

(10) 
11 21 12 22

,     
1,     0 

i i o oT T
C C C C
 = =

= = = =
 

 باشد.  oT، ثابت است و در سطح خارجی گرادیان دمایی دیسک برابر iTدمای سطح داخلی دیسک  : Bشرط مرزی حرارتی  ▪
 : [13]  شوندیر خلاصه می ( به صورت ز9( و )8در این صورت ثوابت موجود در روابط )

(11)  
11 22 12 21

,
1, 0

i i o oT T
C C C C
 = =

= = = =
 

 مدل سازی مکانیکی دیسک دوار -2-5
))   های متقارن مکانیکی و حرارتیتحت بارگذاری   ، دیسک دوار حلقوی مدرج تابعی 2مطابق با شکل   )T T r= قرار دارد. در مسئله )

های ترموالاستیک در دیسک دوار با نوشتن معادلات تعادل حاکم بر دیسک به فرم ناویر، بر اساس روابط حاکم  مورد بررسی، آنالیز تنش 
موجود در   مامی متغیرهای گیرد. بر این اساس تفرض تقارن محوری انجام می  ای و اعمالهای کوچک، حالت تنش ضفحه شکل بر تغییر 

rθτباشند، مولفه تنش برشی )می  θدلات ناویر مستقل از موقعیت محیطی  معا ( )r  از معادلات حذف خواهد شد و مولفه تنش در )
( ضخامت  صzσراستای  برابر  نیز  نت(  در  است.  حفر  معادلات  تغییریجه  از  تابعی  فقط  راستمکان اکم  در  )هایی  شعاعی  )ای  )ru r و  )

)محیطی )  )u rاز حل این   های مجهولی کهمکانهای روش ناویر برای حل معادلات تعادل این است که تغییر ( هستند. از جمله مزیت
 [: 9-7کنند ]رضاء میازگاری حاکم بر دیسک را اآیند خود به خود معادله ستعادل به دست میم از معادلات فر
(12) ( ) ( )( )r

dr r r
dr  = 

رابطه این  )در  )r r و شعاعی  )کرنش  )rدر محیطی  می  کرنش  دوار  در شکل  دیسک  همراه    4باشد.  به  دوار  دیسک  از  المانی 
توان معادلات تعادل را  گرفتن این شکل می ( نشان داده شده است. با درنظر( و محیطی )rروهای داخلی در امتداد شعاعی )تمامی نی

 : [ 20] ان کرده صورت زیر بیدر این دو راستا ب 
(13) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r

r

d rd r h r r h r r h r r r h r
dr d





   


+ − = − 

(14) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2( ) ( )r r
d r h r r r h r r r h r
dr     + = − 

روابط این  )در  )r  ،دیسک در  چگالی  توزیع  و  تابع  ای  زاویه  زاو  سرعت  مییهشتاب  دیسک  درای  با  گرفتن  نظرباشند. 
این   بالا و  قرار دارد ) ویهموضوع که دیسک تحت سرعت زاتوضیحات  ثابت  0ای  به فرم زیر خلاصه می =   شوند (، معادلات تعادل 

[20 :] 
(15) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r

d r h r r r h r r r h r
dr    − = − 

 [: 20] دورت زیر تعیین کرهای الاستیک به صکرنش را برای تغییرشکل  -های تنشین مولفه توان رابطه بر اساس قانون هوک میب
(16) ( ) ( ) ( )( )1 ( )

( )
T

r rr r v r r
E r    = − + 

(17) ( ) ( ) ( )( )1 ( )
( )

T
rr r v r r

E r    = − + 

)در این رابطه،   )T rر اساس تابع تغییر دما حاکم بر  ن کرنش بگردد. اید میبیانگر کرنشی است که از تغییر دما در دیسک ایجا
)دیسک )  )T r کند و به کمک تابع ضریب انبساط حرارتی ( در راستای شعاعی تغییر می( )r [: 20]  به شکل زیر قابل محاسبه است 

(18) ( ) ( ) ( )T r r T r = 
 [: 20] شوند تعریف میدوار به صورت زیر  تغییر مکان در دیسک -گرفتن شرط تقارن محوری، روابط کرنش نظربا در

(19) ( ) ( )r
r

du rr
dr

 = 

برشی 
 نیز برابر صفر است. در نتیجه معادلات حاکم 

8 
 

 , i,j= 2،1در این روابط
ij  C 2،1اند و جایی در ارتباطبه ت و جاثوابتی هستند که با ضرایب انتقال حرار= i,j , 

ij      ثوابتی در سطح
 :دد رگار اعمال می باشند. در این مقاله دو نوع شرط مرزی حرارتی خاص بر دیسک دو داخلی و خارجی دیسک دوار می

 مشخص و ثابت است.  oTو در سطح خارجی دیسک  iTدما در سطح داخلی  : Aشرط مرزی حرارتی  ▪
 : [13]  شوندمی ( به صورت زیر خلاصه 9( و )8در این صورت ثوابت موجود در روابط )

(10) 
11 21 12 22

,     
1,     0 

i i o oT T
C C C C
 = =

= = = =
 

 باشد.  oT، ثابت است و در سطح خارجی گرادیان دمایی دیسک برابر iTدمای سطح داخلی دیسک  : Bشرط مرزی حرارتی  ▪
 : [13]  شوندیر خلاصه می ( به صورت ز9( و )8در این صورت ثوابت موجود در روابط )

(11)  
11 22 12 21

,
1, 0

i i o oT T
C C C C
 = =

= = = =
 

 مدل سازی مکانیکی دیسک دوار -2-5
))   های متقارن مکانیکی و حرارتیتحت بارگذاری   ، دیسک دوار حلقوی مدرج تابعی 2مطابق با شکل   )T T r= قرار دارد. در مسئله )

های ترموالاستیک در دیسک دوار با نوشتن معادلات تعادل حاکم بر دیسک به فرم ناویر، بر اساس روابط حاکم  مورد بررسی، آنالیز تنش 
موجود در   مامی متغیرهای گیرد. بر این اساس تفرض تقارن محوری انجام می  ای و اعمالهای کوچک، حالت تنش ضفحه شکل بر تغییر 

rθτباشند، مولفه تنش برشی )می  θدلات ناویر مستقل از موقعیت محیطی  معا ( )r  از معادلات حذف خواهد شد و مولفه تنش در )
( ضخامت  صzσراستای  برابر  نیز  نت(  در  است.  حفر  معادلات  تغییریجه  از  تابعی  فقط  راستمکان اکم  در  )هایی  شعاعی  )ای  )ru r و  )

)محیطی )  )u rاز حل این   های مجهولی کهمکانهای روش ناویر برای حل معادلات تعادل این است که تغییر ( هستند. از جمله مزیت
 [: 9-7کنند ]رضاء میازگاری حاکم بر دیسک را اآیند خود به خود معادله ستعادل به دست میم از معادلات فر
(12) ( ) ( )( )r

dr r r
dr  = 

رابطه این  )در  )r r و شعاعی  )کرنش  )rدر محیطی  می  کرنش  دوار  در شکل  دیسک  همراه    4باشد.  به  دوار  دیسک  از  المانی 
توان معادلات تعادل را  گرفتن این شکل می ( نشان داده شده است. با درنظر( و محیطی )rروهای داخلی در امتداد شعاعی )تمامی نی

 : [ 20] ان کرده صورت زیر بیدر این دو راستا ب 
(13) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r

r

d rd r h r r h r r h r r r h r
dr d





   


+ − = − 

(14) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 2( ) ( )r r
d r h r r r h r r r h r
dr     + = − 

روابط این  )در  )r  ،دیسک در  چگالی  توزیع  و  تابع  ای  زاویه  زاو  سرعت  مییهشتاب  دیسک  درای  با  گرفتن  نظرباشند. 
این   بالا و  قرار دارد ) ویهموضوع که دیسک تحت سرعت زاتوضیحات  ثابت  0ای  به فرم زیر خلاصه می =   شوند (، معادلات تعادل 

[20 :] 
(15) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r

d r h r r r h r r r h r
dr    − = − 

 [: 20] دورت زیر تعیین کرهای الاستیک به صکرنش را برای تغییرشکل  -های تنشین مولفه توان رابطه بر اساس قانون هوک میب
(16) ( ) ( ) ( )( )1 ( )

( )
T

r rr r v r r
E r    = − + 

(17) ( ) ( ) ( )( )1 ( )
( )

T
rr r v r r

E r    = − + 

)در این رابطه،   )T rر اساس تابع تغییر دما حاکم بر  ن کرنش بگردد. اید میبیانگر کرنشی است که از تغییر دما در دیسک ایجا
)دیسک )  )T r کند و به کمک تابع ضریب انبساط حرارتی ( در راستای شعاعی تغییر می( )r [: 20]  به شکل زیر قابل محاسبه است 

(18) ( ) ( ) ( )T r r T r = 
 [: 20] شوند تعریف میدوار به صورت زیر  تغییر مکان در دیسک -گرفتن شرط تقارن محوری، روابط کرنش نظربا در

(19) ( ) ( )r
r

du rr
dr

 = 

راستای ضخامت 
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( و محیطی  ( )ru r فقط تابعی از تغییر‌مکان‌هایی در راستای شعاعی )
( هستند. از جمله مزیت‌های روش ناویر برای حل معادلات  ( )u rθ

(
از  فرم  این  از حل  که  مجهولی  تغییر‌مکان‌های  که  است  این  تعادل 
معادلات تعادل به دست می‌آیند خود به خود معادله سازگاری حاکم 

بر دیسک را ارضاء می‌کنند ]9-7[:

( ) ( )( )r
dr r r
dr θε ε= �  )12(

در  محیطی  کرنش  ( )rθε و شعاعی  کرنش  ( )r rε رابطه این  در 
همراه  به  دوار  دیسک  از  المانی   4 شکل  در  می‌باشد.  دوار  دیسک 
θ( نشان  ( و محیطی ) r تمامی نیروهای داخلی در امتداد شعاعی )
داده شده است. با درنظرگرفتن این شکل می‌توان معادلات تعادل را 

در این دو راستا به صورت زیر بیان کرد ]20[:

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r
r

d rd r h r r h r r h r r r h r
dr d

θ
θ

τ
σ σ ρ ω

θ
+ − = − �)13(

( ) ( )( ) ( ) ( ) 2( ) ( )r r
d r h r r r h r r r h r
dr θ θτ τ ρ ω+ = −  �)14(

ω سرعت زاویه  تابع توزیع چگالی در دیسک،  ( )rρ در این روابط
ω شتاب زاویه‌ای دیسک می‌باشند. با درنظرگرفتن توضیحات  ای و
دارد  قرار  ثابت  زاویه‌ای  سرعت  تحت  دیسک  که  موضوع  این  و   بالا 

(، معادلات تعادل به فرم زیر خلاصه می‌شوند ]20[: 0ω = (

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 2 ( )r
d r h r r r h r r r h r
dr θσ σ ρ ω− = − �)15(

بر اساس قانون هوک می‌توان رابطه بین مولفه‌های تنش- کرنش 
را برای تغییرشکل‌های الاستیک به صورت زیر تعیین کرد ]20[:

( ) ( ) ( )( )1 ( )
( )

T
r rr r v r r

E r θε σ σ ε= − + �)16(

( ) ( ) ( )( )1 ( )
( )

T
rr r v r r

E rθ θε σ σ ε= − + �)17(

در  دما  تغییر  از  که  است  کرنشی  بیانگر  ( )T rε رابطه،   این  در 
حاکم  دما  تغییر  تابع  اساس  بر  کرنش  این  می‌گردد.  ایجاد  دیسک 

( در راستای شعاعی تغییر می‌کند و به کمک تابع  ( )T r بر دیسک )
) به شکل زیر قابل محاسبه است ]20[: )rα ضریب انبساط حرارتی 

( ) ( ) ( )T r r T rε α= �)18(

با درنظرگرفتن شرط تقارن محوری، روابط کرنش- تغییر مکان در 
دیسک دوار به صورت زیر تعریف می‌شوند ]20[:

( ) ( )r
r

du rr
dr

ε = �)19(

( ) ( )
             ( )( ) 1 ( )du ru r u rr r

r r dr r
θ

θ θε ε= + → = �)20(

برای رسیدن به فرم نویر معادلات تعادل، بایستی مولفه‌های تنشی 
حاکم بر دیسک دوار در رابطه )15( جایگذاری شوند. در همین راستا 

می‌توان این مولفه‌های تنش را به کمک روابط زیر بیان کرد ]20[:

( ) ( ) ( )( )2

( ) (1 ) ( ) ( )
1r r
E rr r v r v r T r

v θσ ε ε α= + − +
−

�)21(

( ) ( ) ( )( )2

( ) (1 ) ( ) ( )
1 r
E rr r v r v r T r

vθ θσ ε ε α= + − +
−

�)22(

با جایگزینی روابط بالا در معادله تعادل )15(، معادله ناویر حاکم 
راستای شعاعی دیسک  تغییر‌مکان در  اساس  بر  دوار   بر دیس‌کهای 

( به دست می‌آید ]20[: ( )ru r (

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

2

2

2

2 2

( ) ( )1 1 ( ) 1 ( )
( ) ( )

1

1 1 1

1 ( )
1

( )

r r

r

d u r du rdh r dE r
dr r h r dr E r dr dr

dh r dE rv v u r
rh r dr rE r dr r

dh r dE r d r
h r dr E r dr r dr

v r r
r v T r

E r

α
α

ρ ω
α

 
+ + + + 
 

 
+ − +  

 
 
− − −  
 

−
+ = −

�)23(

ديفرانسيل  معادله  يك  اين  مي‌شود  مشاهده  كه  همان‌طور 
غير‌خطي از مرتبه دو و غير‌همگن است و در آن مراتب متفاوتی از 
مشتقات تابع مجهول وجود دارد. به علاوه تغییرات خواص مکانیکی و 
هندسی مطابق با روابط وجود در جدول 3 را می‌توان در این معادله 
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برای  اما  است،  بسیار سخت  معادله  این  تحلیلی  حل  کرد.  مشاهده 
اولین بار در این مقاله معادله حرارتی حاکم بر دیسک به همراه معادله 
ناویر حاکم بر تغییر‌شکل‌های دیسک دوار به روش تحلیلی هموتوپی 

پرتوربیشن حل خواهند شد. 

3- معرفی روش‌های تحلیلی و عددی
3-1-روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن ]27-23[

در این بخش روش هموتوپی پرتوربیشن با توضیح اصول این روش 
توسط معادله دیفرانسیلی غیرخطی زير انجام می‌گیرد:

( ) ( ) 0,     A u f r r− = Θò �)24(

با شرایط مرزی:

( ), 0,   uB u rn
∂ = Γ∂ ò �)25(

A یک عملگر دیفرانسیلی کلی،  u تابع مجهول،  در روابط بالا، 
 Θ Γ مرز حوزه  B یک عملگر مرزی و  ) تابع تحلیلی معلوم،  )f r

می‌باشد. یکی از مهمترین مراحل حل به این روش، یافتن بخش‌های 
این  می‌توان  راستا  در همین  و  است   A عملگر  غیر خطی  و  خطی 
N تجزیه  L و غیرخطی عملگر را به طور کلی به دو قسمت خطی 

کرد. بنابراین معادله )24(، را می‌توان بصورت زیر نوشت:

( ) ( ) ( ) 0L u N u f r+ − = �)26(

هموتوپی تابع  می‌توان  هموتوپی،  تکنیک  اساس  بر 

را به نحوی تشکیل داد که معادلات زیر را  ( ), : [0,1]v r p RΘ× →

ارضاء کند:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0o oH v p L v L u pL u p N v f r= − + + − =   )27(

از معادله )24( می‌باشد که  اولیه   یک حدس 

9 
 

(20) ( ) ( )
             ( )( ) 1 ( )du ru r u rr r

r r dr r


  = + → = 
در همین  یگذاری شوند.  ( جا15رابطه )های تنشی حاکم بر دیسک دوار در  برای رسیدن به فرم نویر معادلات تعادل، بایستی مولفه 

 [: 20] ر بیان کردکمک روابط زی های تنش را بهتوان این مولفه راستا می 
(21) ( ) ( ) ( )( )2

( ) (1 ) ( ) ( )
1r r
E rr r v r v r T r

v    = + − +
−

 
(22) ( ) ( ) ( )( )2

( ) (1 ) ( ) ( )
1 r
E rr r v r v r T r

v    = + − +
−

 
عاعی دیسک  راستای شمکان در  غییرهای دوار بر اساس ت (، معادله ناویر حاکم بر دیسک15با جایگزینی روابط بالا در معادله تعادل )

(( )ru r)  [: 20] آیدبه دست می 
(23) 

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

2

2 2

2 2

( ) ( )1 1 ( ) 1 ( ) 1
( ) ( )

1 ( )1 1 1 1
( )

r r
r

dh r dE rd u r du rdh r dE r v v u r
dr r h r dr E r dr dr rh r dr rE r dr r

v r rdh r dE r d r
r v T r

h r dr E r dr r dr E r
 




  
+ + + + + − +       

− 
− − − + = −  
 

 

می همان مشاهده  که  غیرطور  دیفرانسیل  معادله  یک  این  غیرشود  و  دو  مرتبه  از  از خطی  متفاوتی  مراتب  آن  در  و  است  همگن 
تابع مجهول وج به عمشتقات  با روابط وجود در جدلاوه تغییرات  ود دارد.  توان در این را می   3ول  خواص مکانیکی و هندسی مطابق 

معادله مشاهده کرد. حل تحلیلی این معادله بسیار سخت است، اما برای اولین بار در این مقاله معادله حرارتی حاکم بر دیسک به همراه 
 پی پرتوربیشن حل خواهند شد.  تحلیلی هموتو ک دوار به روشهای دیس شکل معادله ناویر حاکم بر تغییر 

 
 لی و عددیتحلیهای معرفی روش -3
 [ 27-23] روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن-3-1

 :گیردانجام می معادله دیفرانسیلی غیرخطی زیر  با توضیح اصول این روش توسطدر این بخش روش هموتوپی پرتوربیشن  
(24) ( ) ( ) 0,     A u f r r− =  

                      رزی: ایط مبا شر
(25) ( ), 0,   uB u rn

 = 
 

)یک عملگر دیفرانسیلی کلی،    Aتابع مجهول،    uدر روابط بالا،   )f r  معلوم،  تابع تحلیلی  B    یک عملگر مرزی و    مرز حوزه 
توان این  می   در همین راستا  و  ستا   Aخطی عملگر    های خطی و غیر باشد. یکی از مهمترین مراحل حل به این روش، یافتن بخش می 

  توان بصورت زیر نوشت: (، را می 24)  تجزیه کرد. بنابراین معادله Nو غیرخطی Lمت خطی  عملگر را به طور کلی به دو قس
(26) ( ) ( ) ( ) 0L u N u f r+ − = 

)توان تابع هموتوپی هموتوپی، می تکنیک  بر اساس ), : [0,1]v r p R  زیر را ارضاء کند: را به نحوی تشکیل داد که معادلات →
(27) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 0o oH v p L v L u pL u p N v f r= − + + − =   

از معادله   کند. بدیهی است کهباشد که بطور کلی شرایط مرزی را ارضاء می می  (24)ز معادله  یک حدس اولیه اouو p[ 0،1]  که
 ( داریم:27)
(28) ( ) ( ) ( ),0 0oH v L v L u= − = 
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که 
بطور کلی شرایط مرزی را ارضاء می‌کند. بدیهی است که از معادله 
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Fig. 4. Internal forces on the element of the rotating disk [20] 
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اکثر موارد به جواب همگرا می‌شود، ولی سرعت  سری فوق، در 
) بستگی دارد. )N v همگرایی به جمله غیرخطی 

3-2-روش عددی تفاضلات محدود 
در این مقاله از روش تفاضلات محدود ]28 و 29[ به همراه نتایج 
موجود در مقالات پیشین برای راستی آزمایی حل تحلیلی هموتوپی 
پرتوربیشن استفاده می‌شود. این روش یکی از ساده‌ترین و قدیمی‌ترین 
آنها به  روش‌ها برای حل عددی معادلات دیفرانسیلی است که حل 
صورت تحلیلی غیرممکن است و تخمین صحیح مشتقات تابع به کمک 
روابط تفاضلات نقش اصلی را در آن خواهند داشت. در روش تفاضلات 
سطح جسم با درنظرگرفتن گره‌هایی در فواصل مشخص شبکه‌بندی 
می‌شود. دقت حل مسئله وابسته به تعداد گره‌های درنظرگرفته‌شده 
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) نیز  )f r بر همین اساس فرم تفاضلات مشتقات مرتبه دوم
به صورت زیر تعریف می‌شوند:

 
 

 

   

 شبكه بندي تفاضلات محدود براي ديسك در راستاي شعاعي :  5شكل 

Fig. 5. Finite difference meshing for disk in radial direction 

 

    

   

شکل 5 . شبکه بندی تفاضلات محدود برای دیسک در راستای شعاعی

Fig. 5. Finite difference meshing for disk in radial direction
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روابط تفاضلات برای دیگر مشتقات به کمک الگوریتم ]28 و 29[ 
محاسبه شده‌اند که برای حجم بالا ازآوردن آنها خودداری می‌شود.

از فرمول‌بندی تفاضلات  برای رسیدن به راه‌حلی صحیح و موثر 
این تحقیق  برای مدل‌سازی دیسک دوار در  بعد  مرتبه دوم در یک 
استفاده می‌شود. برای هر کدام از گره‌های داخلی موجود در شبکه‌بندی 
، معادلات حاکم )حرارتی- ناویر( در فرم تفاضلات  i با اندیس خاص 
محدود نوشته می‌شوند. به علاوه شرایط مرزی حاکم بر دیسک نیز 
بایستی برای گره‌های مرزی در فرم تفاضلات محدود بازنویسی شود. 
هر گره داخلی در شبکه‌بندی دارای یک درجه آزادی مجهول است. 
N گره که برای آنها فرم تفاضلی معادلات نوشته می‌شوند  تعداد 2−
معادلات  تعداد  روابط،  با درنظرگرفتن شرایط مرزی در  نهایت  و در 
تعادل با تعداد مجهولات مسئله برابر خواهند شد. در روش تفاضلات 
رسید  خواهیم  معادلات جبری خطی  دستگاه  یک  به  نهایتاً  محدود 
که بایستی با درنظرگرفتن حوزه مسئله و شرایط مرزی حل شود تا 
از نقاط شبکه به دست آید. این دستگاه  مقادیر مجهول در هر یک 

معادلات خطی در فرم ماتریس توسط رابطه )34( معرفی می‌شود.

11 
 

( 34ن دستگاه معادلات خطی در فرم ماتریس توسط رابطه )مرزی حل شود تا مقادیر مجهول در هر یک از نقاط شبکه به دست آید. ای
 شود. معرفی می 
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 اکمحل معادلات ح-4

 حل معادلات به روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن-1-4
 معادله انتقال حرارت -1-1-4

شده برای ضریب  ی توابع تعریفگزینفرم نهایی معادله دیفرانسیل حاکم بر انتقال حرارت پایدار در دیسک دوار مدرج تابعی، با جای
 می باشد:  ( به صورت زیر7جایی و پروفیل ضخامت دیسک در رابطه )بههدایت جا
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 صورت زیر تعریف می شوند:   ه ها برای رسیدن به همگرایی پاسخ ( ب35خطی معادله )های خطی وغیربخش  حال
(36) ( )( ) ( ) ( ) ( )

2
4 5

2

1 m md dL T r T r T r
dr r dr

+ −
= + 

(37) ( )( ) 0N T r = 
(38) ( ) 0f r = 

 :  شودمیزیر تشکیل  ی را به صورتتابع هموتوپ در ادامه
(39) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) 0o oH v p L v r L u r pL u r p N v r f r= − + + − =   

معادله این  )   در  )v r   و مجهول  تابع  عنوان  )به  )ou r    اولیه شرایط  تابع  عنوان  حل  به  قرار  برای  استفاده  مورد  دیفرانسیل  معادله 
 گردند:آن نیز مجهول است. در این مقاله این توابع مجهول به صورت زیر تعریف میه خود گیرد کمی 
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m md dL u r u r u r
dr r dr

+ −
= + 

)  در مرحله بعدی  )v r شود: را به صورت زیر تعریف می 
(42) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2ov r v r pv r p v r= + + 
 داریم:  pهایآمده بر حسب توانوجود نمودن رابطه به ( و مرتب39( در معادله هموتوپی )42-40) تبا جایگزین نمودن معادلا 
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2 54
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�)34(

4-حل معادلات حاکم
4-1-حل معادلات به روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن

4-1-1-معادله انتقال حرارت
در  پایدار  حرارت  انتقال  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادله  نهایی  فرم 
دیسک دوار مدرج تابعی، با جایگزینی توابع تعریف‌شده برای ضریب 
هدایت جا‌به‌جایی و پروفیل ضخامت دیسک در رابطه )7( به صورت 

زیر می باشد:
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به  رسیدن  برای   )35( معادله  وغيرخطي  بخش‌هاي خطي  حال 
همگرایی پاسخ‌ها به صورت زیر تعریف می شوند: 
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( )( ) 0N T r = �)37(
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در ادامه تابع هموتوپي را به صورت زير تشيكل می‌شود: 
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( ) ( )

, ( ) ( ) ( )

( ) 0
o oH v p L v r L u r pL u r

p N v r f r

= − + +
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) به عنوان تابع  )ou r  به عنوان تابع مجهول و
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در اين معادله 
شرايط اوليه برای حل معادله ديفرانسيل مورد استفاده قرار مي‌گيرد 
كه خود آن نیز مجهول است. در این مقاله این توابع مجهول به صورت 

زیر تعریف می‌گردند:
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 را به صورت زير تعريف مي‌شود:
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(38) ( ) 0f r = 

 :  شودمیزیر تشکیل  ی را به صورتتابع هموتوپ در ادامه
(39) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ( ) 0o oH v p L v r L u r pL u r p N v r f r= − + + − =   

معادله این  )   در  )v r   و مجهول  تابع  عنوان  )به  )ou r    اولیه شرایط  تابع  عنوان  حل  به  قرار  برای  استفاده  مورد  دیفرانسیل  معادله 
 گردند:آن نیز مجهول است. در این مقاله این توابع مجهول به صورت زیر تعریف میه خود گیرد کمی 

(40) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

4 5
2

1 m md dL v r v r v r
dr r dr

+ −
= + 

(41) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

4 5
2

1
o o o

m md dL u r u r u r
dr r dr

+ −
= + 

)  در مرحله بعدی  )v r شود: را به صورت زیر تعریف می 
(42) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2ov r v r pv r p v r= + + 
 داریم:  pهایآمده بر حسب توانوجود نمودن رابطه به ( و مرتب39( در معادله هموتوپی )42-40) تبا جایگزین نمودن معادلا 

(43) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 5 54 4
2 2

1 1:    o o o o o o o o
m mm md d d d d d d dp u r v r v r u r u r v r u r v r

r dr r dr r dr r dr dr dr r dr r dr
− + − + − + − + 

(44) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 5 54 4
1 1 12 2

1 1:    o o o o o
m mm md d d d d d d dp u r v r u r u r u r v r u r v r

r dr r dr r dr r dr dr dr r dr r dr
− + − + + + + 

(45) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 54
2 2 2 22

1:   mm d d d dp v r v r v r v r
r dr r dr dr r dr

− − + + 

در مرحله بعدي 

( ) ( ) ( ) ( )2
1 2ov r v r pv r p v r= + + �)42(

با جايگزين نمودن معادلات )40-42( در معادله هموتوپی )39( و 
p داريم: مرتب‌نمودن رابطه به‌وجودآمده بر حسب توان‌هاي

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 54 4

2 2
5

2 2

:    

1 1

o o o

o o o o o

mm md d dp u r v r v r
r dr r dr r dr

m d d d d du r u r v r u r v r
r dr dr dr r dr r dr

− + − +

− + − +

�)43(

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 5 54 4
1 1

2 2

12 2

:    

1 1

o o

o o o

m mm md d d dp u r v r u r u r
r dr r dr r dr r dr

d d d du r v r u r v r
dr dr r dr r dr

− + −

+ + + +

)44(
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( ) ( ) ( ) ( )
2

2 54
2 2 2 22

1:   mm d d d dp v r v r v r v r
r dr r dr dr r dr

− − + + �)45(

ديفرانسيلي  معادلات  بايستي   ( )v r مجهول  تابع  محاسبه  براي 
كه  مي‌شود  فرض   )43( معادله  حلك‌ردن  براي  شوند.  حل  بالا 

) باشد. بنابراین داریم: ) ( )o ou r v r=

( ) 4 5
1 2

m m
ou r C C r− += + �)46(

بر حسب  آن  و حل   )44( رابطه  در   )46( معادله  جايگذاري  با   
) داريم: )1v r

( ) 4 5
1 1 2

m mv r C C r− += + �)47(

به طور مشابه براي معادله )45( داريم:

( ) 4 5
2 1 2

m mv r C C r− += + �)48(

در  ندارد،  قرار  خارجی  گرمایی  منبع  تحت  دیسک  آنجاییکه  از 
صفر  با  برابر  ( )f r تابع  حرارت  انتقال  بر  حاکم  دیفرانسیل  معادله 
 p ضرایب  دیفرانسیل  معادلات  پاسخ  تا  می‌شود  باعث  این  و  است 
) لازم است كه معادلات  )T r یکسان باشند. براي يافتن تابع مجهول 
همزمان  طور  به  و  شود  جايگزين   )42( معادله  در  را   )48 تا   46(
يافتن  معناي  به  كار  اين  شود.  داده  ميل   p→

 

و1  ( ) ( )v r T r→

پاسخ معادله ديفرانسيل حاكم بر انتقال حرارت در ديسك‌هاي دوار 
برابر  اين معادله  بنابراين حل  تابعی است.  از مواد مدرج  ساخته‌شده 

است با:

4 5
1 2( ) m mT r C C r− += + �)49(

 مجهول بوده و بر اساس شرايط 
2C  و

1C در این رابطه پارامترهاي
مرزي حرارتی تعيين مي‌شوند. همان طور که در بخش 2 بیان شد 

دیسک تحت دو شرایط مرزی حرارتی متفاوت قرار دارد.
 

4-1-2-معادله ناویر حاکم
در  مجهول  تغییر‌شکل  اساس  بر  حاکم  ناویر  معادله  نهایی  فرم 

دیسک دوار مدرج تابعی، با جایگزینی توابع مدول الاستیک، چگالی، 
ضریب انبساط حرارتی و پروفیل ضخامت در رابطه )23( به صورت 

زیر می باشد:

( )

( )
( )

( )

3

2 1

2
1 5 1 5

2 2

1 3 5

2 2

1 1( ) ( )

(1 )

1

r r
r

m

e
o

m m

e
o o

e

m m vm md u r du r u r
dr r dr r

rm m m v
r

T r
r

r rv r
r r

E

α

ρ ω
−

+ − − + −   + + +   
   

  
 − − + +  
   = 
 
 
 

   
−    

   −

�)50(

دما  توزیع  تابع  رابطه  این  در  است  مشخص  که  طور  همان 
روش  کمک  به  قبلی  بخش  در  که  دارد  وجود   ) ( )T r ( دیسک  در 
هموتوپی پرتوربیشن حل شده است. حال بایستی این حل در رابطه 
بالا جایگذاری شود تا در نهایت یک معادله دیفرانسیل بر اساس تغییر 

مکان در راستای شعاعی دیسک به دست آید:

( )

( )( )

( )

3

4 5

2 1

2
1 5 1 5

2 2

1 3 5

1 2

2 2

1 1( ) ( )

1
( )

1

r r
r

m

e
o m m

m m

e
o o

e

m m vm md u r du r u r
dr r dr r

rm m m v
r

C C r
r

r rv r
r r

E

α

ρ ω

− +

−

+ − − + −   + + +   
   

  
 − − + +  
   + = 
 
 
 

   
−    

   −

�)51(

درنظرگرفتن  با   )51( معادله  وغيرخطي  خطي  بخش‌های  حال 
شرط همگرایی، به صورت زیر تعیین می‌شوند:

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1 5 1 5
2

1 1

r r

r r

dL u r u r
dr

m m vm md u r u r
r dr r

= +

+ − − + −
+

�)52(

( )( ) 0rN u r = �)53(

( )
( )( )

( )

( )

3

4 5

2 1

1 3 5

1 2

2 2

1

1

m

e
o m m

m m

e
o o

e

rm m m v
r

f r C C r
r

r rv r
r r

E

α

ρ ω

− +

−

  
 − − + +  
  = + 
 
 
 

   
−    

   +

�)54(
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شود.  ایجاد   )39( رابطه  با  مطابق  هموتوپي  تابع  بایستی  حال 
 ( )v r معادله  اين  در  دیسک،  در  حرارت  انتقال  معادله  همانند حل 
معادله  اوليه  شرايط  تابع  عنوان  به   ( )0u r و مجهول  تابع  عنوان  به 

ديفرانسيل تعریف می‌شود كه خود نیز مجهول است:

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 5 1 5
2 2

1 1m m vm md dL v r v r v r v r
dr r dr r

+ − − + −
= + + �)55(

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 5 1 5
0 0 0 02 2

1 1m m vm md dL u r u r u r u r
dr r dr r

+ − − + −
= + + �)56(

) مطابق با رابطه )42( تعریف می شود.  )v r در مرحله بعدي تابع 
با جايگزين‌نمودن معادلات )55، 56، 42( در معادله هموتوپی )39( و 

p داريم: مرتب‌نمودن رابطه به‌وجودآمده بر حسب توان‌های

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 1
0 0 02

51
0 0 02 2

5 1
0 0

2
5 5

0 0 02 2

2

0 0 02 2 2

1:    

1 

1 1 0

m m vd dp u r u r u r
r dr r dr r

m vm v d dv r u r v r
r dr r r dr

m md dv r v r
r dr r dr

m m vd du r v r v r
r dr dr r

du r v r u r
r r dr

− − − +

+ + −

+ +

+ − +

− − =

�)57(

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( )

( )
( )

3

4 5

1 5 5
0 1

1
0 0 12

5 1
1 0 12 2 2

2 2
51

0 0 1 12 2 2

1 3 5
1

0 12

2

1 2

:     

1 1

1

1
1

1

m

e
o

e
m m o

m md dp u r v r
r dr r dr

m vd du r u r v r
r dr r r dr

m v m vv r u r v r
r r r

m vm d d du r u r v r v r
r dr dr dr r

rm m m v
rm du r v r

r r dr r

rv
r

C C r

α

ρ
− +

− − +

+ + −

− + +

+ + − −

  
 − − + +  
  + +  
 
 
 


− 

+ +

2 1

2

0

m m

o

e

rr
r

E

ω
−

  
  
   = �)58(

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 51

2 2 22 2

5 1
2 2 2 22 2

:  

1 1  0

mm vd dp v r v r v r
dr r r dr

m v md dv r v r v r v r
r r dr r r dr

+ − −

+ − + =

�)59(

ديفرانسيلي  معادلات  بايستي   ( )v r مجهول  تابع  محاسبه  براي 
كه  ميك‌نيم  فرض  معادله )57(  حلك‌ردن  براي  شوند.  حل  بالا 

) باشد: ) ( )0 0v r u r=

( )
2 2

1 5 1 1 5 1 5 5

2 2
1 5 1 1 5 1 5 5

1 1 1 2 4 4 4
2 2 2

0 3

1 1 1 2 4 4 4
2 2 2

4

m m m m m m v m m v

m m m m m m v m m v

v r C r

C r

− + + − − + + +

− + − − − + + +

= + �)60(

 با جايگذاري معادله )60( در رابطه )58( و حل آن بر حسب 
) داريم: )1v r

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

4 5 3 3

3 2 2
3 1 3 5 3 5 5 3 4 1

2 2 2
3 5 4 3 4 5 4 4 1 3 5 2 3 1 3 5

1 1 2
3 5 5 3 4 1 3 5 4 3

((1 ) ( 1 2 1 ) ( 1

2 2 1 2 ( ( 1 ( 2)

( 1 ) ( 1 2 2

m m m m
o e

e

m m m m

v r r m v m m m m m v m m m v m

m m m m m v m m m m m m E C m v m m m

m m v r r m m m v m m m m m

m

ρ ω− + + −

− + + + +

− − − − − + − + + + − + + +

+ − + + − − + + − + − − + − − − − − + −

+ + + + − + + + + − + +

−( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

32 2
4 5 4 1 1 5 2 1 2 5 2 2

2 2 2 2
5 1 3 1 5 1 5 5 5 4 1 3 1 5 1 5 5

2 2 2 2
5 1 2 1 5 1 5 5 5 1 3 1 5 1 5

1 2 ) ) ( 3 4 6 8)

2 2 4 2 4 4 2 2 2 4 2 4 4

6 2 4 2 4 4 2 2 4 2

m
e

e

v m m m C r m m v m m v m m m

m m m m v m m m vm m m m m m v m m m vm E

m m m m v m m m vm m m m m v m m m

− + + − − + − + − − − + + +

− − − + + − − + + + − + + − + − − + + +

− + + + + + − − + + + − − − − + − − + +( )
( )( ) ( )

5

2 2 2 2
5 4 1 3 1 5 1 5 5 5 1 2 1 5 1 5 5

4 4

2 2 2 4 2 4 4 ( 6 2 4 2 4 4)

vm

m m m m m v m m m vm m m m m v m m m vm

+

− + + + + + − − + + + − + + − − + − − + + +

)61(( ) ( )
2 2 2 2

1 5 1 1 5 1 5 5 1 5 1 1 5 1 5 5
1 1 1 1 1 12 4 4 4 2 4 4 4
2 2 2 2 2 2

1 3 4 64 1
m m m m m m v m m v m m m m m m v m m v

ev r C r C r vα
− + + − − + + + − + − − − + + +

= + + +

به طور مشابه براي معادله )59( داريم:

( )
2 2

1 5 1 1 5 1 5 5

2 2
1 5 1 1 5 1 5 5

1 1 1 2 4 4 4
2 2 2

2 3

1 1 1 2 4 4 4
2 2 2

4

m m m m m m v m m v

m m m m m m v m m v

v r C r

C r

− + + − − + + +

− + − − − + + +

= +
�)62(

معادلات  كه  است  لازم   ( )ru r مجهول  تابع  يافتن  براي 

همزمان  طور  به  و  شوند  جايگزين   )42( معادله  در   )62 تا   60(
→p ميل داده شود. اين كار به معناي يافتن  ) و1  ) ( )rv r u r→

مدرج  دوار  دیس‌کهای  بر  حاكم  ديفرانسيل  معادله  براي  پاسخ 
اين  حل  بنابراين  است.  حرارتی  مکانیکی-  بارگذاری  تحت  تابعی 

با: معادله برابر است 
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 مجهول بوده و بر اساس 
4C  و 

3C پارامترهاي  در معادله )63( 
شرايط مرزي حاکم بر دیسک تعيين مي‌شوند. در این مقاله دیسک 

تحت سه نوع شرط مرزی متفاوت قرار دارد. 

4-2-حل معادلات با روش عددی تفاضلات محدود
4-2-1-معادله انتقال حرارت

انتقال حرارت دیسک دوار مدرج  بر  این بخش معادله حاکم  در 
تابعی با روش تفاصلات محدود حل می‌شود. در مرحله اول مشتقات 
موجود در معادله حاکم )35( به کمک روابط تفاضلات دوباره‌نویسی 

می‌گردند:

1 1 1 1
3 4

2

(1 2 0
2

i i i i i

i r r

m m T T T T T
r δ δ

+ − + −+ − − − +
+ = �)64(

 

14 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

4 5 3 3

3 2 2
3 1 3 5 3 5 5 3 4 1

2 2 2
3 5 4 3 4 5 4 4 1 3 5 2 3 1 3 5

1 1 2
3 5 5 3 4 1 3 5 4 3

((1 ) ( 1 2 1 ) ( 1

2 2 1 2 ( ( 1 ( 2)

( 1 ) ( 1 2 2

m m m m
o e

e

m m m m

v r r m v m m m m m v m m m v m

m m m m m v m m m m m m E C m v m m m

m m v r r m m m v m m m m m

m

 − + + −

− + + + +

− − − − − + − + + + − + + +

+ − + + − − + + − + − − + − − − − − + −

+ + + + − + + + + − + +

−( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )

32 2
4 5 4 1 1 5 2 1 2 5 2 2

2 2 2 2
5 1 3 1 5 1 5 5 5 4 1 3 1 5 1 5 5

2 2 2 2
5 1 2 1 5 1 5 5 5 1 3 1 5 1 5

1 2 ) ) ( 3 4 6 8)

2 2 4 2 4 4 2 2 2 4 2 4 4

6 2 4 2 4 4 2 2 4 2

m
e

e

v m m m C r m m v m m v m m m

m m m m v m m m vm m m m m m v m m m vm E

m m m m v m m m vm m m m m v m m m

− + + − − + − + − − − + + +

− − − + + − − + + + − + + − + − − + + +

− + + + + + − − + + + − − − − + − − + +( )
( )( ) ( )

5

2 2 2 2
5 4 1 3 1 5 1 5 5 5 1 2 1 5 1 5 5

4 4

2 2 2 4 2 4 4 ( 6 2 4 2 4 4)

vm

m m m m m v m m m vm m m m m v m m m vm

+

− + + + + + − − + + + − + + − − + − − + + +

 
شوند. در این مقاله دیسک  مجهول بوده و بر اساس شرایط مرزی حاکم بر دیسک تعیین می   4Cو    3C( پارامترهای  63در معادله )

 تحت سه نوع شرط مرزی متفاوت قرار دارد. 
 

 حل معادلات با روش عددی تفاضلات محدود -2-4
 حرارت قال معادله انت-1-2-4

مشتقات    شود. در مرحله اوله حاکم بر انتقال حرارت دیسک دوار مدرج تابعی با روش تفاصلات محدود حل می در این بخش معادل
 د: نگردنویسی می دوباره ( به کمک روابط تفاضلات35موجود در معادله حاکم )

(64) 1 1 1 1
3 4

2

(1 2 0
2

i i i i i

i r r

m m T T T T T
r  

+ − + −+ − − − +
+ = 

]اعی دیسک )د شعطور که قبلا بیان شد امتدا  همان , ]i or r rبا استفاده از )N شود )بندی میگره شبکه [N ،1 ]i های  (. برای گره =
i[ N ،2-1]داخلی شبکه ) رت  شود. به علاوه شرایط مرزی حاکم بر معادله انتقال حرامی   ( نوشته64محدود معادله )لات  (، فرم تفاض=
 ند شد: های مرزی به فرم تفاضلات نوشته خواهنیز برای گره( 11و  10دیسک )روابط 

 : Aشرط مرزی حرارتی  ▪
(65) ( )

( )

              
1
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روابط این  نوشتن  می   با  دست  به  جبری خطی  معادلات  از  از دستگاهی  یک  هر  در  دما  مقدار  معادلات  دستگاه  این  حل  با  آید. 
این    .شودبندی دیسک محاسبه می شده در شبکه های تعریفگره  بر دیسک در ها  دادهاز  ناویر حاکم  تفاضلات محدود معادله  در حل 

 . گرددبخش بعدی استفاده می 
 معادله ناویر حاکم -2-2-4

گردد. در ابتدا در این قسمت معادله ناویر حاکم بر تغییر مکان دیسک دوار مدرج تابعی به کمک روش تفاضلات محدود حل می
 شود: ( به صورت زیر به فرم تفاضلات نوشته می50رابطه )
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همان طور که قبلا بیان شد امتداد شعاعی دیسک 
(. برای گره‌های  i = ]1، N[( گره شبکه‌بندی می‌شود N با استفاده از
 )64( معادله  محدود  تفاضلات  فرم   ،) i = ]2، N-1[( شبکه  داخلی 
نوشته می‌شود. به علاوه شرایط مرزی حاکم بر معادله انتقال حرارت 
به فرم تفاضلات  برای گره‌های مرزی  نیز  دیسک )روابط 10 و 11( 

نوشته خواهند شد:
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با نوشتن این روابط دستگاهی از معادلات جبری خطی به دست 
می‌آید. با حل این دستگاه معادلات مقدار دما در هر یک از گره‌های 
تعریف‌شده در شبکه‌بندی دیسک محاسبه می‌شود. از این داده‌ها در 
بر دیسک در بخش بعدی  ناویر حاکم  حل تفاضلات محدود معادله 

استفاده می گردد.

4-2-2-معادله ناویر حاکم
در این قسمت معادله ناویر حاکم بر تغییر مکان دیسک دوار مدرج 
ابتدا رابطه  تابعی به کمک روش تفاضلات محدود حل می‌گردد. در 
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(، فرم تفاضلات محدود  i = ]2، N-1[( برای گره‌های داخلی شبکه
معادله )67( نوشته می‌شود. به علاوه شرایط مرزی حاکم بر دیسک در 
سطوح داخلی و خارجی آن نیز برای گره‌های مرزی به فرم تفاضلات 
نوشته خواهد شد. در این مقاله سه شرط مرزی متفاوت برای دیسک 
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در نظر گرفته شده است که فرم تفاضلات آنها به صورت زیر است:
با نوشتن این روابط برای هر یک از گره‌های مرزی، دستگاهی از 
معادلات جبری خطی به دست می‌آید. با حل این دستگاه معادلات 
از  یک  هر  در  دیسک  شعاعی  راستای  در  مجهول  تغییر‌مکان  مقدار 
داده‌های  این  از  استفاده  با  می‌شود.  محاسبه  شبکه‌بندی  در  گره‌ها 
تغییر‌مکانی می‌توان مقادیر کرنش و تنش در هر یک از این گره‌ها را 

محاسبه کرد.

5-آنالیز عددی
ابتدا روش تحلیلی هموتوپی پرتوربیشن به کمک  در این بخش 
مراجع  در  موجود  نتایج  چنین  هم  و  محدود  تفاضلات  عددی  حل 
دو  هر  برای  ارائه‌شده  نتایج  تائید  از  پس  می‌شوند.  راستی‌آزمایی 
بر  عددی  آنالیز  دیسک،  در  تغییر‌مکان  و  حرارت  انتقال  معادلات 
بایستی  آنجاییکه  از  گرفت.  خواهد  انجام  مسئله  پارامترهای  اساس 
تغییر خواص مکانیکی در امتداد شعاعی دیسک با خواص آلومینیم و 
زیرکونیوم در سطوح داخلی و خارجی هماهنگی داشته باشد، مقادیر 
مکانیکی  و  هندسی  خواص  اساس  بر   1 2 3 4, , , m m m m پارامترهای
و   2 و   1 در جدول‌های  دیسک  خارجی  و  داخلی  با سطوح  متناظر 

هم چنین روابط موجود در جدول 3، در جدول 5 لیست شده‌اند. به 
iT و در سطح  = 25 c علاوه متغیرهای دمایی دیسک در سطح داخلی

oT در نظرگرفته شده است. =125 c خارجی

5-1-راستی‌آزمایی روش هموتوپی پرتوربیشن
پرتوربیشن  هموتوپی  روش  از  به‌دست‌آمده  نتایج  بخش  این  در 
تغییر‌شکل  بر  حاکم  ناویر  معادله  و  حرارت  انتقال  معادله  برای حل 
دیسک به دو شکل متفاوت راستی‌آزمایی می‌شوند. در ابتدا به کمک 
انتقال  معادله  حل  برای  به‌دست‌آمده  نتایج  محدود،  تفاضلات  روش 
راستی‌آزمایی  دیسک  تغییر‌شکل  بر  حاکم  ناویر  معادله  و  حرارت 
موجود  داده‌های  کمک  به  راستی‌آزمایی  مراحل  ادامه  در  می‌شوند. 
در مراجع کامل خواهد شد. همان طور که در جدول 6 نشان داده 
شده است با انجام تست همگرایی پاسخ‌ها در روش تفاضلات محدود 
برای دیسک با شرایط مرزی آزاد- آزاد، تعداد گره‌ها در شبکه‌بندی 
تفاضلات محدود دیسک N= 401 تعیین شد. از آنجاییکه این نوع از 
شرایط مرزی بالاترین سطح تنش در دیسک را نسبت به سایر شرایط 
استفاده  قابل  گره‌ها  تعداد همگراشده  نتیجه  در  دارد ]7-9[،  مرزی 

برای انواع شرایط مرزی مورد بحث در این مقاله است.

Table 4. Different disk boundary conditions in the form of finite differences 
 : شرایط مرزی متفاوت حاکم بر دیسک در فرم تفاضلات محدود1جدول 
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جدول 4. شرایط مرزی متفاوت حاکم بر دیسک در فرم تفاضلات محدود
Table 4. Different disk boundary conditions in the form of finite differences

Table 5. Indexing parameters of functionally graded materials with power profiles, made of 
aluminum-zirconium 

 نیومزیرکو -پارامترهای شاخص درجه بندی مواد مدرج تابعی با پروفیل توانی تغییرات خواص، ساخته شده از آلومینیوم:  5جدول 
 

4m 
3m 

2m 
1m 

8880/2- 5105/0- 2662/0 2066/0 
 
  

جدول 5 . پارامترهای شاخص درجه بندی مواد مدرج تابعی با پروفیل توانی تغییرات خواص، ساخته شده از آلومینیوم- زیرکونیوم
Table 5. Indexing parameters of functionally graded materials with power profiles, made of aluminum-zirconium
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روش  دو  از  به‌دست‌آمده  نتایج  همگرایی،  تست  این  اساس  بر 
حل  برای   7 جدول  در  محدود  تفاضلات  و  پرتوربیشن  هموتوپی 
برای  و  دیسک  از  متفاوتی  شعاع‌های  در  پایا  حرارت  انتقال  معادله 
که  است. همان طور  آورده شده   

5 =m تغییر ضخامت 0/5- پارامتر 
از این جدول مشخص است نتایج دو روش برای شعاع‌های متفاوتی 
از دیسک با دقت قابل قبولی به مقادیر یکسان همگرا شده‌اند. برای 
، نتایج دو روش بسیار به هم نزدیک است.  A شرط مرزی حرارتی نوع 
B که در آن گرادیان دمایی ظاهر می‌شود  اما، برای شرط مرزی نوع 

حل تحلیلی نتایج درست‌تری را ارائه می‌دهد. زیرا در روش تفاضلات 
محدود مشتقات موجود با توابع تفاضلات تقریب زده می‌شوند و این 
موضوع نشان‌دهنده برتری حل‌های تحلیلی نسبت به حل‌های عددی 
است. بر همین اساس توزیع دما در داخل دیسک برای دو شرط مرزی 
با استفاده از حل هموتوپی در شکل 6 آورده شده است. مطابق با شکل 
به واسطه گرادیان دمایی در سطح   B 6، دیسک در شرط حرارتی 
خارجی خود، تغییرات دمایی یکنواخت‌تری را نسبت به شرط حرارتی 
 B انتظار داریم که برای شرط حرارتی A تجربه می‌کند. در نتیجه 

Table 6. Convergence testing of the number of nodes in finite difference meshing along the radial 
rotation of the rotating disk 

 همگرایی تعداد گره ها در شبکه بندی تفاضلات محدود در امتداد شعاعی دیسک دوار: تست 6جدول 
 

 Nتعداد گره ها در شبکه تفاضلات محدود  m  2/0r=  (MPa) ر شعاعتنش معادل فون میزز د
06/300 201 
05/300 301 
002/300 201 
53/222 101 
86/228 51 

 
  Table 7. Comparison of the results of solving the heat transfer equation in a disk by finite 

difference method and homotopy perturbation method 
 مقایسه نتایج حل معادله انتقال حرارت در دیسک به دو روش تفاضلات محدود و هموتوپی پرتوربیشن:  7جدول 

 

درصد خطا روش 
همتوپی پرتوربیشن 

نسبت به روش 
 تفاضلات محدود

درصد خطا روش 
همتوپی 

پرتوربیشن 
نسبت به روش 
 تفاضلات محدود

روش هموتوپی  دما بر اساس
   )C°(پرتوربیشن

 روش تفاضلات محدود دما بر اساس
)°C( 

شعاع دیسک 
(m) 

 حرارتیشرط  B حرارتیشرط 
A 

 حرارتیشرط 
B 

 حرارتیشرط 
A 

 حرارتیشرط 
B 

 حرارتیشرط 
A 

 
0 0 25 25 25 25 2/0 
0023/0% 0 2658/25 2683/26 2662/25 2683/26 3/0 
013/0% 00032/0% 2255/26 0010/22 2220/26 0016/22 2/0 
028/0% 00022/0% 3620/28 1582/32 3020/28 1588/32 5/0 
028/0% 00020/0% 3022/31 3562/22 3200/31 3562/22 6/0 
002/0% 00036/0% 8565/35 5581/52 8822/35 5502/52 0/0 
026/0% 00013/0% 1523/22 0182/01 1003/22 0181/01 8/0 
022/0% 00010/0% 6532/50 8250/22 6652/50 8256/22 2/0 
012/0% 0 0222/61 125 0301/61 125 1 

  

جدول 6. تست همگرایی تعداد گره ها در شبکه بندی تفاضلات محدود در امتداد شعاعی دیسک دوار

Table 6. Convergence testing of the number of nodes in finite difference meshing along the radial rotation of the rotating 
disk

جدول 7 . مقایسه نتایج حل معادله انتقال حرارت در دیسک به دو روش تفاضلات محدود و هموتوپی پرتوربیشن
Table 7. Comparison of the results of solving the heat transfer equation in a disk by finite difference method and homo-

topy perturbation method
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سطح تغییر مکان و به دنبال آن تنش در دیسک کمتر باشد.
در جدول 8 نتایج به‌دست‌آمده از دو روش هموتوپی پرتوربیشن 
از  متفاوتی  در شعاع‌های  ناویر  معادله  برای حل  تفاضلات محدود  و 
در  متفاوت  است. دیسک تحت سه شرط مرزی  آورده شده  دیسک 

سطوح داخلی و خارجی قرار دارد. به علاوه دو شرط مرزی حرارتی 
این شرایط  از  نوع  برای هر  به طور جداگانه  را هم می‌توان   B A و

مرزی در نظر گرفت. به منظور راستی‌آزمایی فرض می‌شود که دیسک 
دارای شرایط مرزی آزاد- آزاد در سطوح داخلی و خارجی است. نتایج 

  
Fig. 6. Temperature distribution along the radial direction of disk for two types of 

thermal boundary conditions A andB
  Bو   Aبراي دو نوع شرط مرزي حرارتي   كتوزيع درجه حرارت در امتداد شعاعي ديس :  6شكل 
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B A و  شکل 6 . توزیع درجه حرارت در امتداد شعاعی دیسک برای دو نوع شرط مرزی حرارتی 
Fig. 6. Temperature distribution along the radial direction of disk for two types of thermal boundary conditions A and BTable 8. Comparison of the results of solving the Navier equation in a rotating disk by finite 

difference method and homotopy perturbation method for the thickness parameter (
5 0.5m   ) 

پارامتر برای مقایسه نتایج حل معادله ناویر در دیسک دوار به دو روش تفاضلات محدود و هموتوپی پرتوربیشن : 8جدول 
-5/0ضخامت )

5m ). 
 

درصد خطا روش 
همتوپی 

پرتوربیشن 
نسبت به روش 
 تفاضلات محدود

درصد خطا روش 
همتوپی 

پرتوربیشن 
نسبت به روش 
 تفاضلات محدود

روش هموتوپی  مکان بر اساستغییر
   )C°(پرتوربیشن

روش تفاضلات  مکان بر اساستغییر
 )C°( محدود

شعاع دیسک 
(m) 

 حرارتیشرط 
B 

 حرارتیشرط 
A 

 حرارتیشرط 
B 

 حرارتیشرط 
A 

 حرارتیشرط 
B 

 حرارتیشرط 
A 

 
68/0% 02/0% 001310/0 001030/0 001312/0 001050/0 2/0 
25/0% 52/0% 001305/0 001012/0 001311/0 001023/0 3/0 
28/0% 30/0% 001202/0 001826/0 001213/0 001853/0 2/0 
12/0% 22/0% 001522/0 002023/0 001520/0 002028/0 5/0 
10/0% 10/0% 001681/0 002221/0 001682/0 002225/0 6/0 
11/0% 083/0% 001800/0 002206/0 001802/0 002208/0 0/0 
102/0% 000/0% 001210/0 002500/0 001212/0 002502/0 8/0 
1000/0% 003/0% 001282/0 002005/0 001286/0 002000/0 2/0 
022/0% 035/0% 002023/0 002802/0 002022/0 002805/0 1 

 
  

.) 5m = جدول 8. مقایسه نتایج حل معادله ناویر در دیسک دوار به دو روش تفاضلات محدود و هموتوپی پرتوربیشن برای پارامتر ضخامت )0/5-

Table 8. Comparison of the results of solving the Navier equation in a rotating disk by finite difference method and ho-
motopy perturbation method for the thickness parameter (

5 0.5m = − )
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 و پارامتر تغییر ضخامت 0/5-
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Fig. 7. The displacement distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions 

A and B  
 Bو   A  ط مرزی حرارتیدیسک برای دو شر اعیتوزیع تغییرمکان در امتداد شع :  7شکل 

 ای حد الاستیک سرعت زاویه-3-5
زاویهدر   سرعت  بخش  ضخامت این  تغییر  پارامتر  از  متفاوتی  مقادیر  ازاء  به  تابعی  مدرج  دوار  دیسک  برای  الاستیک  حد  ، 5mای 

برای دیسک محاسبه می  متفاوت  به فهم مناسب، در شکل  گردد.  شرایط مرزی جرارتی و شرایط مرزی    توزیع تنش   8برای رسیدن 
طور که مشخص است در این سرعت  شده است. همان  سم  ر=rad/s 400  ωای  میزز برای این شرایط و پارامترها در سرعت زاویهفون
ر کرده است. برای ( عبوMPa300میزز از تنش تسلیم جزء فلزی سازنده دیسک )ای، در بعضی از نمودارها مقدار تنش معادل فونزاویه

م از سطح  شرط مرزی، تسلیین  میزز را دارد و در نتیجه برای ادیسک با شرایط مرزی آزاد، لبه داخلی ماکزیمم مقدار تنش معادل فون 
یابد. برای شرط گردد. در این شرط مرزی با افزایش پارامتر ضخامت، سطح تنش معادل در دیسک کاهش میداخلی دیسک آغاز می 

افزایش می چهآزاد، هر-قید شعاعیمرزی تحت   پارامتر ضخامت  که  فونقدر  تنش  مقدار  بیشترین  با  از سطح داخلی یابد، شعاع  میزز 
شود. کند و هم چنان با افزایش این پارامتر سطح تنش معادل در دیسک کم میی میانی دیسک جرکت می هاسمت شعاع  به  دیسک

رود  است و انتظار می   میززفون د شعاعی، سطح خارجی دیسک دارای بیشترین تنش  تحت قی -اما، برای شرط مرزی تحت قید شعاعی
بر خلاف شرایط مرزی قبلی، با افزایش پارامتر ضخامت، تنش فون   ون شعاع باشد  ای  ک در دیسک دوار ازکه محل آغاز جریان پلاستی

، تنش معادل Aی، دیسک با شرایط مرزی حرارتی  یابد. در مورد تاثیر شرایط مرزی حرارت میزز در سطح خارجی دیسک افزایش می

برای سرعت زاویه‌ای 
 در جدول لیست شده‌اند. همانطور که مشخص است نتایج دو 

5m =

بر همین اساس می‌توان  با هم دارند و  روش سازگاری بسیار خوبی 
نتایج مدل تحلیلی ارائه‌شده را تائید کرد. 

در انتها این بخش نتایج مدل‌سازی دیسک دوار مدرج تابعی با حل 
نتایج موجود در کار تحقیقاتی  با  معادلات به کمک روش هموتوپی 
پنگ و همکاران ]15[ مقایسه خواهد شد. ایشان در تحقیقات خود 
پروفیل  برای  را  تابعی  مدرج  دوار  دیسک  در  تنش‌ها  و  تغییر‌مکان 
در   ،)3 جدول  در  موجود  روابط  با  )مشابه  توانی  خواص  تغییرات 
امتداد شعاعی،  ثابت در  با ضخامت  برای دیسک  شعاع‌های متفاوتی 
شرایط مرزی آزاد در سطوح داخلی و خارجی، شرایط مرزی حرارتی 
 و 

oT =1000 c  و در سطح خارجی 
iT = 0 c ثابت با دما سطح داخلی

هم چنین مقادیر برابر برای پارامترهای شاخص درجه بندی مواد )0/5
( جدول نموده و از روش انتگرال‌های فردهلم 

1 2 3 4m m m m= = = =

برای حل معادلات خود استفاده کردند. در جدول 9، مقایسه‌ای بین 
کار  با  یکسان  مدل‌سازی  نتایج  و  و همکاران  پنگ  مدل‌سازی  نتایج 
ایشان با حل به کمک روش هموتوپی پرتوربیشن آورده شده است. 
همان طور که از این مقایسه مشخص است نتایج دو روش سازگاری 
بیار خوبی با هم دارند و در پایان این بخش می‌توان حل هموتوپی 

ارائه‌شده برای مدل‌سازی تعریف‌شده در این مقاله را تائید کرد.

5-2- توزیع تغییر مکان شعاعی در دیسک دوار
با تائید نتایج حل معادلات حاکم در مدل‌سازی به روش هموتوپی 
پرتوربیشن، توزیع تغییر‌مکان در راستای شعاعی دیسک دوار مدرج 
و  آزاد  شعاعی-  قید  تحت  آزاد،  آزاد-  مرزی  شرط  سه  برای  تابعی، 
خارجی  و  داخلی  سطوح  در  شعاعی  قید  تحت  شعاعی-  قید  تحت 
 و سرعت 

5m دیسک، به ازاء مقادیر متفاوتی از پارامتر تغییر ضخامت
در  هموتوپی  حل  از  استفاده  با   
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A and B  
 Bو   A  ط مرزی حرارتیدیسک برای دو شر اعیتوزیع تغییرمکان در امتداد شع :  7شکل 

 ای حد الاستیک سرعت زاویه-3-5
زاویهدر   سرعت  بخش  ضخامت این  تغییر  پارامتر  از  متفاوتی  مقادیر  ازاء  به  تابعی  مدرج  دوار  دیسک  برای  الاستیک  حد  ، 5mای 

برای دیسک محاسبه می  متفاوت  به فهم مناسب، در شکل  گردد.  شرایط مرزی جرارتی و شرایط مرزی    توزیع تنش   8برای رسیدن 
طور که مشخص است در این سرعت  شده است. همان  سم  ر=rad/s 400  ωای  میزز برای این شرایط و پارامترها در سرعت زاویهفون
ر کرده است. برای ( عبوMPa300میزز از تنش تسلیم جزء فلزی سازنده دیسک )ای، در بعضی از نمودارها مقدار تنش معادل فونزاویه

م از سطح  شرط مرزی، تسلیین  میزز را دارد و در نتیجه برای ادیسک با شرایط مرزی آزاد، لبه داخلی ماکزیمم مقدار تنش معادل فون 
یابد. برای شرط گردد. در این شرط مرزی با افزایش پارامتر ضخامت، سطح تنش معادل در دیسک کاهش میداخلی دیسک آغاز می 

افزایش می چهآزاد، هر-قید شعاعیمرزی تحت   پارامتر ضخامت  که  فونقدر  تنش  مقدار  بیشترین  با  از سطح داخلی یابد، شعاع  میزز 
شود. کند و هم چنان با افزایش این پارامتر سطح تنش معادل در دیسک کم میی میانی دیسک جرکت می هاسمت شعاع  به  دیسک

رود  است و انتظار می   میززفون د شعاعی، سطح خارجی دیسک دارای بیشترین تنش  تحت قی -اما، برای شرط مرزی تحت قید شعاعی
بر خلاف شرایط مرزی قبلی، با افزایش پارامتر ضخامت، تنش فون   ون شعاع باشد  ای  ک در دیسک دوار ازکه محل آغاز جریان پلاستی

، تنش معادل Aی، دیسک با شرایط مرزی حرارتی  یابد. در مورد تاثیر شرایط مرزی حرارت میزز در سطح خارجی دیسک افزایش می

یکسان  زاویه‌ای 
شکل 7 آورده شده است. توزیع تغییر‌مکان در دیسک دارای اهمیت 
است، زیرا به واسطه آن می‌توان توزیع کرنش و به دنبال آن تنش در 
دیسک را محاسبه کرد و از آنجا  تغییر‌شکل‌های الاستیک- پلاستیک 
افزایش  ازاء  به  است  نمود. همان‌طور که در شکل مشخص  آنالیز  را 
دو  برای  دیسک  در  تغییر‌مکان‌ها  سطح   ،

5m ضخامت تغییر  پارامتر 
شرط مرزی آزاد- آزاد، تحت قید شعاعی- آزاد و برای هر دو شرایط 
B کاهش می‌یابد. اما در دیسک با شرایط مرزی  A و  مرزی حرارتی 
و سطح  عکس  تغییرات  روند  شعاعی  قید  تحت  شعاعی-  قید  تحت 
از شرایط مرزی  برای هر یک  به علاوه  است.  افزایشی  تغییر‌مکان‌ها 
آن  دنبال  به  و  کمتر  مکان  تغییر  سطح   B حرارتی  شرط  دیسک، 
این موضوع  که  است  ایجاد کرده  در دیسک  را  تنش کمتری  سطح 
دقیقاً مطابق با نتایج بیان‌شده برای شکل 6 است که دیسک در شرط 
B تغییرات دمایی یکنواخت‌تری را نسبت به شرط  حرارتی گرادیانی 

Table 9. Comparison of modeling results using homotopy perturbation method with the results 
presented in the reference article [14] 

 [ 11شده در مقاله مرجع ]سازی به کمک روش حل هموتوپی پرتوربیشن با نتایج ارائهمدل: مقایسه نتایج 9جدول
 

شعاع   2/0 3/0 2/0 5/0 6/0 0/0 8/0 2/0 1
 دیسک

 [12مرجع ] 000881/0 000518/0 000225/0 008616/0 002231/0 010311/0 011222/0 121235/0 130622/0
ن مکاتغییر

 شعاعی
(m) 130582/0 121225/0 011220/0 010301/0 002220/0 008610/0 000223/0 000510/0 000881/0 

روش 
هموتوپی 
 پرتوربیشن

 [12مرجع ] 0 22/612 85/080 32/028 28/010 01/523 02/222 52/230 0
تنش 
 شعاعی

(MPa) 0 52/230 02/222 80/522 06/016 82/088 82/080 20/612 0 
هموتوپی 

روش 
 پرتوربیشن

 [12مرجع ] 15/2662 30/2105 22/1802 80/1502 10/1352 33/1182 300/230 322/002 088/261
تنش 
 محیطی

(MPa) 088/261 322/002 302/230 25/1182 02/1360 28/1503 86/1805 23/2106 08/2661 
روش 

هموتوپی 
 پرتوربیشن

 
  

جدول9. مقایسه نتایج مدل‌سازی به کمک روش حل هموتوپی پرتوربیشن با نتایج ارائه‌شده در مقاله مرجع ]14[

Table 9. Comparison of modeling results using homotopy perturbation method with the results presented in the reference 
article [14]
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A تجربه می‌کند. در مورد شرایط مرزی حاکم بر دیسک نیز  حرارتی 
می‌توان بیان کرد که سطح تغییر مکان‌ها در دیسک با شرایط مرزی 
تحت قید شعاعی- تحت قید شعاعی کمتر از شرایط مرزی تحت قید 
در سطوح  آزاد  آزاد-  مرزی  از شرایط  کمتر  نیز  آن  و  آزاد  شعاعی- 

داخلی و خارجی دیسک است.

5-3-سرعت زاویه‌ای حد الاستیک
در این بخش سرعت زاویه‌ای حد الاستیک برای دیسک دوار مدرج 
شرایط   ،

5m ضخامت تغییر  پارامتر  از  متفاوتی  مقادیر  ازاء  به  تابعی 
مرزی جرارتی و شرایط مرزی متفاوت برای دیسک محاسبه می‌گردد. 
برای رسیدن به فهم مناسب، در شکل 8 توزیع تنش فون‌میزز برای 

رسم   

19 
 

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

-3

Radial coordinate (m)

R
ad

ia
l d

is
pl

ac
em

en
t (

m
)

 

 
m5= 0, Type A
m5= -0.05, Type A
m5= -1, Type A
m5= 0, Type B
m5= -0.5, Type B
m5= -1, Type B

 
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

-3

Radial coordinate (m)

R
ad

ia
l d

is
pl

ac
em

en
t (

m
)

 

 

m5= 0, Type A
m5= -0.5, Type A
m5= -1, Type A
m5= 0, Type B
m5= -0.5, Type B
m5= -1, Type B

 
c: Free-Free b: Radially constrained-Free 
 آزاد  -ب: شرط مرزی تحت قید شعاعی  آزاد  -الف: شرط مرزی آزاد

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

-4

Radial coordinate (m)

R
ad

ia
l d

is
pl

ac
em

en
t (

m
)

 

 

m5= 0, Type A
m5= -0.5, Type A
m5= -1, Type A
m5= 0, Type B
m5= -0.5, Type B
m5= -1, Type B

 
c: Radially constrained-Radially constrained 

 تحت قید شعاعی  -تحت قید شعاعی  ج: شرط مرزی 
Fig. 7. The displacement distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions 

A and B  
 Bو   A  ط مرزی حرارتیدیسک برای دو شر اعیتوزیع تغییرمکان در امتداد شع :  7شکل 

 ای حد الاستیک سرعت زاویه-3-5
زاویهدر   سرعت  بخش  ضخامت این  تغییر  پارامتر  از  متفاوتی  مقادیر  ازاء  به  تابعی  مدرج  دوار  دیسک  برای  الاستیک  حد  ، 5mای 

برای دیسک محاسبه می  متفاوت  به فهم مناسب، در شکل  گردد.  شرایط مرزی جرارتی و شرایط مرزی    توزیع تنش   8برای رسیدن 
طور که مشخص است در این سرعت  شده است. همان  سم  ر=rad/s 400  ωای  میزز برای این شرایط و پارامترها در سرعت زاویهفون
ر کرده است. برای ( عبوMPa300میزز از تنش تسلیم جزء فلزی سازنده دیسک )ای، در بعضی از نمودارها مقدار تنش معادل فونزاویه

م از سطح  شرط مرزی، تسلیین  میزز را دارد و در نتیجه برای ادیسک با شرایط مرزی آزاد، لبه داخلی ماکزیمم مقدار تنش معادل فون 
یابد. برای شرط گردد. در این شرط مرزی با افزایش پارامتر ضخامت، سطح تنش معادل در دیسک کاهش میداخلی دیسک آغاز می 

افزایش می چهآزاد، هر-قید شعاعیمرزی تحت   پارامتر ضخامت  که  فونقدر  تنش  مقدار  بیشترین  با  از سطح داخلی یابد، شعاع  میزز 
شود. کند و هم چنان با افزایش این پارامتر سطح تنش معادل در دیسک کم میی میانی دیسک جرکت می هاسمت شعاع  به  دیسک

رود  است و انتظار می   میززفون د شعاعی، سطح خارجی دیسک دارای بیشترین تنش  تحت قی -اما، برای شرط مرزی تحت قید شعاعی
بر خلاف شرایط مرزی قبلی، با افزایش پارامتر ضخامت، تنش فون   ون شعاع باشد  ای  ک در دیسک دوار ازکه محل آغاز جریان پلاستی

، تنش معادل Aی، دیسک با شرایط مرزی حرارتی  یابد. در مورد تاثیر شرایط مرزی حرارت میزز در سطح خارجی دیسک افزایش می

زاویه‌ای  در سرعت  پارامترها  و  شرایط  این 
شده است. همان طور که مشخص است در این سرعت زاویه‌ای، در 
تسلیم جزء  تنش  از  فون‌میزز  معادل  تنش  مقدار  نمودارها  از  بعضی 
با  فلزی سازنده دیسک )300MPa( عبور کرده است. برای دیسک 
شرایط مرزی آزاد، لبه داخلی ماکزیمم مقدار تنش معادل فون‌میزز 
داخلی  سطح  از  تسلیم  مرزی،  شرط  این  برای  نتیجه  در  و  دارد  را 
دیسک آغاز می‌گردد. در این شرط مرزی با افزایش پارامتر ضخامت، 
سطح تنش معادل در دیسک کاهش می‌یابد. برای شرط مرزی تحت 
قید شعاعی-آزاد، هرچه‌قدر که پارامتر ضخامت افزایش می‌یابد، شعاع 
سمت  به  دیسک  داخلی  از سطح  فون‌میزز  تنش  مقدار  بیشترین  با 
این  افزایش  با  چنان  هم  و  می‌کند  دیسک جرکت  میانی  شعاع‌های 

B A و  شکل 7 . توزیع تغییرمکان در امتداد شعاعی دیسک برای دو شرط مرزی حرارتی 

Fig. 7. The displacement distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions A and B

c: Free-Free b: Radially constrained-Free 
  آزاد  -ب: شرط مرزي تحت قيد شعاعي   آزاد  -الف: شرط مرزي آزاد

c: Radially constrained-Radially constrained 
  تحت قيد شعاعي  -تحت قيد شعاعي  ج: شرط مرزي 

Fig. 7. The displacement distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary 
conditions A and B  

  Bو   A  ط مرزي حرارتيديسك براي دو شر اعيتوزيع تغييرمكان در امتداد شع :  7شكل 
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شرط  برای  اما،  می‌شود.  کم  دیسک  در  معادل  تنش  سطح  پارامتر 
دیسک  خارجی  سطح  شعاعی،  قید  شعاعی-تحت  قید  تحت  مرزی 
آغاز  که محل  انتظار می‌رود  و  است  فون‌میزز  تنش  بیشترین  دارای 
جریان پلاستیک در دیسک دوار از این شعاع باشد و بر خلاف شرایط 
سطح  در  میزز  فون  تنش  ضخامت،  پارامتر  افزایش  با  قبلی،  مرزی 
خارجی دیسک افزایش می‌یابد. در مورد تاثیر شرایط مرزی حرارتی، 
، تنش معادل بیشتری را نسبت  A با شرایط مرزی حرارتی  دیسک 
B در تمامی شروط مرزی دیسک تجربه می‌کند. در  به شرط مرزی 
B به دلیل وجود گرادیان دمایی در سطح خارجی توزیع  شرط مرزی 
دما در دیسک یکنواخت‌تر بوده و در نتیجه تنش حرارتی کمتری در 

دیسک ایجاد می گردد. 

مبنای محاسبه سرعت زاویه‌ای حد الاستیک، رسیدن تنش تسلیم 
در دیسک طبق رابطه )5( به تنش معادل فون‌میزز مطابق با رابطه )3( 
) در  )

m

c
o

rV r
r

 
=  
 

می‌باشد. با درنظرگرفتن تابع کسر حجمی سرامیک
این مقاله رابطه )5( به فرم زیر دوباره‌نویسی می‌گردد:

1 1

1
m m

m c
y ym

o c m o

q E Er r
r q E E r

σ σ
     +  = −      +     

�)68(

با مدول الاستیک 
cE با مدول الاستیک آلومینیوم،

mE در این رابطه
می‌گردد.  جایگذاری   4 جدول  های  داده  طبق 

1m ضریب و  زیرکونیا 
حد  زاویه‌ای  سرعت  می‌توان   

y ymσ σ= رابطه  برابری  با  نتیجه  در 
الاستیک در مواد مدرج تابعی را مطابق با رابطه )69( یافت. در این 

a: Free-Free b: Radially constrained-Free 
  آزاد  -ب: شرط مرزي تحت قيد شعاعي   آزاد  -الف: شرط مرزي آزاد

c: Radially constrained-Radially constrained  
  تحت قيد شعاعي  -ج: شرط مرزي تحت قيد شعاعي 

Fig. 8. Von Mises stress distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary 
conditions A and B  

  Bو  A  د شعاعي ديسك براي دو شرط مرزي حرارتيتوزيع تنش معادل فون ميزز در امتدا:  8شكل 
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B A و  شکل 8 . توزیع تنش معادل فون میزز در امتداد شعاعی دیسک برای دو شرط مرزی حرارتی 

Fig. 8. Von Mises stress distribution along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions A and B
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ωخواهیم داشت که به ترتیب به عنوان شعاع و  r و رابطه دو مجهول
سرعت زاویه‌ای که در آن تسلیم آغاز می‌گردد در نظر گرفته می‌شوند. 

1 1

2 2 1
m m

m c
r r ym

o c m o

q E Er r
r q E E rθ θσ σ σ σ σ

     +  + − = −     +     
�)69(

eq

y

σ
σ ارائه مقادیر سرعت زاویه‌ای حد الاستیک، نسبت  از  قبل 

ضخامت پارامتر  از  متفاوتی  مقادیر  برای  دیسک  شعاعی  امتداد  در 
  

21 
 

(69) 1 1

2 2 1
m m

m c
r r ym

o c m o

q E Er r
r q E E r     

     +  + − = −      +     

 

از   زاویهقبل  سرعت  مقادیر  نسبت  ارائه  الاستیک،  حد  eqای 

y




متف مقادیر  برای  دیسک  شعاعی  امتداد  پاوتدر  از  ارامتر ی 

نشان داده شده است. همان طور که نشان داده   9در شکل    =rad/s 400  ωای و شرایط مرزی دیسک برای سرعت زاویه  5mضخامت 
1eqهایی از دیسک که شده است، برای شعاع

y


    ای، برای شرط شکل پلاستیک آغاز شده است. در این سرعت زاویهباشد تغییرمی

آزاد مر  -مرزی  شرایط  و  دیسک  حرارتی  آزاد  شعاعBو    Aزی  بیشتر  ازهای،  با    ی  ضپاردیسک  5m،   -5/0خامت  امتر  دچار    0=
پارامتر  های پلاستیک شده شکل تغییر با  5m-1اند. فقط دیسک  ، در سطح داخلی در آستانه تسلیم قرار Bشرط مرزی حرارتی    با  =

های کمتری نسبت به شرط تحت قید شعاعی، شعاع  -اند. در مورد شرط مرزی آزادهای پلاستیک در آن شروع نشدهانز جریهنودارد و  
5m-1اند. دیسک با پارامتر ضخامتتیک شده های پلاسمرزی قبل وارد جریان در شعاع میانی خود در   Aبرای شرط مرزی حرارتی    =

 -ای پلاستیک فاصله دارد. اما در شرط مرزی تحت قید شعاعی هشکلهنوز با شروع تغییر  Bآستانه تسلیم قرار دارد و در شرط مرزی  
از شعاع تسلیم آغاز شده    Aشرط مرزی حرارتی    برای  ن وهای دیسک نزدیک به سطح خارجی آتحت قید شعاعی، در تعداد کمی 

 است. 
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c: Radially constrained-Radially constrained 

 تحت قید شعاعی  -شعاعی ید ج: شرط مرزی تحت ق 
Fig. 9. Distribution of eq

y




ratio along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions 

A and B  

زاویه‌ای برای سرعت  و شرایط مرزی دیسک   
5m

شده  داده  نشان  که  طور  همان  است.  شده  داده  نشان   9 شکل  در 
1eq می‌باشد تغییر‌شکل 

y

σ
σ ≥ است، برای شعاع‌هایی از دیسک که

پلاستیک آغاز شده است. در این سرعت زاویه‌ای، برای شرط مرزی 
، بیشتر شعاع‌هایی  B A و  آزاد- آزاد دیسک و شرایط مرزی حرارتی 
تغییرشکل‌های  5m دچار  =  0 ، پارامتر ضخامت 0/5-  با  از دیسک 
مرزی  شرط  با   5m = -1 پارامتر  با  دیسک  فقط  شده‌اند.  پلاستیک 
هنوز  و  دارد  قرار  تسلیم  آستانه  در  داخلی  سطح  در   ، B حرارتی 
مرزی  شرط  مورد  در  نشده‌اند.  شروع  آن  در  پلاستیک  جریان‌های 
آزاد- تحت قید شعاعی، شعاع‌های کمتری نسبت به شرط مرزی قبل 
 5m = وارد جریان‌های پلاستیک شده‌اند. دیسک با پارامتر ضخامت1-
A در شعاع میانی خود در آستانه تسلیم  برای شرط مرزی حرارتی 
B هنوز با شروع تغییر‌شکل‌های پلاستیک  قرار دارد و در شرط مرزی 

a: Free-Free b: Radially constrained-Free  
  آزاد  -ب: شرط مرزي تحت قيد شعاعي   آزاد  -شرط مرزي آزادالف: 

c: Radially constrained-Radially constrained  
  تحت قيد شعاعي  -شعاعي يد ج: شرط مرزي تحت ق 

Fig. 9. Distribution of eq

y




ratio along the radial direction of disk for the two thermal boundary 

conditions A and B  
eqتوزيع نسبت  :  9شكل 

y
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  B و Aدر امتداد شعاعي ديسك براي دو شرط مرزي حرارتي   
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B A و  eq در امتداد شعاعی دیسک برای دو شرط مرزی حرارتی 

y

σ
σ شکل 9 . توزیع نسبت 

Fig. 9. Distribution of eq

y

σ
σ

ratio along the radial direction of disk for the two thermal boundary conditions A and B
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فاصله دارد. اما در شرط مرزی تحت قید شعاعی- تحت قید شعاعی، 
در تعداد کمی از شعاع‌های دیسک نزدیک به سطح خارجی آن و برای 

A تسلیم آغاز شده است. شرط مرزی حرارتی 
حد  زاویه‌ای  سرعت  دقیق  مقادیر  می‌توان  بخش  این  ادامه  در 
آغاز  پلاستیک  تغییر‌شکل  اولین  آن  در  که  را  شعاعی  و  الاستیک 
، شرایط مرزی 

5m می‌گردد برای مقادیر متفاوتی از پارامتر ضخامت 
B در جدول 10 مشاهده کرد.  A و  دیسک و شروط مرزی حرارتی 
A به  همان طور که مشخص است با تغییر شرط مرزی حرارتی از 
حد  زاویه‌ای  سرعت  مقدار  دیسک،  مرزی  شرایط  تمامی  برای   B

الاستیک افزایش می‌یابد. برای دو شرط مرزی آزاد- آزاد و تحت قید 
مقادیر سرعت  پارامتر ضخامت،  افزایش  با  آزاد در دیسک،  شعاعی- 
زاویه‌ای حدی برای هر دو شرایط مرزی حرارتی افزایش می‌یابد. اما 
افزایش  با  شعاعی،  قید  تحت  شعاعی-  قید  تحت  مرزی  شرط  برای 
پارامتر ضخامت دیسک مقدار سرعت زاویه‌ای حدی کاهش می‌یابد 
که این رفتار عکس دو شرط مرزی قبلی است. در مورد شعاع آغاز 
تغییرشکل‌های پلاستیک، برای شرط مرزی آزاد- آزاد، از سطح داخلی 
دیسک آغاز می‌گردد. برای شرط مرزی تحت قید شعاعی- تحت قید 
برای شرط تحت  اما  آغازگر تسلیم است.  نیز سطح خارجی  شعاعی 
می‌شود  بیشتر  ضخامت  پارامتر  مقدار  که  هرچه  آزاد،  شعاعی-  قید 

به سمت میانه دیسک حرکت می‌کند.  تغییر‌شکل‌ها  این  آغاز  شعاع 
در مجموع می‌توان نتیجه گرفت که دیسک با شرط مرزی آزاد- آزاد، 
تحت  مرزی  با شرط  دیسک  و   

5m =  0 و   A حرارتی  مرزی  شرط 
 

5m = A و 1- قید شعاعی- تحت قید شعاعی، شرط مرزی حرارتی 
کمترین مقادیر سرعت زاویه‌ای را دارند.

6- نتیجه‌گیری
براي بررسی تغییر‌شکل‌هاي  تحلیلی  مدل‌سازی  در این مقاله 
تمامی  شد.  ارائه  تابعی  مدرج  دوار  در دیس‌کهاي  الاستیک  ترمو- 
خواص هندسی و مکانیکی دیسک دوار در راستای شعاعی آن متغیر 
بر  حاکم  ناویر  معادله  و  انتقال حرارت  معادله  گرفته شدند.  نظر  در 
هموتوپی  تحلیلی  کمک روش  به  دوار  دیسک  تغییر‌شکل‌هاي 
تفاضلات  عددی  روش  استفاده  با  نتایج  و  گردید  حل  پرتوربیشن 
شدند.  آزمایی  راستی  مراجع  در  موجود  نتایج  هم‌چنین  و  محدود 
مطابق با نتایج جدول 7، درصد خطا برای حل معادله انتقال حرارت 
به کمک دو روش هموتوپی پرتوربیشن و تفاضلات محدود برای شرط 
B حداکثر %0/072  A حداکثر 0/00047%  برای شرط مرزی  مرزی 
بر  تغییر‌شکل‌ها  بر  حاکم  ناویر  معادله  حل  برای  خطا  درصد  است. 
A حداکثر %0/74  اساس نتایج جدول 8 برای شرط مرزی حرارتی 

Table 10. The elastic limit angular velocity and the radius of plastic deformation initiation for 
different values of thickness parameter (

5m ) 
ای حد الاستیک و شعاع آغاز تغییر شکل پلاستیک برای مقادیر متفاوتی از پارامتر ضخامت )مقادیر سرعت زاویه: 10جدول 

5m) 
 

   خارج -شرایط مرزی دیسک در سطوح داخل
تحت قید  -تحت قید شعاعی
 شعاع دیسک  آزاد -آزاد آزاد -تحت قید شعاعی شعاعی

 (m) 
 حرارتیشرط 

B 
 حرارتیشرط 

A 
 حرارتیشرط 

B 
 حرارتیشرط 

A 
 حرارتیشرط 

B 
 حرارتیشرط 

A   

6/0 6/0 1/0 1/0 1/0 1/0 5 0m   شعاع آغاز
شکل تغییر

 پلاستیک
(m) 

6/0 6/0 1/0 1/0 1/0 1/0 5 0.5m   

6/0 6/0 56/0 50/0 1/0 1/0 5 1m   

212 222 202 121 252 08 5 0m   سرعت
ای حد زاویه

 الاستیک
(rad

s
) 

322 165 202 312 323 205 
 

5 0.5m   

301 01 223 205 202 315 5 1m   

 
 

)
5m جدول 10. مقادیر سرعت زاویه‌ای حد الاستیک و شعاع آغاز تغییر شکل پلاستیک برای مقادیر متفاوتی از پارامتر ضخامت )

Table 10. The elastic limit angular velocity and the radius of plastic deformation initiation for different values of thickness 

parameter ( 5m )
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داده‌ها  این  با  است.   %0/68 حداکثر  B حرارتی  مرزی  برای شرط  و 
می‌توان نتیجه گرفت که نتایج ارائه‌شده توسط این دو روش از دقت 
بسیار خوبی هر دو تحلیل حرارت و تنش برخوردار است. آنالیز عددی 
B تنش کمتری را در  نشان داد که دیسک با شرط مرزی حرارتی 
A برای انواع شرایط مرزی دیسک و  مقایسه با شرط مرزی حرارتی 
 تجربه می‌کند. بنابراین با تعریف 

5m مقادیر متفاوتی پارامتر ضخامت
گرادیان دمایی مناسب در سطح خارجی دیسک همانند شرط مرزی 
، می‌توان سطح تنش‌های حرارتی در آن را کنترل و بهینه  B حرارتی
کرد. به طوریکه در مقاله حاضر با تعریف شرط مرزی حرارتی در سطح 
خارجی مطابق با فرمول‌بندی )11(، سطح تنش‌های حرارتی در دیسک 
در مقایسه با شرط مرزی حرارتی ثابت حدود 20 % کاهش یافته است. 
در ادامه ارائه نتایج نشان داده شد که مقدار تسلیم در امتداد شعاعی 
در امتداد شعاعی 

 
eq

y

σ
σ دیسک دوار مدرج تابعی ثابت نیست و نسبت 

دیسک برای پارامترهای متفاوت موجود متغیر است. در مورد شرایط 
مرزی حاکم، دیسک با دو شرط مرزی آزاد- آزاد و تحت قید شعاعی- 
 داشتند و 

5m آزاد رفتار تقریبا مشابهی را در افزایش پارامتر ضخامت
در هر دو آنها با افزایش این پارامتر سطح تنش در دیسک کاهش و 
سرعت زاویه‌ای حد افزایش پیدا می‌کرد. اما، برای دیسک با شرایط 
مرزی تحت قید شعاعی-تحت قید شعاعی، رفتار دیسک متفاوت بود 
و با افزایش پارامتر ضخامت، سطح تنش در دیسک افزایش می یافت 
و به دنبال آن سرعت زاویه‌ای حد الاستیک در دیسک کاهش پیدا 
و  پارامترها، شرایط حرارتی  تمامی  با درنظرگرفتن  انتها  در  می‌کرد. 
مرزی موجود در مدل ارائه‌شده، مشخصات دیسک با کمترین مقدار 
سرعت زاویه‌ای حد الاستیک شناسایی گردید. در نهایت نتیجه گرفته 
شد که مدل تحلیلی این مقاله به کمک روش هموتوپی پرتوربیشن 
به خوبی رفتار ترموالاستیک دیسک دوار مدرج تابعی را پیش بینی 

می‌کند.
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